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数值 分 析 也 称 计 算 方 法 , 它 不 仅 是 一 种 研究 并 解决 数学 问题 的 数值 近似 解 
的 方法 ,而 且 是 在 计算 机 上 使 用 的 解数 学 问题 的 方法 . 它 的 计算 对 象 是 那些 在 理 
论 土 有 解 , 而 无 法 用 手工 计算 的 数学 问题 . 

学 习 数 值 分 析 与 计算 的 方法 的 重要 性 可 以 从 下 面 计 算 机 解决 实际 问题 的 全 
过 程 看 出 ,有 了 符合 实际 的 数学 模型 ,还 必须 进行 认真 的 数值 分 析 和 选择 好 的 计 
算 方 法 ,才能 又 快 又 好 地 计算 出 数值 结果 来 . 数值 分 析 与 计算 将 提供 许多 常用 的 


和 有 价值 的 计算 方法 . 






数值 分 析 是 一 门 理论 性 和 实践 性 都 很 强 的 课程 , 它 的 预备 课程 是 高 等 数学 、 
线性 代数 和 一 门 计算 机 语言 . 关于 计算 机 语言 本 书 采用 计算 机 软件 MATLAB 6.X 
或 7.X. 有 关 该 软件 的 基本 操作 和 编程 问题 请 参考 本 书 所 附 的 光盘 中 的 内 容 ,并 
且 在 本 书 的 各 章节 中 也 有 详细 的 介绍 ,使 读者 在 学 习 数值 分 析 的 理论 和 方法 的 
同时 ,也 学 会 了 该 软件 的 使 用 


1.1 误差 的 来 源 


1.1.1 误差 分 析 的 重要 性 


在 运用 数值 分 析 ( 计 算 方法 ) 解决 实际 问题 的 过 程 中 ,会 出 现 各 种 各 样 的 误 
差 ,必须 注重 误差 分 析 . 否则 ,种 合理 的 计算 也 可 能 得 出 错误 的 结果 . 

例 1.1.1 用 差 商 /(a) ~ 帮 c- 姑 全 求 Kz) =Inx 在 *=3 处 导数 的 
近似 值 . 

(1) 取 疡 =0.1 和 记 =0.000 1, 用 手工 计算 , 取 五 位 数字 计算 ; 

(2) 取 大 =0.1, 久 =0.000 1 六 =0.000 000 000 000 001 和 疡 =0.000 000 000 000 000 1 
分 别 用 MATLAB 软件 计算 , 取 十 五 位 数字 计算 ; 

(3) 比较 以 上 的 运算 结果 ,说明 是 否 111 越 小 则 计算 结果 越 准 确 , 





2 第 一 章 “” 误 差 与 范 数 、 


解 ”根据 导数 定义 ,得 /(3) = lim 故人 一 人 2 , 当 I1 很 小 时 ,可 以 用 差 


(03) = 上 3 二 -3) _ln(43 + =- ln3 





从 理论 上 讲 ,Im1 越 小 则 计算 结果 越 准确 . 如 果 用 手工 计算 , 取 五 位 数字 计 
算 . 当天 =0.1 时 ,得 


， 1.1314-1.098 6 
j 3) = 


0. 1 





=0.328 0， 


与 导数 的 精确 值 和 (3) = 


0. 000 1 时 ,得 


于 =0.333 3… 比 较 , 这 项 计算 还 是 可 取 的 . 但 是 当 太 = 


1.0986-1.0986 
0.000 1 





(3) 人 


算出 的 结果 反而 毫 无 价值 . 

如 果 应 用 MATLAB 软件 计算 , 取 十 五 位 数字 计算 ,结果 就 完全 不 同 了 . 在 
MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 程序 

>>a=3ih=0.1;y=log(a+h) -1log(a)iyx =yxh 

运行 后 得 yx =0. 327 898 228 229 91. 将 此 程序 中 六 =0.1 改 为 0.000 1 ,运行 
后 得 yx =0. 333 327 777 903 85 ,后 者 比 前 者 好 . 再 取 卢 =0. 000 000 000 000 001， 
运行 后 得 yx =0. 444 089 209 850 06 ,不 如 前 者 好 . 到 六 =0.000 000 000 000 000 1 ， 
运行 后 得 yx =0, 算 出 的 结果 反而 毫 无 价值 . 


1 1 
例 1.1.2 分 别 求 方程 组 4K = 在 下 列 情况 时 的 解 ,其 中 4=| 1 路 


0， 


(2 人 (中 5-(， ol 


解 (1) 首先 将 方程 组 4X = 五 化 为 同 解 方 程 忆 =4 -25, 然 后 在 MATLAB 工 
作 窗 口 输入 程序 


>> b=[2,2]A=[1,1;1,1.01];X=Aw 


运行 后 输出 当 厂 -人 (2 时 ,4x-4 的 解 为 = [0 


(2) 同 理 可 得 , 当 -(， ojmi4x-8 的 解 为 x= 人 路 


可 见 五 的 微小 变化 就 引起 下 的 很 大 变化 , 即 互 对 五 的 扰动 是 敏感 的 . 对 于 
一 般 的 方程 组 4 互 =, 如 果 解 王 对 8 或 4 的 扰动 敏感 ,就 称 方程 组 是 病态 的 . 
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1.1.2 误差 的 来 源 


科学 计算 中 所 处 理 的 数据 和 计算 结果 ,通常 都 是 在 一 定 精度 范围 内 的 近似 
数值 ,它们 与 实际 的 精确 值 之 问 总 存在 着 误差 . 引起 误差 的 因素 是 多 方面 的 ,但 
主要 来 源 有 下 面 几 种 . 

(一 ) 模型 误差 

各 种 实际 问题 的 数学 模型 ,总 是 在 一 定 条 件 下 抓 住 主要 因素 ,忽略 次 要 因素 
加 以 抽象 得 出 的 结果 , 它 是 一 种 理想 化 了 的 数学 描述 ,而 与 实际 问题 之 间 总 存在 

例如 ,建立 自由 落体 运动 方程 


= (1.1) 
时 ,忽略 了 空气 阻力 等 因素 . 如 果 用 7y = 厌 贡 表示 真正 的 运动 规律 ,那么 
用 1) -er 


就 是 数学 模型 (1. 1) 的 模型 误差. 

(二 ) 测量 误差 

数学 模型 中 的 已 知 的 参数 大 多 数 是 通过 测量 得 到 的 . 而 测量 过 程 受 到 工具 、 
方法 .观察 者 的 主观 因素 、 不 可 预测 的 随机 干扰 等 因素 影响 必然 带 人 误差 . 

例如 ,自由 落体 运动 方程 (1.1) 中 , 当 取 重力 加 速度 g=9.8 m/s 时 , 则 8- 
9. 8 就 是 测量 误差 . 

(三 ) 截断 误差 

把 无 限 的 计算 过 程 用 有 限 的 计算 过 程 代 替 ,这 样 产 生 的 误差 称 为 截断 误差 . 

例 1.13 计算 ee 的 近似 值 . 

解 ”泰勒 级 数 


x+ 和 二 二 二 和 (-o <x<oo) 
2! 3! 4! 有 1 ” 


取 * =1, 得 


1 1 1 1 
e=1+1+21+3T+ 有 二 (1.2) 


这 是 一 个 无 限 过 程 ,计算 机 无 法 求 到 精确 值 . 只 能 在 (1.2) 取 有 限 项 时 计 
算 ,再 佑 计 误 差 . 如 果 取 有 限 项 





1 1 1 
s, (1) =1+1+21+31+4T+ + 


作为 e 的 值 必然 会 有 误差 ,根据 泰勒 余 项 定理 可 知 其 截断 误差 为 
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e-s,(1) = (0<0<1). 


(n+l)1 + 
如 果 取 (1.2) 的 前 九 项 ,输入 程序 

>>D=8;s=13S =1; 

for 和 =1:n， 

S=S 灶 Kk3S=S+1A， 

enaQ， 

s，S,R=3M 人 Ss*+(n+l)) 
或 

>>S1 =1+1+1C2+1AM 人 MLF*2*83)+1AM 人 1L*2*k3*4)+1AM 人 1L+*2*r3y4*5) 
+ 工人 工本 2 林 了 来 入 炎 5 冰 6) +1 人 ML 村 2 村 3 于 4 本 5 水 理 林 了 ) + 人 二 于 2 水 3 本 丰 水 与 樟 可 了 于 
8 ) ， 

R1E =3 人 1*2#34 业 5 村 65647 了 +*8*#9) 


运行 后 结果 
S = R_ = 
2.718 278 769 841 27 8.267 195 767 195 768e -006 
因为 截断 误差 为 
王 e < 辣 ~ -6 
eaCD=7eT<e 8. 267 196 x10” (0 <0<1)， 
， 人 _ 工 了 工 ， 工 + 二 + 工 ， 坟 + 工 _ 
所 以 e 的 近似 值 e=ss(1) 1+1+2+ 加 + + 可 +81 2.718 28. 
(四 ) 舍 入 误差 


在 使 用 计算 机 或 计算 器 进行 数值 计算 时 ,每 个 数据 都 是 用 有 限 位 的 数字 表 
示 的 ,把 一 个 数 表示 成 具有 一 定位 数 的 近似 数 也 可 能 引起 误差 ,这 种 误差 称 为 售 
入 误差 . 

例如 ,本 节 例 1.1.1 中 ,在 计算 J (3) 的 近似 值 时 , 取 五 位 数字 用 手工 计算 
时 ,得 广 (3) =0 算出 的 结果 与 精确 值 和 (3) = 1/3 =0. 333 3… 相 差 很 大 . 取 十 五 
位 数字 应 用 MATLAB 软件 计算 , 当 产 =0.000 1 时 ,运行 后 得 /'(3) = 
0. 333 327 777 903 85 ,后 者 比 前 者 好 . 再 取 记 = 0. 000 000 000 000 001 ,运行 后 得 
三 (3) =0. 444 089 209 850 06 ,不 如 前 者 好 . 取 户 = 0. 000 000 000 000 000 1 ,运行 
后 得 /'(3) ~=0, 算 出 的 结果 反而 毫 无 价值 . 这 是 由 含 人 误差 造成 的 . 由 于 计算 机 
硬件 只 支持 有 限 位 机 器 数 的 运算 ,因此 在 计算 中 可 能 引入 和 传播 伟人 误差 . 

在 数值 分 析 课 程 中 不 讨论 和 分 析 模 型 误差 ,主要 讨论 对 象 是 截断 误差 , 它 往 
往 是 计算 中 误差 的 主要 部 分 . 在 讲 到 各 种 算法 时 ,通过 数学 方法 可 以 推导 出 截断 
误差 限 的 公式 . 售 人 误差 的 产生 往往 带 有 很 大 的 随机 性 ,讨论 比较 困难 . 在 问题 
本 身 呈 现 病态 或 算法 稳定 性 不 好 时 , 它 可 能 成 为 计算 中 误差 的 主要 部 分 . 至 于 测 
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量 误差 ,我 们 把 它 作为 初始 的 舍 人 误差 看 待 . 

误差 分 析 是 一 门 比较 艰难 和 深奥 的 学 科 . 在 本 课程 中 主要 讨论 截断 误差 和 
伟人 误差 . 但 是 一 位 训练 有 素 的 计算 工作 者 , 当 发 现 计算 结 果 与 实际 不 符 时 ,应 
当 能 诊断 出 误差 来 源 ,并 采取 相应 的 措施 加 以 改进 ,直至 建议 对 模型 的 修改 . 


习题 .1 





2 2 
1 分别 求 方程 组 AX = 在 下 列 情况 时 的 解 ,其 中 4= | ) 


2 2.01 
D5-(2 75-( 
4) -( 直 ) -( :9 


2 用 差 商 / (ao) ~ 从“ 大全, 求 几 z) =Inx 在 x*=5 处 导数 /(5) 的 近似 值 , 取 十 
五 位 数字 计算 , 产 分 别 取 0. 000 1 和 0. 000 000 01. 


1.2 误差 和 有 效 数 字 


1.2.1 绝对 误差 和 绝对 误差 限 


定义 11 设 * 代 表 准 确 值 x "的 一 个 近似 值 , 称 。” =x”-* 为 近似 值 x 的 
绝对 误差 ,简称 误差 . 
误差 一 般 无 法 准确 计算 ,只 能 根据 测量 或 计算 情况 估计 出 它 的 绝对 值 le” | 
的 一 个 上 限 . 设 存在 一 个 正 数 e, 使 
le "=Ix”-Xl< 和 ec， (1.3) 
称 s 为 近似 值 * 的 绝对 误差 限 ,实际 把 它 简称 为 误差 、 误 差 限 .绝对 误差 或 精度 . 
由 (1.3) 式 可 得 
和 一 已 委 Y% ”< 委 Y% 二 BE， 
在 工程 中 常 记 为 
1 二 和 土 上 . 
例如 ,1 = (20.1+0.05) mm. 再 如 ,用 毫米 刻度 的 米 尺 测量 不 超过 1 mm 的 长 
度 *” , 读 法 如 下 :如 果 长 度 接近 于 毫米 刻度 * ,就读 出 那个 刻度 数 * 作为 该 长 度 
x“* 的 近似 值 . 显然 这 个 近似 数 * 的 绝对 误差 为 0.05 mm. 由 这 两 个 例子 可 以 看 出 
绝对 误差 e* 是 有 量 纲 单位 的 . le* 1 的 大 小 标志 着 近似 值 x 的 精度 . 一 般 的 ,在 同 
一 量 纲 的 不 同 近似 值 中 ,1e" 1 越 小 ,z 的 精度 就 越 高 . 
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1.2.2 相对 误差 和 相对 误差 限 


绝对 误差 的 大 小 不 能 完全 刻画 近似 值 的 准确 程度 . 例如 ,测量 百 米 跑道 产生 
10 cm 的 误差 与 测量 航天 飞机 上 的 一 件 长 为 1 em 零件 的 长 度 产 生 0. 01 cm 的 误 
差 ,我 们 不 能 简单 地 认为 后 者 更 精确 ,还 应 该 考虑 被 测量 值 的 大 小 ,这 就 有 必要 
引入 相对 误差 的 概念 . 

定义 1.2 绝对 误差 。 与 准确 值 x ”的 比值 
称 为 x 的 近似 值 x 的 相对 误差 . 

相对 误差 是 无 量 纲 的 量 ,常用 百分比 表示 . 相对 误差 反映 了 一 个 近 介 数 的 准 
确 程度 , le” | 越 小 ,zx 的 精度 就 越 高 . 但 由 于 准确 值 * 总 是 不 知道 的 ,因此 ,在 实 
际 问题 中 , 常 取 相 对 误差 为 

所 = 二 。 

上 例 中 , 百 米 跑道 产生 10 cm 的 绝对 误差 所 对 应 的 相对 误差 为 0. 001 ,长 为 
1 cm 的 零件 的 长 度 产 生 0. 01 cm 的 绝对 误差 所 对 应 的 相对 误差 为 0. 01. 后 者 绝 
对 误差 小 ,前 者 相对 误差 小 ,前 者 精度 比 后 者 高 . 

相对 误差 一 般 也 无 法 准确 计算 ,只 能 根据 测量 或 计算 情况 估计 出 它 的 绝对 
值 1e” | 的 一 个 上 限 . 设 存在 一 个 正 数 e, ,使 


ie 有 -| 了 < 语 -< (1.4) 


称 e, 为 近似 值 x* 的 相对 误差 限 ,实际 把 它 作 为 相对 误差 . 

由 (1.4) 式 可 知 , 相 对 误差 限 与 绝对 误差 限 有 如 下 关系 

2 = 1x1e，. 

例 1.2.1 取 2.718 28 作为 e 的 四 舍 五 人 近似 值 时 , 求 其 绝对 误差 和 相对 
误差 ， 

解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>> juewu = exp(1) -2.71828 

因为 运行 后 输出 结果 为 juewu =1.828 459 045 505 326e-006 ,所 以 ， 

2.718 28 的 绝对 误差 为 e =0. 182 846 x 10 ,相对 误差 为 


2E 0.182 853x10… -5 
一 一 四 7 四 
< = 本 8 <6.726 4 x10- ”<0.000 07 约 








例 工 2.2 计算 | sz dx 的 近似 值 , 并 确定 其 绝对 误差 和 相对 误差 
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解 ”因为 被 积 函数 秋 z 的 原画 数 不 是 初等 函数 , 故 用 泰勒 级 数 求 之 . 


区 





Sln 忆 X2 YX4 W6 和 2 
31 (1.5) 
这 是 一 个 无 限 过 程 ,计算 机 无 法 求 到 精确 值 . 可 用 (1.5) 的 前 四 项 1 - 务 + 到 _ 


乞 代 蔡 被 积 函 数 sin ,得 
。 多 








(3 ; 
7 = 一 (有 -区 = 5 


根据 泰勒 余 项 定理 和 交错 级 数 收敛 性 的 判别 定理 ,得 到 绝对 误差 
本 
G 
9.91! 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 计算 程序 如 下 : 


SYImS 


尺 = 1y -yl < 





歼 L/ ， 


节 =1 一 X?2A(1 本 2#3)+X 4A(TL 交 2 村 3 于 在 水 5) -和 6A(1 本 2 半 了 3 林 人 沙 5 冰 
6*# 了 )》 

Y =int(f,x,0,pi2),ylzadouble(y) 

yl1 =pi/2 -(piv2) ”37A(3*3*y2)+(piA2)”5/ (5*5*#4*#k3 本 2) 一 
(Piv2)7A(7*76#5#4$3 半 2) 

inf =int(sin(x)/x,x,0,pi/2),inftd=adouble(int)， 

NU =(pi《2)^97/(9*9*8*+7 了 7#6*k5*4*x3*2),，R =inftd-YLl 

因为 运行 后 输出 结果 为 :y =1. 370 762 168 154 49 ,7 = 1. 370 744 664 189 38， 

及 =1.750 396 510 491 47e -005 ,WU =1.782 679 830 970 664e -005 < 10 一 . 所 


工 


以 少 的 绝对 误差 为 e=10-, 故 y= 人 sin xdx ~ 1.370 7. 了 的 相对 误差 为 


万 








1.2.3 有 效 数 字 


为 了 便于 了 解 * 作为 准确 值 * 的 一 个 近似 值 具 有 几 位 有 效 数 字 的 取 值 范 
围 ,我 们 用 相对 误差 引入 下 面 定义 . 

(一 ) 有 效 数 字 的 定义 

定义 13 设 数 和 的 近似 值 x= +0.xixpx ,xl10" ,其 中 mx 人 =1)2，…) 
是 0 到 9 之 间 的 任意 一 个 非 负 整数 , 且 x, 关 0,nm 是 正 整 数 ,mm 是 整数 ,如果 绝对 
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误差 e 的 
le"1=1x" -xz1< 本 xl10"01<l<n (1.6) 


则 称 x 为 * 的 具有 /7 位 有 效 数 字 的 近似 值 ,zx 准确 到 第 7 位 ,xx …2 为 的 有 
效 数 字 . 


例 1.2.3 试 确定 1.3707 为 y= | sa xdx 的 具有 几 位 有 效 数 字 的 近 


似 值 . 
解 由 例 1.2.2 可 知 ， 
1 


1y -1.370 71<0.000 062 168 < 二 x10 ， 


因为 于 -1= -3,m=1, 所 以 ,1=4. 因 此 ,1.3707 为 y 的 具有 4 位 有 效 数字 的 近 
似 值 . 

例 1.2.4 取 2.718 28 作为 e 的 四 售 五 人 近似 值 时 ,具有 几 位 有 效 数 字 . 

解 由 例 1.2.1 可 知 ， 

le -2.718 281 <0.000 001 828 5 <0.5 x10 一 ， 

因为 严 -7= -5,mm =1, 所 以 ,1=6. 因 此 ,2.718 28 为 ee 的 具有 6 位 有 效 数 字 的 
近似 值 . 

(二 ) 关于 有 效 数 字 的 几 点 说 明 

(1) xx= + 上 0.xiz…x XI0" 作 为 数 妆 的 近似 值 时 ,xx …x。 不 一 定 为 x 的 
有 效 数 字 . 但 是 用 四 含 五 人 取 准 确 值 ”的 前 位 作为 近似 值 x = 0. waxza xi x 
10" , 则 * 必 有 2 个 有 效 数 字 zx px 

例如 ,在 例 1.2.4 中 取 2.718 28 作为 e 的 四 合 五 人 近似 值 时 ,2.718 28 具有 
6 位 有 效 数 字 . 

再 如 , 取 2.718 281 作为 e 的 近似 值 时 ,由 于 

le -2.718 2811 <0.828 4$9 x10-5“ <0.5x10…， 

因此 ,2.718 281 为 e 的 具有 6 位 有 效 数 字 近 似 值 ;其 有 效 数 字 为 271 828. 

(2) 把 任何 数 x =0. xx …x。x10" 乘 以 10"(pP= +l,+2,…) 等 于 移动 该 
数 的 小 数 点 后 得 x =0. xx …x, xl10"…“ ,这 并 不 影响 * 的 有 效 数 字 . 

例如 ,2.718 28 和 2 718.28 都 具有 6 位 有 效 数 字 . 但 2 718.280 和 2 718. 28 
的 有 效 数 字 的 位 数 不 同 ,前 者 有 7 位 ,后 者 有 6 位 有 效 数字 . 因此 ,要 注意 诸如 
0. 2 ,0. 20 ,0. 200 ,… 的 不 同 含义 ,有 效 数字 零 不 能 丢掉 . 

(3) 有 效 数 字 相 同 的 两 个 近似 数 的 绝对 误差 不 一 定 相同 . 

例如 ,2.718 28 和 2 718. 28 都 具有 6 位 有 效 数 字 ;但 绝对 误差 不 一 定 相同 . 

(4) 准确 值 被 认为 具有 无 穷 多 位 有 效 数 字 . 


至 也 人 入 全 
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例如 ,直角 三 角形 面积 S = 了 xy = 0. 5xy, 不 能 认为 公式 中 二 用 0.5 表示 叶 ， 


0.5 只 有 一 位 有 效 数 字 . 因为 0. 5 是 准确 值 , 没 有 误差 , 即 es =0, 对 于 任意 的 正 整 
数 ”包括 "一 om ),(1.6) 式 恒 成 立 , 由 定义 1.3 知 ,准确 值 0.5 具有 无 穷 多 位 有 
效 数 字 . 


1.2.4 有 效 数 字 与 误差 的 关系 


从 有 效 数 字 的 定义 1.3 可 以 看 出 有 效 数 字 与 绝对 误差 的 关系 ,有 效 数 字 的 
位 数 越 多 ,对 应 的 绝对 误差 就 越 小 . 下 面 的 定理 对 此 进行 了 有 具体 的 讨论 . 

定理 1.1 设 数 ”的 近似 值 x= +0.xixz…xzn xl10” 具有 位 有 效 数字 , 则 
x“ 的 相对 误差 满足 下 列 不 等 式 


1e” [< 雹 x10 (1.7) 
1 


证 明 因为 数 * ”的 近似 值 x = +0.xix xx10"” 具 有 位 有 效 数 字 , 由 定 
义 1.3 得 
元 x10" ,上 且 Iz1>a x 10"-1， 


。 
ie 1 =1x”-%i 瓜 


开 班 一 月 
本 X10 1 


二 -= 
区 1 Xx10” 2 


所 以 le ”| = 2 工 一 
因此 ,(1.7) 式 成 立 . 
定理 中 的 条 件 是 充分 条 件 ,而 不 是 必要 条 件 . 近似 数 的 有 效 数 字 越 多 ,其 相 
对 误差 就 越 小 . 但 是 ,相对 误差 越 小 ,有 效 数 字 的 位 数 只 是 可 能 多 . 
一 般 应 用 中 ,可 以 取 相 对 误差 限 
1 


2 7 





x10"， 








克 


x10'"， (1.8) 


1 


由 于 越 大 ,e, 越 小 ,所 以 ,有 效 数 字 位 数 越 多 ,相对 误差 就 越 小 . 

例 1.2.5 取 3.141 592 653 589 8 作为 站 的 四 舍 五 人 近似 值 时 , 试 求 其 相 
对 误差 . 

解 ”四 售 五 人 的 近似 值 3. 141 592 653 589 8 的 各 位 都 是 有 效 数 字 , 即 具有 
nm=14 位 有 效 数 字 , 且 x, =3, 代 入 (1.7) 式 ,得 


x10! -4 <0.166 666 666 666 7 xl10 辣 





te 上 么 1 


2x3 
例 1.2.6 设 任意 一 个 实数 * 的 近似 值 x= -0.xixz…x xl10” 具 有 位 有 
效 数字 ,估计 * 的 相对 误差 e, 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


解 设 与 (1.8) 式 中 的 e, 对 应 的 连续 函数 为 y = 1 (1 <is9). 因为 
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呈 - -2 <0 ,所 以 ,y 在 区 间 [1,9] 上 严格 单调 减少 . 由 单调 减少 的 定义 知 ， 





当 x* =1 时 ,相对 误差 有 最 大 值 ,= 本 x10'… =0.5x10'…; 当 x*=9 时 ,相对 误 


差 有 最 小 值 s， -= x10' "~0.56x10-， 


定理 12 设 数 * 的 近似 值 x= + 上 0.xixa…x, xl10” 的 相对 误差 e” 满足 下 
列 不 等 式 


= 


1] 1 一 六 
二 《is:9y 
则 * 具有 半 位 有 效 数 字 . 

证 明 因为 lxz1 和 (zx, +1) x10" …. 故 按 题 设 (1.9) 式 ,有 


Ed 全 -区 
2(x, +1) 


区 ”一 和 
lx” 一 %| = | 之: 1x|1 到 


人 0 





1 加 
2 10* 各 
2 勾 


因此 ,* 具 且 位 有 效 数 字 . 

例 12.7 设 sin 9% 的 近似 值 x =0.156 431 的 相对 误差 e” <0.25 x10”， 
问 * 具有 几 位 有 效 数 字 ? 

解 把 x,=1 和 e” <0.25x10 ”代入 式 (1.9) ,得 


le” | 二 芭 一 三 大 区 X00 


1 
元 1 了 久 ] 
所 以 ,1 -nm = -4, 解 得 =5. 因 此 ,x* 具有 5 位 有 效 数 字 . 

例 1.2.8 表 1-1 中 各 x* 都 是 对 准确 值 x 进行 四 舍 五 人 得 到 的 近似 值 . 试 
分 别 指出 其 绝对 误 关 限 、. 相 对 误差 限 及 有 效 数 字 位 数 . 
表 1-1 











0.301 2 





30. 12 





30. 120 





30 120 








0.301 2 x105 


解 (1) 因为 用 四 舍 五 人 取 准 确 值 x ”的 前 m 位 作为 近似 值 x =0. xixa xn 
x10"”, 则 * 必 有 灾 个 有 效 数 字 “zx,: 上 各 数 0.301 2,30.12 =0.301 2 x10”， 
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0.301 2x10 都 是 对 准确 值 x ”进行 四 舍 五 人 得 到 的 近似 值 ,所 以 0. 301 2， 
30.12,0.3012 x10: 都 有 4 位 有 效 数 字 3 012. 而 30. 120 = 0. 301 20 x 10 和 
30 120 =0.301 20 x10* 都 有 5 位 有 效 数字 30 120. 

说 明 把 任何 数 *=0.xx…x, xl10" 乘 以 10"(P= +1,+2,…) 等 于 移动 
该 数 的 小 数 点 得 x =0. xiz…x, x10"77 ,这 并 不 影响 * 的 有 效 数 字 . 

(2) 根据 有 效 数 字 的 定义 可 得 ,具有 四 位 有 效 数 字 的 数 0. 301 2,30. 12 = 


0.301 2 x10”,0.301 2 x10; 的 绝对 误差 限 分 别 为 1x* -0.301 21 < 过 x10?" -= 


0.5 x10 一 ,1x”* 一 30. 121< 本 xl105 =0.5x10 一 ,lx* -0.301 2 x101<x 


10 ”= 5. 
具有 五 位 有 效 数 字 的 数 30. 120 =0. 301 20 x10: 和 30 120 =0.301 20 x10; 


的 绝对 误差 限 分 别 为 1x”- 30. 1201 < 村 x10 =0.5xl10- ,1x* -30 1201 三 


序 x105 =0.5， 


(3) 根据 定理 1.1 可 知 ,具有 四 位 有 效 数字 的 数 0:3012;30. 12 =0.3012 x 
10"” ,0. 301 2 x10; 的 相对 误差 限 都 为 
1 


本 1 fm 站 
LE 


而 具有 五 位 有 效 数字 的 数 30. 120 =0. 301 20 x10: 和 30 120 =0.301 20 x105 的 
相对 误差 限 都 为 


x 10-. 





1 


站 





交 10 的 二 


1 
2X 信 X3 0 


有 效 数 字 位 数 





























0.301 2 0.5x10… 4 位 有 效 数 字 
30. 12 0.5 x10- 4 位 有 效 数字 
30. 120 5 位 有 效 数 字 
30 120 5 位 有 效 数 字 








0. 301 2 x10: 4 位 有 效 数 字 
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习题 下 .2 





1. 为 了 使 V20 =4.4… 的 近似 值 的 相对 误差 小 于 0. 1% ,试问 取 几 位 有 效 数 字 ? 
2， 写 出 光速 c” = (2. 997 925 上 + 上 0. 000 001) x 10" cmvs 的 绝对 误差 和 相对 误差. 
3. 取 3.141 592 65 作为 r 的 四 舍 五 人 近似 值 时 , 求 其 有 效 数 字 .绝对 误差 和 相对 误差 


4. 问 3. 142,3. 141, 亿 分 别 作为 r 的 近似 值 各 具有 几 位 有 效 数字 ? 


1.3 误差 估计 的 基本 方法 


1.3.1 误差 估计 的 运算 


数据 运算 中 的 误差 的 估计 情况 比较 复杂 ,通常 利用 泰勒 展开 式 的 方法 估计 
误差 

(一 ) 误差 估计 的 一 般 运 算 

定理 1.3 设 所 有 的 初始 数据 *” ,xz ,…,x* 是 相互 独立 的 自 变 量 ,而 通过 
某 个 算式 所 得 到 的 结果 看 做 是 这 些 初始 数据 的 函数 ,表示 为 

Z ”= xy 7 ) ， (1. 10) 

xx 是 二 ,zx 的 近似 值 ,县 每 个 的 绝对 误差 e (zi) =x 一 和 
的 绝对 值 都 很 小 ,多 元 函数 /在 点 * = (2 xz，…,2) 处 可 微 , 则 2 = 所 mx ，…， 
x,) 的 绝对 误差 为 


o(Z) = 7 -2 = (部 ) e" (xz ) ， (1L11) 
相对 误差 为 
ef (2Z) = > (站 二 (1.12) 
证 明 因为 对 于 乙 : 的 近似 值 
Z Hz ia) (1.13) 


的 绝对 误差 可 以 利用 泰勒 级 数 展 开 得 
e” (2Z) =Z -QZ=7xr 2 9 9 汉 ) -xi yxa xn ) 


-人 


xi OX 





= >( 芭 = 一 和) = >( 芭 ee)， (1.14) 
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而 * 的 相对 误差 
e (xi) 和 ”一 和 


e 0 = (=1,2，…,n)， (1.15) 


由 (1.14) 式 和 (1.15) 式 ,可 得 到 2 的 相对 误差 为 
e 和 一 和; 和 ，e 多 . 

= 多 (的 (二 

(二 ) 误差 估计 的 四 则 运算 

我 们 可 以 利用 (1.11) 式 和 (1. 12) 式 来 估计 按 函 数 / 的 计算 误差 ,给 定 函 数 
了 的 具体 形式 ,就 可 以 得 出 函数 的 具体 的 估计 . 特别 可 以 得 到 和 、 差 、. 积 、 商 的 误 
差 估 计 . 

推论 1.1 设 初始 数据 *” ,y ”是 相互 独立 的 自 变 量 ,x,y 分 别 是 x*”,y 的 近 
似 值 ,它们 的 绝对 误差 分 别 为 e" (x) =x”-x*,e"(y) =y”-y, 且 其 绝对 值 都 很 
小 , 则 进行 加 , 减 . 乘 . 除 运算 时 ， 初始 数据 的 误差 估计 和 计算 结果 中 产生 的 误 郑 
之 间 有 下 面 关系 : 

(1) 若 几 xz ,7 ) =x 十 7”, 则 











e” (x+y) 一 e (zx) 土 e”(7); (1.16) 
er (z 二 一 (%) 十 (1 (1.17) 
le" (x+ty)1sle"(x)1+1e” (7)13; (1. 18 ) 














le”(x 十 y) | 反 
e， (x 士 y) 1 


(2) 若 Fx ,7 ) =x ”7y”，, 则 


区 
le” | 十 
e+ 5 





和 本 
2 1e 00) (1.19) 


e” (xz 7) 一 ye (xz) +xe (7Y) (1.20) 
e (xy) 一 e” (5) +e (7)i; (1.21) 
le* (xy)1s1ylle” (xx)1+1xlle” (7y)13; (1. 22) 
le” (xy)1 和 le”(x)1+1le” (7y)1， (1.23) 


(3) 车 Fr y) -所 , 则 














o( 三 -三 (1.24) 
o (二 ~ -0 (1.25) 
(二 ||< 二 le" (xz)1+ 志 le" (7) 1 (1.26) 
(过 | <le (xz)1+ler (7)1. (1.27) 
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证 明 (1) 设 F(z,y) = 六 则 旷 =1 ,时 -= -1 代入 (1.11) 式 ,得 
ARx,y) =x -yy 的 绝对 误差 为 
ex -7)= ( 直 e (+( 节 e@(y) =e*(z) -e" (7)， 
(xy7) (xy) 
由 (1.12) 式 得 Kx,y) =x-y 的 相对 误差 为 








ee-D=( 人 全 沁 人 ( 芭 ， 0 2 7) 
(3) 设 Fz,y) = 宇 二 , 则 蕊 = 了， 区 = -3 -总 ,代入 (1.11) 式 ,得 zy) = 二 的 
绝对 误差 为 
“( 习 =~( 鸭 ， 上 0 +( 动 00 = 0) 


由 (1. 12) 式 得 所 x,7) = 了 的 相对 误差 为 





y 9x/) 和 07y) 厂 。 和 
了 了 
请 读者 完成 其 余 的 证 明 . 
例 1.3.1 已 测 得 某 场 地 长 x 的 值 x=210 m, 宽 y 的 值 y=180m, 已 知 x 
的 绝对 误差 是 0. 3 中 ,7y 的 绝对 误差 是 0. 2 m, 求 场地 面积 S = xy 的 绝对 误差 和 相 
对 误差. 
解 由 (1.22) 式 和 (1.23) 式 ,得 面积 $=xy 的 绝对 误差 
le"(S)1<lyHe' (cs)1+lslle (0y)1=180x0.3+210x0.2-=96(m2) 
和 相对 误差 
le*(S)1<le' (1+ler (71 = 二 + 人 一 0 25%. 
例 1.3.2 设 y7=o(a>0,ao 关 1), 求 y 的 相对 误差 与 x 的 相对 误差 的 关 
系 式 . 
解 ” 因 为 y 的 绝对 误差 与 x 的 绝对 误差 的 关系 式 为 
e (7)=dy=do=are (xz)Iina， 
所 以 ,y 的 相对 误差 与 x 的 相对 误差 的 关系 式 为 
o (7) _e- (7) dy _2 na 2 (x) 2 (x) 
了 和 仑 乞 
例 1.3.3 若 用 电表 测 得 一 个 电阻 两 端的 电压 和 流 过 的 电流 分 别 为 耻 = 


(110+2)V,T= (20 +0.5)A, 试 由 欧 婚 定 律 R= 地 求 这 个 电阻 值 R 的 近似 值 ,并 





ln aa=xe”(x)ln a. 
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求 所 得 近似 值 的 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 . 

解 根据 Y=(110+2)V,T=(20+0.5)A 知 ,这 个 电阻 两 端的 电压 和 流 过 
的 电流 的 近似 值 分 别 为 Y=110 V,I=20 A, 它 们 的 绝对 误差 限 分 别 为 e (Y) = 
1 -Y=2V,e"(D) = 六 -7=0.5A. 从 而 相对 误差 限 分别 为 


e(DD 2 .Le (CD 0.5 
= 有 =182%,e (0D = 一 一 = 有 =2.5%、 


这 个 电阻 值 尺 的 近似 值 为 





er (TY) = 





110 


了 
慌 了 =~20=5.5(0)， 


其 绝对 误差 限 为 
le”"( 玉 ) | = 











Y 
忆 





“( 习 |< 入 le PDT+ ie Di 


110 


1 
=x2+507x0.5=23.75% ， 


相对 误差 限 为 
lo (CR |o( 了 |<te(DI+rle (0D1=- +.32<4.32%. 
7 ii0+ 20 





1.3.2 数值 的 稳定 性 


计算 一 个 数学 问题 ,首先 需要 预先 设计 好 由 已 知 数据 计算 问题 的 运算 顺序 ， 
这 就 是 算法 . 初始 数据 的 误差 通常 通过 一 系列 的 计算 进行 传播 . 因为 初始 条 件 下 
的 小 误差 对 最 终结 果 产 生 的 影响 较 小 ,所 以 对 任何 数值 计算 都 要 尽量 减少 初始 
误差 ,这样 的 算法 称 为 稳定 的 算法 . 否则 , 称 为 不 稳定 的 算法 . 在 数值 分 析 中 应 当 
尽量 选择 稳定 的 算法 . 

定义 14 设 se 表示 初始 误 盖 ,se, 表示 第 m” 步 计算 后 误差 的 增长 . 

(1) 如 果 1e,1= neo, 则 称 误差 按 线性 增长 ; 

(2) 如 果 1e.l=ec"so, 则 称 误差 按 指数 增长 ; 

@ 如 果 ec>1, 则 当 "一 o 时 ,误差 按 指 数 无 界 增 长 ; 

@ 如 果 0<e<1, 则 当 "一 om 时 , 误 关 按 指数 的 增长 趋 于 零 . 

下 面 的 例子 揭示 了 初始 误差 的 稳定 性 传播 和 不 稳定 性 传播 . 

例 1.3.4 设计 三 种 算法 求 方程 2 +x-15s=0 在 (2,3) 的 一 个 正 根 * ”的 
近似 值 ,并 研究 每 种 算法 的 误差 传播 情况 . 

解 “ 为 解 已 知 方程 ,我们 可 以 设计 如 下 三 种 算法 ,然后 将 计算 结果 与 此 方程 
的 精确 解 x*”=2.5 比较 ,观察 误差 的 传播 . 

算法 1 将 已 知 方程 化 为 同 解 方程 x = 15 -2 忆 . 取 初 值 xs =2 , 按 迁 代 公式 


xi =15 一 2x， 
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依次 计算 : ,“，… ,xm…, 结 果 列 人 表 工 -3 中， 


算法 2 将 已 知 方程 化 为 同 解 方程 = 元 


， 15 
4 2x +1 


依次 计算 xi ,xz 2， 结果 列 和 人 表 1 -3 中 . 





取 初 值 x =2 , 按 选 代 公 式 


2x +x 一 1 


算法 3 ”将 已 知 方程 化 为 同 解 方程 =x - 刀 +z 二 5. 取 初 值 om = 2, 按 迁 
代 公 式 为 
_ 2xx +%i 一 15 
4 


依次 计算 x ,zx ，…x，… 结 果 列 人 表 1 -3 中 
我 们 为 这 三 种 算法 的 计算 编写 两 套 MATLAB 程序 如 下 : 
(1) MATLAB 主 程序 
function [k,juecha,xiangcha,xkj= litil12(x0,xl,1imax) 
% 输入 的 量 - - x0 是 初 值 ， Limax 是 迭代 次 数 和 精确 值 xl ; 
% 输出 的 量 - -每 次 迭代 次 数 k 和 和 迭代 值 xk， 
色 - -每 次 迭代 的 绝对 误差 juecha 和 相对 误差 xiangcha， 
xf(1) =x0ij; 
for 工 = 工 : 工 max 
x(i+l)=fl(x(i));% 程 序 中 调用 的 fl .m 
juecha = abs(x(i) -xlL); 
xiangcha = juecha /( abs(x(i))+eps); 
xk =x(i);k=i-1l;[(i-1l),juecna,xiangcha,xk] 
endQ 
(2) MATLAB 调用 函数 程序 及 其 计算 结果 
GD 算法 2 的 MATLAB 调用 函数 程序 
functiony1l=fl(x) 
YyL =15/(2*Xx+1); 
@) 将 MATLAB 主 程序 和 调用 天 数 程序 分 别 命名 1itil12 .m 和 El .m, 分 
别 保 存 为 M 文件 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 命令 
>> [k,juecha,xiangcha,xk]j]= Litill2(2,2.5,100) 
图 运行 后 输出 计算 结果 列 人 表 1 -3 和 表 1-4 中 ， 
井 将 算法 2 的 MATLAB 调用 函数 程序 的 函数 分 别 用 Yy1 =15 -2*x“`2 和 
Yy1 =Xx-(2*x'"2 +x-15)/ (4*x+l) 代 蔡 , 得 到 算法 1 和 算法 3 的 调用 函 
数 程序 ,将 其 保存 ,运行 后 将 三 种 算法 的 前 8 个 选 代 值 zx ,xz ，… ,xs 列 在 一 起 ( 见 


表 1-3)， 进行 比较 . 将 三 种 算法 的 xi ,xz ，… 
值 列 在 一 起 ( 见 表 1 -4) ,进行 比较 . 
表 1-3 本 和 下 三 人 
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2. 000 000 00 





,xs 对 应 的 绝对 误差 和 相对 误差 的 


sh 天 的 于 代 结果 











2. 000 000 00 
1 有 3. 000 000 00 2. 555 555 56 

2 -83 2. 142 857 14 2. 500 550 06 

3 -13 763 2. 837 837 84 2. 500 000 06 
这 一 378 840 323 2.246 963 56 2. 500 000 00 
5 -2.870 4x107" 2. 246 963 56 2. 500 000 00 
6 -1.647 8 x105 2.321 774 84 2. 500 000 00 
7 -5.4307x107 2. 657 901 65 2. 500 000 00 
99 -Inf 2.500 000 01 2.500 000 00 


由 表 1 -3 和 表 1 -4 可 以 看 出 ,算法 1 的 初始 绝对 误差 和 相对 误差 分 别 是 
4.500 000 00 和 0. 642 857 14 ,它们 是 三 种 算法 中 最 大 者 ,由 算法 1 得 到 的 和 迭 代 
序列 !xs} 对 应 的 绝对 误差 是 不 稳定 的 , 且 当 n 一 时 , 按 指数 无 界 增长 ,相对 误 
差 趋 近 于 不 定 值 ,zi 一 - o , 即 1xii 不 收敛 ;算法 2 的 初始 绝对 误差 和 相对 误差 
分 别 是 0. 500 000 00 和 0. 166 666 67 ,它们 是 三 种 算法 中 居于 中 间 ,由 算法 2 得 
到 的 迭代 序列 !xs} 对 应 的 绝对 误差 和 相对 误差 是 稳定 的 , 且 当 "一 时 , 按 指数 
缓慢 递减 且 趋 近 于 0, { xx} 缓慢 地 摆动 式 收 剑 于 精确 解 2. 5( 参 见 算法 2 的 运行 
结果 ) ;算法 3 的 初始 绝对 误差 和 相对 误差 分 别 是 0. 055 555 60 和 0. 021 739 13 ， 
它们 是 三 种 算法 中 最 小 者 ,由 算法 3 得 到 的 迭代 序列 {xe|+ 对 应 的 绝对 误差 和 相 
对 误差 是 稳定 的 , 且 当 "一 时 , 按 指数 快速 递减 且 趋 近 于 0, | xx| 快速 地 递减 且 
收敛 于 精确 解 2. 5. 
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表 1-4 例 1.3.4 中 三 种 算法 计算 结果 的 误差 


算法 1 的 误差 


2 


相对 误差 


RN 


了 


0. 500 000 00 |10. 250 000 0010. 500 000 00 





0. 250 000 00 



















0. 500 000 00| 0. 250 000 00 
1 |4. 500 000 00|10. 642 857 14|10. 500 000 0010. 166 666 67 |10. 055 555 60| 0.021 739 13 
2 |85. 500 000 00 |1. 030 120 48|10. 357 142 86 | 0. 166 666 670 |0. 000 550 10| 0. 000 219 97 
3 13 765. 500 00 |0. 000 100 0210. 337 837 84|10. 119 047 6210. 000 000 06| 0. 000 000 02 
4 378 840 326 |1. 000 000 01|10. 253 036 44|10. 112 612 62 |0. 000 000 00| 0. 000 000 00 
5 |2.87039981x10” 1 0. 230 287 0410. 084 345 48 0 0 
6 |1.647 839 01x105 1 0. 178 225 1610. 076 762 47 0 0 
7 |5.430746 80x10” 1 0. 157 901 65 |0. 059 408 39 0 0 
99 Inf NaN 0. 000 000 0110. 000 000 00 0 0 

习题 1.3 





1 测 得 电压 了 = (110 *2)Y, 电 流 7= (20+0.5) A, 则 由 欧姆 定律 得 R= -=5.5 0, 求 


有 R 的 绝对 误差 和 相对 误差 

2. 设 y=x", 求 y 的 相对 误差 与 x 的 相对 误差 的 关系 式 . 

3. 设计 三 种 算法 求 方程 2 +x -3=0 在 (1,2) 的 一 个 正 根 * ”的 近似 值 , 并 研究 每 种 算 
法 的 误差 传播 情况 . 

4. 已 测 得 某 场地 长 x ”的 值 x=110m, 宽 y 的 值 yY=80 m, 已 知 x 的 绝对 误差 是 0.2 mm, 
的 绝对 误差 是 0. 1 惠 , 求 场地 面积 S=xy 的 绝对 误差 和 相对 误差 . 

5. 正方 形 的 边 长 约 为 200 cm ,怎样 测量 才能 使 其 面积 误差 不 超过 1 cm '? 


1.4 数值 计算 中 应 注意 的 问题 


从 例 1.3.4 可 以 看 出 ,一 个 问题 的 解决 ,往往 要 经 过 多 次 运算 . 每 一 步 运算 
都 可 能 产生 误差 ,在 反复 多 次 计算 的 过 程 中 ,必然 产生 误差 的 传播 和 积累 . 显然 ， 
当 误 差 积累 偏 大 时 ,会 使 计算 结果 失真 . 因此 ,在 每 一 步 计算 中 ,都 应 该 防止 产生 





1.4 数值 计算 中 应 注意 的 问题 19 
误差 升级 的 现象 . 下 面 通过 对 误差 传播 规律 的 分 析 ,提出 一 些 应 该 注意 的 问题 . 
1.4.1 避免 两 个 相近 的 数 相 减 
从 (1.17) 式 和 (1 全 人 =%-yY 的 相对 误差 为 























e (和 一 一 2 一 72: (0x) 一 7 (7) ， 
cos 二 le”(x) | + 5 le ”(y) |， 
当 * 与 y 的 值 很 相近 时 .ALx,y) 的 相对 误差 可 能 变 大 ,导致 有 效 数 位 下 降 . 因此 ， 


在 数值 计算 中 要 避免 两 个 相近 的 数 相 减 . 
避免 两 个 相近 的 数 相 减 的 方法 很 多 . 下 面 介绍 四 种 常用 的 方法 . 
方法 1 倒数 变换 法 
如 果 两 个 相近 的 数 * 与 y 相 减 , 设 z =z -yz =x+y, 且 za， 2 =1, 那 么 将 
zl 化 为 下 面 形 式 计 算 
一 1 





21 二 





% +Y 多 十 
如 果 x* 很 大 ,那么 将 Vx t+ 分 了 有 理化 ， 即 
但 是 要 因 题 而 异 ,如 


1 1 1 
x w+l x(x+l)” 





即 通 分 ， 
例 1.4.1 求 数 x*=75x(VI+8-” -1) 的 近似 值 . 
解 (1) 直接 用 MATLAB 命令 
>> X=(315)*(SsdGL(CTL +8 ~19))》=-1)》 
运行 后 输出 结果 
X = 0 
问题 出 现在 两 个 相近 的 数 V1 +8 “与 1 相 减 时 ,计算 机 运行 程序 
>> SGLrt(1 +8^( -19)) 开 
了 后 输出 结果 


ans ~ 0 


由 于 计算 机 硬件 只 支持 有 限 位 机 器 数 的 运算 ,因此 在 计算 中 可 能 引入 和 传 


播 舍 人 误差 . 因为 有 效 数字 的 严重 损失 ,导致 输出 V1+8- -1 的 结果 为 0, 计 
算 机 不 能 再 与 数 7 继续 进 和 5 真实 的 计算 ， 所 以 ,最 后 输出 的 结果 与 x 的 精确 值 
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不 符 . 
(2) 如 果 化 为 
15 -7 755 Xx8 -2 
=72” x(V1+8-” -1T) = 一 一 -一 ， 
” VL+8- ”+1 


再 用 MATLAB 命令 
>> X=(7?*15)*( (8 人 (-19))v(sdart(1 +8( -19)) +1)) 
运行 后 输出 结果 
和 =1T.6471e-005 
、 、 =- 8 
这 是 因为 V1+8 -1 化 为- 1 
>> xX= (8 (-19))Zv(sSrt(1 +8(-19))+1) 
运行 后 的 结果 为 
X =3.4694e -018 
由 于 有 效 数 字 的 损失 甚 少 ,所 以 运算 的 结果 3. 469 4 x 10 “再 与 7" 继 续 计算 ,最 
后 输出 的 结果 与 x 的 精确 值 相 差 无 几 . 
方法 2 ”对 数 变换 法 
如 果 两 个 相近 的 正 数 * 与 y 的 对 数 相 减 时 ,我 们 可 以 变换 算法 为 


后 ,计算 机 运行 程序 


log zx -logy=log 三 (a >0,ac 天 1). 
》 


例 1.4.2 求 数 y=ln(30 - V307 -1) 的 近似 什 
解 (1) 直接 用 MATLAB 程序 
>> X=30;xl = Sqrt(X 2 -1) 
运行 后 输出 结果 
X1l1 = 29.9833 


输入 MATLAB 程序 


>> X=30;xl =29.98334y =1og(X -xl) 


YY= -4.0923 
(2) 因为 m(30 - V30 -1) 中 的 *=30 很 大 ,如 果 采 用 倒数 变换 法 
2 二 % 一 Vi 一 1 -1 


%+ WwWX 一 
即 


1 
in(30- V30 1) = 一 一 = -in(30+ v500-1). 
30 + V305 一 1 
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输入 MATLAB 程序 
>> X=3043y= -1og(x+sGrt(x*2 -1)) 
运行 后 输出 结果 
YY = -4.0941 
(3) 输入 MATLAB 程序 
>> X=30;YyY=1og(x-sGart(x ”2 -1)) 
运行 后 输出 结果 
y = -4.0941 
可 见 ,(2) 计 算 的 近似 值 比 (1) 的 误差 小 . 
方法 3 余弦 变换 法 
如 果 数 * 接近 于 零 时 ,我 们 可 以 变换 算法 为 
% 了 -cos% sin 
2” sinyw 1+cosx 
例 1.4.3 利用 四 位 数学 用 表 求 1 - cos 1 的 近似 值 . 
解 ”由 查 表 得 cos 1"=0. 999 8 ,于 是 
x ”=1-cosle~1-0.9998=0.2x10-” =x， 





了 
1 -cos % =2sin 


Ilx”-%1 = lcos 1 -0.999 81 <0.477 0x10…< 广 x10…， 


所 以 近似 值 x =0.000 2 有 一 位 有 效 数 字 . 
如 果 改 用 公式 1 - cos l。= 2sin? 30' , 查 表 得 sin 30'=0. 008 7, 于 是 
x* =1 -cos le。=2sin230'~0.151 38 x10-3 =x， 


lz” -xl <0.9248x10- < 元 x10…， 


所 以 近似 值 > = 0. 151 38 x 10- 有 两 位 有 效 数字 . 

方法 4 “泰勒 级 数 法 

当 7s' ) ~7Kz) 时 ,为 了 避免 有 效 数位 的 下 降 , 可 以 用 泰勒 级 数 展开 作 近 似 
计算 

Hi ) -Ka) =7 (0 -2 (本 

如 果 找 不 到 适合 的 方法 ,也 可 以 采用 增加 有 效 数位 的 方法 . 

1.4.2， 吉 免 绝 对 值 太 小 的 数 作 除 数 或 除数 的 绝对 值 远 小 于 被 除 
数 的 绝对 值 


从 (1. 26) 式 知人 所 zx,7) = 了 的 绝对 误差 为 
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人 工 册 
“ ( 引 上 | y 9 

当 1y| 很 小 或 者 1y1 << 1x1 时 ,ALx,y) 的 绝对 误差 可 能 很 大 . 因此 不 宜 将 绝对 值 太 
小 的 数 作 除数 ,并 且 应 该 避免 除数 的 绝对 值 远 小 于 被 除数 的 绝对 值 . 


1.4.3 避免 大 数 " 吃 掉 " 小 数 的 现象 


参加 计算 的 数 , 有 时 数量 级 相差 很 大 . 如 果 不 注意 采取 相应 的 措施 ,在 它们 
的 加 减法 运算 中 ,绝对 值 很 小 的 那个 数 经 常会 被 绝对 值 较 大 的 那个 数 “ 吃 掉 ”， 
不 能 发 挥 其 作用 ,造成 计算 结果 失真 . 

例 1.4.4 请 在 16 位 十 进 制 数值 精度 计算 机 上 利用 软件 MATLAB 计算 下 
面 的 两 个 数 ** =111 111 111 111 111 +0.1+0.3 和 Yy”=111111111 111 111 + 
0. 1 +0.3 将 计算 结果 与 准确 值 比较 ,解释 计算 结果 . 

解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 程序 

>> xX=111111111111111 +0.1+0.3,，Yy=1111111111111111 +0.1 +0.3 
运行 后 输出 结果 

xx=1.111111111111114e +014,Y =1.111111111111111e +015 

从 输出 的 结果 可 以 看 出 ,zx =x” ,而 7y 关 和 .为 什么 六 仅仅 比 2 多 一 位 1 ,而 7 天 
7 呢 ? 

这 是 因为 计算 机 进行 运算 时 ,首先 要 把 参加 运算 的 数 写成 绝对 值 小 于 工 而 
“ 阶 码 ” 相 同 的 数 ,这 一 过 程 称 为 数 的 “对 阶 ”. 在 16 位 十 进 制 数值 精度 计算 机 上 
利用 软件 MATLAB 计算 这 两 个 数 ,把 运算 的 数 ** 写成 浮 点 规格 化 形式 为 

x* =0.111111111 111 111 0 x105 +0.000 000 000 000 000 1x102 + 
0. 000 000 000 000 000 3 x 105 ， 
在 16 位 十 进 制 数值 精度 计算 机 上 ,三 项 的 数 都 表示 为 小 数 点 后 面 16 位 数字 的 
数 与 105 之 积 ,所 以 ,计算 机 没有 对 数 进行 截断 ,而 是 按 原 来 的 三 个 数 进行 计算 ， 
因此 ,计算 的 结果 * =x .而 
y* =0.111111 111 111 111 1 x10%5 +0.000 000 000 000 000 01 x 10 “+ 
0. 000 000 000 000 000 03 x105 

三 项 的 数 都 表示 写成 绝对 值 小 于 1 而“ 阶 码 * 都 为 10 "的 数 以 后 ,第 一 项 的 纯 小 
数 的 小 数 点 后 面 有 16 位 数字 . 但 是 ,后 两 项 数 的 纯 小 数 的 小 数 点 后 面 有 17 位 数 
字 , 超 过 了 16 位 十 进 制 数值 精度 计算 机 的 存储 量 ,计算 机 对 后 两 项 的 数 都 进行 
截断 最 后 一 位 , 即 后 两 项 的 数 都 是 16 位 机 上 的 零 ,再 进行 计算 ,所 以 计算 结果 与 
实际 不 符 . 

一 般 来 说 ,多 个 数 相 加 时 ,应 该 将 绝对 值 较 小 的 数 相 加 之 后 ,再 依次 与 绝对 
值 较 大 的 数 相 加 . 


le”(x) | + 

















多 
可 
了 
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1.4.4 注意 简化 计算 程序 ,减少 运算 次 数 


同样 一 个 计算 问题 ,如 果 能 减少 运算 次 数 ,不 仅 可 以 减少 计算 量 ,也 能 减少 
误差 积累 ,这 是 数值 计算 中 必须 遵守 的 原则 . 

例如 ,在 例 1.3,4 中 为 了 求 方程 2x* +y -15 =0 在 (2,3) 的 一 个 正 根 * "的 
近似 值 ,我 们 设计 三 种 算法 . 虽然 ,算法 2 和 算法 3 所 产生 的 迭代 序列 fx 都 收 
伍 到 *”=2.5, 但 是 ,算法 3 只 迭 代 了 4 次 ,jx 收敛 到 2.5, 且 相对 误差 和 绝对 
误差 分 别 达到 了 1.776 4x10- 和 4.4409x10- ,然而 ,算法 2 和 迭代 了 95%9 次 ， 
fx 才 收 敛 到 2.5, 且 相对 误差 和 绝对 误差 分 别 仅仅 达到 了 3. 187 7 x 10 一 和 
7.969 3 x10 "造成 上 述 结 果 的 原因 是 算法 2 比 算法 3 的 初始 误差 大 ,并 且 运 
算 次 数 多 , 舍 人 误差 的 积累 也 比较 大 . 


习题 1.4 





1. 求 数 x=45 x(v4+7-29 -2) 的 近似 值 . 

2 利用 四 位 数学 用 表 求 1 - cos 2?" 的 近似 值 , 要 求 至 少 有 2 位 有 效 数 字 . 

3. 请 在 16 位 十 进 制 数值 精度 计算 机 上 利用 软件 MATLAB 计算 下 面 的 两 个 数 *” = 
333 333 333 333 333 +0. 1 +0.3 和 7y* =33 333 333 333 333 333 +0.1 +0.3 ,并 将 计算 结果 与 
准确 值 比较 ,解释 计算 结果 . 

4. 利用 人 恒 等 变换 ,使 下 列表 达 式 的 计算 结果 比较 精确 . 


(1) jy -1vy>l (2)o2-1， (3)1-cosx 
和 各 Slim 世 


5. 设 yY=ljnx 当 x=a(a>0) 时 ,如 果 已 知 对 数 In e 的 绝对 误差 限 为 x 10…, 试 估计 


真 数 e 的 相对 误差 限 及 有 效 数字 位 数 . 

6 指出 下 列 各 题 的 合理 计算 途径 (对 给 出 具体 数据 的 ,请 算出 结果 ) ; 

(1) E -cos 1" (三角 函数 值 取 四 位 有 效 数 字 ); (2) ln(30 - V507-1D); 

(3) 二 ex (其 中 1z1 充 分 小 ); (4) xi 

Sln 交 - 

7. 设 初始 数据 *” ,7 "是 相互 独立 的 自 变量 ,*,7 是 ** ,y* 的 近似 值 , 它 们 的 绝对 误差 分 
别 为 。 (z) =x” -zx,e" (y) =yY”-y, 且 绝对 值 都 很 小 . 证 明 x,y 进行 加 \ 减 \ 乘 . 除 运算 时 , 初 
始 数据 的 误差 估计 和 计算 结果 中 产生 的 误差 之 间 满 足 关 系 式 (1. 18) (1 19) (1. 22)、 
(1.23) (1.26) 和 (1.27). 


1.5 向 量 和 和 窍 阵 的 范 数 


在 研究 方程 组 近似 解 的 误差 估计 和 和 途 代 法 收 委 性 的 过 程 中 ,需要 对 向 量 和 
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和 矩阵 的 “大 小 "加 以 度量 ,向 量 范 数 和 和 抢 阵 范 数 正 是 这 种 度量 指标 ,在 数值 分 析 
中 起 着 重要 作用 . 


1.5.1 向 量 范 数 与 MATLAB 命令 
在 3 维 空间 中 ,将 向 量 zx = (zi ,zs) 7 的 长 度 记 作 | zx | ,通常 用 1z1 = 
( 立 字 六 来 定义 , 它 具 有 如 下 明显 的 性 质 : 


(CD 1 zl >0, 且 仅 当 *=0( 即 w =z=x=0) 时 才 有 1z1 =0 成 立 ; 

(2) 对 于 任何 实数 w 有 1 axl =lal 1 xl; 

(3) 对 任意 两 个 3 维 向 量 z,?,1z+y1 < zl + 1 71 ( 即 三 角形 两 边 之 
.和 不 小 于 第 三 边 ) 

z 的 长 度 还 可 以 用 其 他 指标 来 度量 ,比如 定义 为 上 xz | = max 1x;1, 更 容易 
计算 . 不 难 验证 , 它 也 具有 上 面 给 出 的 性 质 ， 

将 3 维 空间 中 的 这 些 度量 向 量 长 度 的 指标 推广 到 ” 维 ( 实 ) 向 量 空间 R" ,并 
且 用 指标 应 满足 的 性 质 作为 定义 ,就 得 到 : 

定义 1.5 设 *eR", 若 存在 实 函数 NMz) = 1|z | 满足 

(GD) lz il >0, 且 仅 当 z =0( 指 零 向 量 ) 时 | xz =0 (正定 性 ); 

(2) YasR, laxl =lcl |z1 ( 齐 次 性 ); 

(3) YyeR" ,1z+y1 <1zl +171 (三 角 不 等 式 )， 
则 称 1 xz | 为 向 量 * 的 范 数 (或 模 )- 

定义 16 记 z= (zoomva)eR", 则 定义 如 下 : 


(1) p 范 数 1zl， =(>1ml9) (sp<o)i (1.28) 
(2) 2 范 数 1zl = (了 (1.29) 
(3) 1 范 数 1zl = 之 1xls (1.30) 
(4) m 范 数 1 xz。= max 1xi1j (1.31) 
(5) -o 范 数 zl 。 = mmin 1x,;| ， (1. 32) 


并 且 可 以 验证 它们 都 满足 定义 1.5 中 的 条 件 , 所 以 这 种 定义 是 合理 的 . 另外 ,我 
们 不 难看 出 , | xi: 和 1x 1 ， 分别 是 1 xz ,的 特例 . 

一 个 向 量 的 不 同 范 数 虽 然 通常 数值 不 同 ,但 存在 着 如 下 的 等 价 关系 : 

定理 二 4( 向 量 范 数 等 价 性 ) 设 1zl。,|xlls 为 任意 两 种 范 数 , 则 存在 常 
数 cj,ey >0 使 


cxzllses1zlassc1zxzle。 
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对 任意 xseR' 成 立 . 
由 范 数 的 定义 和 等 价 性 ,立即 得 到 向 量 序列 1z…1(E=1,2,…) 的 收敛 性 : 
定理 1.5 limx ”=x-” 的 充 要 条 件 是 lim | xz -zx "| =0, 其 中 小， | 表示 
任何 一 种 范 数 . 
向 量 范 数 的 MATLAB 命令 及 功能 列 人 表 1 -5: 
表 1-5 向 量 范 数 的 MATLAB 命令 及 功能 





MATLAB 命令 
输入 互 为 向 量 ,输出 为 下 的 疡 范 数 


1 三 P < o 










XP =norm (X,P) sum(abs(X).P)* (1ZP) 








X2 =mnorrm(X) 
sum(abs(X) .2) (17Z2) 输入 无 为 向 量 ,输出 为 天 的 2 范 数 
或 X2 = norm(X,2) 








X1 =norm(X,1L) sum(abs(X) ) 输入 不 为 向 量 ,输出 为 下 的 1 范 数 
输入 互 为 向 量 ,输出 为 下 的 = 范 数 


输入 马 为 向 量 , 输 出 为 下 的 -= 范 数 





Xw =norm(X，inf) max(abs(X) ) 

















Xftw =norm(X， 一 :inft) min(abs(X) ) 





例 1.5.1 用 MATLAB 求 下 列 向 量 的 2 范 数 1 范 数 、o 范 数 .5 范 数 、- om 
范 数 : 

05590350.06.453 三 芭 )5 

解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 列 程序 


3 三 [下 和 下 区 2 三 汪 辣 0 双 放 区 放 丰 全 浊 7 匡 三 下 疝 2 


Xw = norm(X,inf)，Xftw = norm (X，- :inf)，X5 = norm(X,5) 
运行 后 输出 如 下 结果 
X2 =3.87298334620742,X1 = 了 7.00000000000000 ， 
Xw =3,Xftw =1,X5 =3.07961164958130 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 列 程序 
[三 .50D06.457 三 于] 32 二 GOD 2 三 -GESNRCY 2 
现在 
YEw 三 GE 一 3 5 二 OHRCE 7 
运行 后 输出 如 下 结果 
Y2 =1.004502543550787e+002,Y1 =1.465600000000000e +002， 
Yw=89,Yftw =0.06000000000000,Y5 =89 .58135858955995 . 


1.5.2 和 矩阵 范 数 与 MATLAB 命令 
用 R”“ 表 示 xz 矩阵 的 集合 ,将 向 量 范 数 的 概念 推广 到 矩阵 有 下 面 的 
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定义 . 
定义 17 设 4sR, 若 存在 实 函数 W(4) = 141 满足 : 
(1) 141 关 0, 当 且 仅 当 4 =0 ( 指 零 矩阵 ) 时 141 =0; 
(2) YaeER,ia41 =lal， 1 41 
(3) VY 吾 <R ,14+ 吾 计 和 1 4 + 十 吾 上 ; 
《4) VBeR ,| 481<14， 11， 

则 称 | 4 | 为 矩阵 4 的 范 数 . 


记 4 = (ay)。。, 不 难 验证 作为 上 z 1 ,= ( 六 忆 ) ”的 简单 推广 , 141 = 


(了 亲 四 ) 就 是 一 种 符合 上 述 定义 的 矩阵 范 数 ， 


定义 18 设 4=(ay)。。， 则 


141= (并 并 号 ”“ 
称 ‖ 41 ,为 矩阵 4 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 ( Frobenius) 范 数 . 
由 于 矩阵 和 向 量 常常 一 起 出 现在 数值 分 析 和 计算 中 ,所 以 希望 能 引进 一 种 
既 符 合 定义 1.7, 又 与 向 量 范 数 相 联系 的 矩阵 范 数 
定义 1.9 如 果 对 于 xeR",4<R… ,有 
14zlsl41 zl (1.33) 
则 称 (1. 33 ) 式 为 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 的 相 容 性 条 件 . 
定义 1.10 对 于 reR',4sR' 和 一 种 向 量 范 数 | .| , 称 


4x 1 
ea E 


172 


(1.34) 


为 矩阵 4 的 算 子 范 数 . 
可 以 验证 算 子 范 数 (1.34) 符 合 定义 1.7, 并 满足 相 容 性 条 件 (1. 33 ). 
显然 , 算 子 范 数 1 4 1 依 于 (1.34) 式 中 向 量 范 数 的 具体 例 义 . 与 向 量 的 2 范 
数 、1 范 数 .o 范 数 ( 即 (1.29) 一 (1.31) 式 ) 相 对 应 ,有 
定理 1.6 对 于 xeR",4ER" ,矩阵 的 算 子 范 数 为 


(1) 2 范 数 141，=vA (44)， (1.35) 
其 中 As(4'4) 表 示 4.4 的 最 大 特征 值 ; 

(2) 1 范 数 141 =max> 1 ol (1.36) 

(3) om 范 数 141. =maxY 1 1 (1.37) 


(证 明 略 ) 
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定义 1.11 记 和 矩阵 4esR" 的 特征 值 为 A,,A;,…，,A,, 称 
p(4) = max 1Ai| (1.38) 
为 4ER 的 谱 半 径 . 
谱 半 径 与 算 子 范 数 的 关系 由 如 下 定理 给 出 . 
定理 1.7 对 于 4ER ,有 
p(4) < 外 41 ， (1.39) 
这 里 1 4 | 是 任何 一 种 矩阵 范 数 . 
矩阵 范 数 的 MATLAB 命令 列 人 表 1 -6: 
表 1-6 和 矩阵 范 数 的 MATLAB 命令 


等 价 的 命令 | 


max(svd(X) ) 











X2 =norm(X) 


输入 不 为 向 量 或 矩阵 ,输出 
或 X2 = norm(X,2) 


为 下 的 2 范 数 











输入 天 为 向 量 或 矩阵 ,输出 
X1L =norm(X,I) max(sum(abs(X) )) 
为 下 的 1 范 数 
输入 天 为 向 量 或 矩阵 ,输出 
Xw =Dnorm(X，inf) max(sum(abs(X ))) 
为 下 的 = 范 数 








让 输入 互 为 矩阵 ,输出 为 下 的 
XfE =norm (X，fro) |sqrt(sum(aiag(X *X) )) 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 
= 避 ， 4 








(1) 输入 天 为 向 量 ,1 和 < om ,输出 为 筷 的 疡 范 数 
(2) 输入 天 为 矩阵 ,=1,2,inf 或 fro ,输出 为 式 的 忆 范 数 


XP = norm(X,P) 








XpPJj = max(eig(X) ) 输入 天 为 矩阵 ,输出 为 互 的 谱 半 径 





例 1.5.2 用 MATLAB 求 矩 阵 4 的 2 范 数 ,1 范 数 ,om 范 数 . 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
范 数 . 谱 半径 ,其 中 

1 光 3 十 

1 -2 -3 一 4 
| 二， 避 芭 505 

入 7 8 9 
解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 列 程序 

3 三 证 本 

R2 = norm(RA)，RA2 = norm(A,2)，RA1L = norm(RA,1)， 


ARAw= norm(A,inf)，RAE ='Dnorm (ARA，fro)，RApj = max(eig(RA) ) 


运行 后 输出 如 下 结果 


28 第 一 章 ， 误 差 与 范 数 


ARA2 = 16.46351538590879,A2 =16.46351538590879 ， 
AlL =17.50000000000000,Aw=29， 
ARAE =16.71496335622666,ApP]j =9.22195075784883 . 


1.5.3 条 件数 与 误差 估计 及 其 MATLAB 命令 


定义 1.12 设 4sR"“ 可 道 ,对 于 4 的 任意 一 种 算 子 范 数 1 4 | , 称 
cond(4) = 41 4 (1.40) 

为 矩阵 4 的 条 件数 . 对 于 14 12:,141 ,141 ,相应 的 有 cond:(4) ,cond (4)， 
cond. (4) 

定理 18 条 件数 有 如 下 性质 : 

(1) cond(4) 三 1; 

(2) 对 于 aw( 关 0) <sR,cond(a4) =cond(4); 

(3) 对 于 正 交 和 矩阵 QOsR,cond(0O4) =cond(4C@) =cond(4). 

对 于 方程 组 4hxz =2, 当 有 误差 88 (4 不 变 ) 或 4 有 误差 84(2 不 变 ) 时 , 解 
xz 相应 的 有 误差 Sx ,其 大 小 可 由 下 式 估计 








1 szl _ 1 s5 1 
一 一 一 -<cond(4) (1.41) 
xz 12 1 
lszl 1 84 1 
一 < d(4 1. 42 
TEST 条 下 可 


所 以 矩阵 的 条 件数 可 视 为 矩阵 病态 程度 的 一 种 度量 ,条 件数 越 大 ,病态 越 严 重 ， 
引起 方程 组 解 的 误差 可 能 越 大 . 

条 件数 的 MATLAB 命令 列 人 表 1 -7: 
表 1-7 条 件数 的 MATLAB 命令 










XG2: 三 ,cona (XI) 
或 Xc2 = cond (X,2) 


输入 天 为 矩阵 ,输出 为 下 的 2 范 数 的 条 件数 

















1 = (区 江 ] 输入 大 为 矩阵 ,输出 为 天 的 1 范 数 的 条 件数 

KE 三 EOia 《区 int) 输入 为 矩阵 ,输出 为 X 的 w 范 数 的 条 件数 

xcf - cona (x,'fro) | 输入 于 为 矩阵 ,输出 为 藉 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 条 件数 
xcp - cona(x,P) 。 | 。 输入 大 为 矩阵 , 输 册 为 大 的 条 件数 ,其 中 =1,2,inf, 或 Yo 














输入 天 为 矩阵 ,输出 为 下 的 1 范 数 的 条 件数 倒数 的 佑 计 


Xcr =zconda(X) 值 . 如 果 互 条 件 很 好 ,rcond(X) 在 1.0 附近 ;如 果 瑟 条 件 不 好 ， 
rcond( 忆 ) 在 EPS 附近 
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更 多 的 信息 请 看 COND ，CONDEST ，NORMEST . 
help ss orm.m， help 1Itinormn.m， help fraq 人 ornm， 
例 1.5.3 用 MATLAB 求 矩 阵 4 的 2 范 数 条 件数 1 范 数 条 件数 、o 范 数 条 
件数 . 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 条 件数 .条 件数 倒数 的 估计 值 ,其 中 
11 2 3 4 
7 -2 -3 -4 
|o.1 02 0.3 0.5| 
5 7 8 9 
解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 列 程序 
>> RAR=[11,2,3,437，-2,-3,，-4;0.1,0.2,0.3,0.535,7,8,9]; 
Ac2 = cond (A)，RAc2 = cona (ARA,2)，RAcl = cond (RAR,1) ， 
Acw= cond (A,inf)，Acf = cond (A, fro)，Rcr =rcond (AR) 
运行 后 输出 如 下 结果 
Ac2 =4.404563972867626e +002,Acl =9.239999999999991e +002， 


Acw=6.901999999999993e +002 ,Acf =5.225127575476023e +002 ， 
Acr =0.00108225108225 





10 7 8 7 
、 736 5|、 ， 、 
例 1.5.4 设 4 = 8 io 9 , 当 六 =(32,23,33,31)7 有 微小 误差 
7 5 9 10 
3 = (0.1, -0.1,0.1, -0.1) 时 ,估计 方程 组 4hxr = 解 的 变化 . 
解 取 2 范 数 和 2 条 件数 ,用 MATLAB 得 到 和 :0.003 3 ,cond,(4) ~ 


3 000 ,由 (1.41) 式 估计 人 :<10, 即 (相对 ) 误 差 放大 了 约 3 000 们 . 


实际 上 用 MATLAB 也 容易 得 到 





1 szil， 


XY=(1,1,1,1) "YY+8xy=(9.2, -12.6,4.5, -2.1)7， [ET 
2 


可 见 估计 相差 不 远 . 


83， 





习题 1.5S 
I107 8 7 
， 7 5 6 5 ， 
1. 设 4= , 当 5 = (32,23,33,31)7 有 微小 误差 85 = (0.1, -0. 1,0.1， 
8 6 10 9 
7 5 9 10 
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-0.1) 时 ,估计 方程 组 hx = 解 的 变化 . 
2. 用 MATLAB 求 矩 阵 4 的 2 范 数 条 件数 .1 范 数 条 件数 .we 范 数 条 件数 、 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
范 数 条 件数 .条 件数 倒数 的 估计 值 , 其 中 
10 2 3 4 
15 -2 -3 -4 
6 0.2 0.3 0.5 | 
5 7 8 9 
3. 用 MATLAB 求 第 2 题 中 矩阵 4 的 2 范 数 1 范 数 .w 范 数 . 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 、 谱 
半径 . 
4. 用 MATLAB 求 下 列 向 量 的 2 范 数 、1 范 数 、o 范 数 .5 范 数 、- m 范 数 : 
(1)X=(1, -1,2,5);，(2) 了 = (-0.4,89,0.06,45,， -12)7. 
5. 线性 方程 组 求解 与 性 态 讨论 . 
求 4r = 的 解 向 量 x, 其 中 


I107 8 7 32 
7 5 6 5 23 
4 = ， 厂 = 
8 6 10 9 33 
7 5 10 9 31 


然后 把 刁 扰 动 为 上 = (32. 01,22. 99 ,33. 01 ,30. 99)7 ,再 求解 4 =5.， 计算 1 zz -zlZzlzl( 使 
用 ! 范 数 或 “ 范 数 ) ,讨论 方程 组 性 态 . 








本 章 主要 介绍 方程 根 的 有 关 概 念 , 求 方程 根 的 步骤 ,确定 根 的 初始 近似 值 的 
方法 ( 作 图 法 ,逐步 搜索 法 等 ) , 求 根 的 方法 (二 分 法 ,迭代 法 ,牛顿 法 , 割 线 法 , 米 
勤 (Miiller) 法 和 和 迭代 法 的 加 速 等 ) 及 其 MATLAB 程序 ,求解 非 线 性 方程 组 的 方 
法 及 其 MATLAB 程序 . 


2.1 求 方程 (组 ) 的 根 及 其 MATLAB 命令 


2.1.1 方程 的 概念 


在 科学 和 工程 技术 计算 中 的 许多 问题 常 归结 为 求解 方程 
zx) =0， (2. 1) 
当 函 数 PKx) 是 一 次 多 项 式 时 , 称 方程 (2. 1) 为 线性 方程 ; 若 方程 (2. 1) 中 包含 三 
角 函 数 .指数 函数 等 超越 函数 (如 sin xy,e",lnx 等) 时 , 则 称 方程 (2. 1) 为 超越 方 
程 . 它 与 m”( >2) 次 代数 方程 一 起 统称 非 线性 方程 . 如 果 有 ”使 得 扎 *  ) =0, 则 
称 x * 为 方程 (2. 1) 的 根 , 或 称 为 Kx) 的 零点 . 设 有 正 整数 mm 使 得 
JUxz) =(z -2x ) SCx) 
且 g(x* ) 关 0, 则 当 关 2 时 , 称 * 为 方程 (2.1) 的 普 重 根 ; 当 =1 时 , 称 * 为 
方程 (2. 1) 的 单 根 . 
关于 次 代数 方程 
aox" +ax + + x+an=0， (2.2) 
当 m<4 时 ,有 求 根 公 式 . 当 m”>4 时 ,方程 就 没有 现成 的 求 根 公式 了 . 但 是 由 数学 
基本 定理 知 ,mn 次 代数 方程 一 定 有 个 根 , 包 括 复 根 ， 当然 重 根 应 按 重 数 计算 根 
的 个 数 . 对 于 超越 方程 不 仅 没有 一 般 的 求 根 公式 ,而 且 若 只 依据 方程 本 身 , 那 么 
连 有 没有 根 . 有 几 个 根 也 难以 判断 . 然而 ,在 实际 应 用 问题 中 ,不 一 定 要 求 得 到 根 
的 解析 式 , 只 要 求 获得 具有 一 定 精 确 程度 的 近似 值 ( 即 数值 解 ) 就 可 以 了 . 求解 
非 线 性 方程 的 数值 解 一 般 可 分 如 下 三 步 进 行 : 
1. 判断 根 的 存在 性 ， 即 方程 有 没有 根 ? 如 果 有 根 , 有 几 个 根 ? 
2， 确定 根 的 近似 位 置 . 即 求 出 根 所 在 的 区 间或 确定 根 的 初始 近似 值 . 
3， 根 的 精确 化 . 即 按 某 种 方法 将 初始 近似 值 逐 步 精 确 化 ,直到 满足 所 要 求 
的 精确 度 . 
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2.1.2 求解 方程 (组 ) 的 solve 命令 


求 方程 Xx) =q(Cx) 的 根 可 以 用 MATLAB 命令 
>> x = solve( 方程 f(x) =q(x)'," 待 求 符号 变量 x ') 
求 方程 组 六 zz) =gi(zz) (=1,2,…,a) 的 根 可 以 用 MATLAB 
命令 


>> E1 = Sym( 方程 fl1(xl,...,xzn) =ql(xl,...,xn) )i 


En = sym( 方程 fn(xt,...,xn) =aqan(xl,...,xn))i 
[xl1,x2，,...,xn] =solve(E1,EB2，,...,En，xl,...,xn) 
例 2.1.1 解 方程 8x? +172“ -3x = -1. 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 命令 


>> X=Solve(" 8*+X9+17*x3 -3#kX= -17) 
则 运行 后 输出 此 方程 的 根 为 
芭 = 


[ - .95778266908844934303923445046258 - .59070709534579563538068568150441 * 站] 

[ - .95778266908844934303923445046258 + .59070709534579563538068568150441 * i] 

[ - .53275697173102083274354955617700 ] 

[ - .62165529622636773563391338820961e -2 -1.1576656136411973167991239807601 * ] 

[ - .62165529622636773563391338820961e -2 +1.1576656136411973167991239807601 * 1 

[ .26762926822201693804563287259316 - .19580612317589362415618068133297 * 工 ] 
[ .26762926822201693804563287259316 + .19580612317589362415618068133297 * 于 | 
[ .96274843969420649872171548984002 - .57475793354361098651731421962321 * 
[ .96274843969420649872171548984002 + .57475793354361098651731421962321* 了 II] 


例 2.1.2 解 下 列 方程 ,并 且 求 根 的 近似 值 , 要 求 精度 为 10 ”. 
(1) sin(cos(2z) ) =0; (2) asin(cos 4) +Stan(a +3) =0; 
(3) asin(cos x) +ptana=0. 


解 ”只 需 在 MATLAB 工作 窗口 输入 命令 


>> xl =Solve('sin(cos(2*xx*3))=0'，Xx)7) 


al =Solve(' ayrsin(cos(4)) +5*#tan(at+3) =0'，a 
x2 =Solve(' ay Sin(cos(x)) +by tan(a) =0 7"，XxX'" 
则 运行 后 输出 三 个 方程 的 根 如 下 
XL = 
[ 1/2*2^(1Z3)*Ppic(17Z3)] 


[ -174*2*(17Z3)*pi(1Z3) +14+iy3(1Z2)*2*(1Z3)*pi(1Z3)] 
[ -17《v4*2*(1Z3)*pi*(1Z3) -17《4*ir3*(172)*2*(173)*pi(1Z3)] 


己 = 
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-3.3911693397183601737264718371364 
X2 = 
pi-acos(asin(tan(a)*bva)) 
若 想 求 精度 为 10 “的 根 的 近似 值 , 首 先 需 要 选中 MATLAB 工作 窗口 中 的 
下 拉 菜 单 File 的 子 菜单 Preferences , 单 击 鼠标 左 键 ,在 General 对 话 框 的 Double 
Formal 中 选 long; 然 后 ,在 MATLAB 工作 窗口 依次 输入 程序 
>>XxL= 1Z2*x2” (173)*pi(1Z3)， 
xX2= -1A4*y2”(17Z3)*pi (1Z3)+1ZA4*+ixy3 人 (17Z2)*2(1Z3) 汪 Di 人 (1 3)， 
Xx3 = -17A4+2”(173)*pi(1Z3) -1Z4*#Iy3(1Z2)*2(1Z3)*pi(173) 
运行 后 即 可 得 到 近似 值 
X1l1 =0.92263507432201 
Xx2 = -0.46131753716101 + 0.79902541278541i 
xX3 = -0.46131753716101 -~ 0 .71739025412785411i 
MATLAB 系统 本 来 只 能 做 数值 计算 ,并 没有 符号 运算 的 功能 ,符号 运算 工具 
箱 (Symbolic Math Toolbox ) 则 扩充 了 MATLAB 这 方面 的 功能 , 它 是 由 Maple 软件 
的 核心 来 完成 的 .用 solve 命令 求 方程 的 根 的 方法 有 一 个 缺点 , 它 不 能 求 出 周期 
函数 A*) 对 应 的 方程 FIx) =0 的 全 部 根 ( 如 sn x=0, 用 命令 >>x= solve 
(sin(x) =0 ) ,运行 后 输出 一 个 根 x = 0). 
例 2.1.3 解 超越 方程 组 | - ， 
YY 二 Y =1. 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 命令 
>> E1 =Sym(' xx-4=07);E2=sym( 2*xXxyy+Xx=17)3 
[x,y] =solve(E1,E2) 
x1 = double (x),yl = aoupble (y) 
则 运行 后 输出 超越 方程 组 精确 解 x,y 和 近似 解 x ,四 如 下 
X=1log(4)/1Lambertw(1og(4)) 
YyY=-1I-2*(1og(4) -lambertw(1og(4))) Log(4) 
XL =2 
v1L = -0.2500 


网 


例 2.1.4 解 非 线性 方程 组 | 他 
(xz +y) 一 z= 忆 ， 
XU 二 yz 三 4. 
解 ”在 MATLAB 命令 窗口 输入 命令 
>>E1I =Sym( X+y+Z=u')iE2=Ssym('2+*X+kZ-yku= -1 ); 


BE3 =Ssym( (x+y) 2 -z=u')i 
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E4 = sym('x*u+yykzZ =4));， [xiy,z,u]l =solve(E1,E2,E3,E4)， 
xl = double (x),yl = daouble (y), z1 = daouble (z),，ul = double (ul) 
则 运行 后 输出 方程 组 精确 解 4*,y,z,&( 略 ) 和 近似 解 思 ,7 2 2 如 下 
XL = 
3 .00000000000000 
0.09943200266874 和 
-1.77193822355659 + 0.461096155097981 
-1.77193822355659 -0.461096155097981 
YI = 
T 夺 .00000000000000 
23 .60367144267526 
0.25371983421793 -0.424746109113161 
0 .25371983421793 +0.424746109113161 
Z1 = 
1.00000000000000 
-23 .43369830490221 
-1.00537306977112 - 1.407521829283831i 
-1.00537306977112 + 1.40752182928383i 
U1 = 
1.00000000000000 
-0.07054113510432 
-1.02028498800340 +2.29336409349498i 
-1.02028498800340 -2.293364093494981 


一 + =0， 
例 2.1.5 解 非 线 性 方程 组 _ 

YyY+%=1l， 

2 上 +Sz=9. 


解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 命令 


>> [x,y,z] =solve('(x*2)/z+y2 =0 "， 


下 


x+y =1'05z*2+592z2 -90) 
xl1 = double (x), yl = double (y)，z1 = qdqouble (z) 
则 运行 后 输出 非 线性 方程 组 精确 解 *,y,z 和 近似 解 xz ,yz ( 略 ). 
入 +4xy+z=0， 
例 2.1.6 解 非 线性 方程 组 (3yz +x =3， 
2 +5sin z-y=0. 
解 ”在 MATLAB 命令 窗口 输入 命令 


>> [x,y,z] =solve('X?2 +4*XkYy+Z=0 


，"X+3yZ =3 "， "zc2+5 
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让 Sin(Czh) 二 Y=07) 


则 运行 后 输出 非 线性 方程 组 精确 解 x,y,z 和 近似 解 x ,y ,zi ( 略 ). 
2.1.3 求解 多 项 式 方 程 (组 ) 的 zxoots 命令 


如 果 拟 x) 为 多 项 式 , 则 可 分 别 用 如 下 命令 求 方程 所 xz) =0 的 根 ,或 求 导数 
J (xzx)( 见 表 2 -1)， 
表 2-1 求解 多 项 式 方程 (组 ) 的 roots 命令 


输入 多 项 式 所 *) 的 系数 万 ( 按 降 寡 排列 ) ,运行 
为 所 zx) =0 的 全 部 根 . 

输入 多 项 式 所 zx) 的 系数 锯 ( 按 降 需 排列 ) ,运行 后 输出 吃 
为 多 项 式 拟 x) 的 导数 /(x) 的 系数 . 

输入 多 项 式 拟 x) 的 导数 广 (*) 的 系数 吃 ( 按 降 才 排列 ) ， 
运行 后 输出 咏 为 多 项 式 拟 x) 的 导数 . 广 (x). 


















后 输出 zk 


Xxk =Ioots(fa) 








dfa=polvyder(fa) 





Qftx =pPoly2sym(dfa) 


例 2.1.7 解 方程 8x" +17x -3x = -1, 并 且 求 Kx) =8x"* +17x -3x+1l 的 
导数 . 
解 (1) 首先 将 已 知 方程 化 为 8x” +17x* -3x+1=0, 在 MATLAB 工作 窗口 
输入 命令 
>>fEa=[8,0;0;,0;0;,0,17;,0，=-3 氏 ];XKk=IootS( 丰 ) 
运行 后 可 得 全 部 根 ( 略 ). 
(2) 如 果 再 求 Kx) =8x? +17x3 -3x +1 的 导数 ,只 要 在 MATLAB 工作 窗口 
输入 程序 
>>fa=[8,0,0,0,0,0,17,0, -3,1]; afta =polyder(fa) 
运行 后 屏幕 显示 多 项 式 几 x) 的 导数 的 系数 如 下 
dfa = 72 人 二 
如 果 再 输入 命令 
>> dfx =poly2sym(dfa) 
运行 后 屏幕 显示 多 项 式 AFx) 的 导数 如 下 
QGftx =72*X`8 +51*X 2 一 3 
即 (>) =72x" +Sl1x? - 3. 
这 两 类 求 方程 的 根 的 方法 都 有 缺点 ,其 中 MATLAB 命令 roots(fa) 只 能 
求 Kx) 为 多 项 式 时 方程 凡 x) =0 的 根 , 而 命令 solve( 方程 ) 不 能 求 出 周期 函 
数 Ax ) 对 应 的 方程 Kx) =0 的 全 部 根 , 所 以 ,我 们 下 面 介 绍 求 方程 根 的 近似 值 的 
方法 . 
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2.1.4 求解 方程 (组 ) 的 fsolve 命令 


如 果 非 线性 方程 (组 ) 是 多 项 式 形 式 , 求 这 样 方程 (组 ) 的 数值 解 可 以 直接 调 
用 上 面 已 经 介绍 过 的 roots 命令 .如 果 非 线性 方程 (组 ) 是 含有 超越 函数 , 则 无 
法 使 用 roots 命令 ,需要 调用 MATLAB 系统 中 提供 的 另 一 个 程序 fsolve 来 
求解 .当然 ,程序 fsolve 也 可 以 用 于 多 项 式 方程 (组 ) ,但 是 它 的 计算 量 明显 比 
roots 命令 的 大 . 
fsolve 命令 使 用 最 小 二 乘法 (least squares method ) 解 非 线 性 方程 (组 ) 
， 严 ( 古 ) = 
的 数值 解 ,其 中 互 和 屎 (下 ) 可 以 是 向 量 或 矩阵 . 此 种 方法 需要 尝试 着 输入 解 下 的 
初始 值 ( 向 量 或 矩阵 ) 导 ,即使 程序 中 的 迭代 序列 收敛 ,也 不 一 定 收敛 到 严 ( 下 ) = 
0 的 根 ( 见 例 2.1.8). 
ftsolve 的 调用 格式 :X=fsolve(PF,X0) 
输入 函数 F(xz) 的 M 文 件 名 和 解 互 的 初始 值 ( 向 量 或 矩阵 )E ,尝试 着 解 方 
程 (组 )F(XE) =0, 运 行 后 输出 R(XE) =9 解 的 估计 值 (向 量 或 矩阵 ) 无 . 
要 了 解 更 多 的 调用 格式 和 功能 请 输入 :help fsolve ,查看 说 明 . 
例 2.1.8 求 方 程 8x" +172 -3x = -1 的 一 个 实 根 . 
解 (1) 首先 将 已 知 方程 化 为 8x* +17x -3x +1=0, 然 后 在 MATLAB 编辑 
窗口 建立 函数 子 程序 ,并 取 名 为 Funl .m 保存 , 即 
functionF =Fun1l(xy) 
FF=8kX9+17#kX 3 -3kX+1; 
(2) 如 果 取 初始 值 = -0.5, 在 MATLAB 工作 窗口 输入 命令 
>> X0 = -0.5;X=fsolve('Funl ',X0),F=Funl(X) 
运行 后 可 得 方程 8*" + 17x -3x = -1 的 一 个 实 根 为 
Optimization terminated Successful1lLy: 
First -order optimality is less than options .TolPFun . 
X =- -0.53275697320556 旬 初 始点 附近 的 一 个 实 根 
F = -1.760984380538844e -008 % 了 是 函数 了 在 实 根 X 处 的 函数 值 , 以 此 反 
映 根 X 是 否 满足 方程 的 情况 . 
将 这 个 实 根 丰 = -0.532 756 973 205 56 与 例 2.1.1 的 结果 % = 
-0. $32 756 971 731 02 比较 ,精确 到 小 数 点 后 8 位 .， ， 
(3) 如 果 取 初始 值 gg =2.5, 在 MATLAB 工作 窗口 输入 命令 
>> X0 =2.5;X=fsolve('Funl ',X0)，F'=Funl(X) 
运行 后 屏幕 显示 运行 结果 如 下 
Optimizer appears to be convergingto aminimumthat is not aaroot : 


Sum of sauares of the function values is > Sqrt(options .TolFun) . 
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Try again with anew starting point . 
X =0.24250078639990 
已 =0.51495196602749 
程序 提示 最 优化 程序 显现 收敛 与 最 小 值 ,但 不 是 此 方程 的 根 ,建议 再 输入 新 的 初 
始 值 卫 ,. 
和 刀 - 刀 =0， 
例 2.1.9 求 方程 组 | 的 一 个 实 根 . 
e YyY=0 
解 (1) 首先 在 MATLAB 编辑 窗口 建立 函数 子 程序 ,然后 取 名 为 Fun2 .mn 
并 保存 , 即 
functionEF =Fun2(X) 
Xx=X(1)3Y=X2);F(I)=x"3 -Y"23F(2) =exp(-x) -yi 
(2) 如 果 取 初始 值 向 量 z。 = (1,1) ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 命令 
>> X0 =[1,11;X=ftsolve('"Fun2 ',X0),，F=Eun2(X) 
运行 后 屏幕 显示 运行 结果 如 下 


Optimizationterminated successtu1l1ly: 


一 蕊 


First ~-ordaer optimality is 1ess than opPtions .TolEFun . 
X=0.64884423610894 0.52264945514596 
PE =1.0e-006 闲 

0.21955069023916 0.032079490064314 


程序 提示 :最 优化 成 功 地 结束 . 
x+y+z=6， 
例 2.1.10 求 方程 组 ,zx +yz + =8， 的 一 个 实 根 . 
e “+lg7y+z=2 
解 (1) 首先 在 MATLAB 编辑 窗口 建立 函数 子 程序 ,然后 取 名 为 Fun3 .mm 
并 保存 , 即 。 
， functionF =Fun3(X) 
X=X(1)3y=X2);z =X(3);F(1)=XxX+YyY+zZ-6; 
F(2)=X+yykz+ZzkX-8iF(3)=exp(-x)+1log(y)+z-2; 
(2) 如 果 取 初始 值 向 量 Ee = (1,1,1) ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 命令 
>> X0O =[1,1,1];X=fsolve('Fun3 ",X0)，F =Fun3(X) 
运行 后 屏幕 显示 如 下 
Optimizationtermninatedq successfully: 
Pirst -orqaer optimality is less than options .TolFun . 
X = 2.61316848511027 2 .28766514388267 1.09916637100706 
FEF=1.0e-012 
0 .00355271367880 -0.18829382497643 -0.08659739592076 


例 2.1.11 求 方程 sn 3x =0 的 两 三 个 实 根 . 
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解 〈1) 如 果 取 初始 值 K =(1,4) ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 命令 
>> fun = inline("sin(3:*X) ); ， 
X= fsolvel(fun,[1 4],optimset('Display ', off')),F=fun(X) 
运行 后 屏幕 显示 运行 结果 如 下 
X= 1.04719755119660 4.18879020478655 
FE= 1.0e-012 站 
-0.00032162452994 0.46136291952441 
(2) 如 果 取 初始 值 =(2,3,4) ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 命令 
>> Fun = inline(" sin(3*X) ); 
X = fsolve( Fun,[234],optimset('Display '，iter "))， 
F =Fun(X) 


运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 


Norm of First -ordqer Trust -region 


_ Func -count f(x) Step cptjimality radius 
七 IOD 
0 4 0.535825 1. 36 工 
工 8 0.00564029 0 .277607 0.208 工 
2 12 1.26072e -008 0 .025087 0.000336 1 
3 16 2.13971e -025 3.74273e -005 “1.38e -012 工 


Optirmizatrion rerminated SuccesSsful1ly : 

First -ordetr optimality is jess than options .TolEun -. 

X= 2.09439510239320 3.14159265358980 4.1887902047868S5 
FE= 1.0e-012 站 


0.00064324905987 -0.03338338590886 0.46136291952441 


习题 2.1 





1. 用 两 种 方法 解 方程 sin 5x + ecos 2x = -0.31. 如 何 一 次 求 出 此 方程 的 四 个 根 . 

2. 用 三 种 方法 解 方程 9x… -12xs + 和 ~-3x -12 =0. 

3. 用 MATLAB 方法 求 函 数 Kx) =9x -12x+ 季 -3x -12 的 导数 F(xz)， 
xzZ+y+z=6， 

4. 求 方程 组 ,4x -y+z=2, 的 一 个 实 根 ,初始 点 取 (2,2,2). 


妇 2+ 和 -了 =2 
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7sin x +2cos y=10x 


5. 求 方程 组 | "的 一 个 实 根 , 初 始点 取 (0.5,0.5)， 


7cos xs -2sin y =107 
6. 求 方程 zx-sinx-nx=l 的 两 个 实 根 ,初始 点 取 (0,2). 


2.2 搜索 根 的 方法 及 其 MATLAB 程序 


求解 非 线 性 方程 根 的 近似 值 时 ,首先 需要 判断 方程 有 没有 根 ? 如 果 有 根 , 有 
几 个 根 ? 如 果 有 根 , 需 要 搜索 根 所 在 的 区 间或 确定 根 的 初始 近似 值 (简称 初始 
值 ). 搜索 根 的 近似 位 置 的 常用 方法 有 三 种 : 作 图 法 、 逐 步 搜索 法 和 二 分 法 等 ,使 
用 这 些 方 法 的 前 提 是 高 等 数学 中 的 零点 定理 ， 

定理 2.1( 零 点 定理 ) 设 函 数 几 x) 在 闭 区 间 [ca, 忆 上 连续 , 且 Fa) .AD) 
<0, 那 么 在 开 区 间 (e,) 内 至 少 有 一 点 志 , 使 六 E) =0. 


2.2.1 作 图 法 及 其 MATLAB 程序 


作 图 法 就 是 作出 函数 y =7x) 的 粗略 图 形 ,观察 它 与 x 轴 的 交点 的 位 置 . 如 
果 根 的 计算 过 程 属于 一 个 非常 庞大 的 工程 ,那么 可 以 采用 作 图 法 . 通过 对 图 y = 
几 x) 进 行 观 察 ,并 根据 它 的 性 质 (四 凸 性 .单调 性 .斜率 . 振 划 性 、 极 值 和 拐点 等 ) 
可 以 做 出 重要 判断 . 更 重要 的 是 ,如 果 图 中 的 对 应 点 存在 ,它们 可 以 被 分 析 ,并 且 
可 以 用 来 决定 根 的 近似 值 的 位 置 . 这 些 近 似 值 可 以 作为 求 根 算法 的 初始 值 . 
作 枯 数 的 图 形 的 方法 很 多 ,如 用 计算 机 软件 的 图 形 功 能 画图 ,或 用 高 等 数学 
中 导数 应 用 作 图 ,或 用 初等 数学 的 函数 肆 加 法 作 图 等 . 下 面 介绍 两 种 作 图 程序 . 
作 函 数 7 = 态 x*) 在 区 间 [ec,!] 的 图 形 的 MATLAB 程序 一 
x=a:h:bi;i 和 % h 是 步 长 
Y=f(x); plLot(x,y) 
griaQ， gtext('y =E(x))) 
说 明 :(1) 此 程序 在 MATLAB 的 工作 区 输入 ,运行 后 即 可 出 现 函 数 y = 疙 zx) 
的 图 形 . 此 图 形 与 * 轴 交 点 的 横 坐 标 即 为 所 要 求 的 根 的 近似 值 . 
(2) 区 间 [c,2] 的 两 个 端点 的 臣 离 -ec 和 步 长 产 的 绝对 值 越 小 ,图 形 越 
精确 . 
作 范 数 y = 几 x) 在 区 间 [c,8j 上 的 图 形 的 MATLAB 程序 二 
将 y= 态 xz) 化 为 几 xz) =g(xz) ,其 中 心 x) 和 8g8(z) 是 两 个 相等 的 简单 画 数 
x=a:h:b;yyl =h(x);Y2 =g(x); 
P1loL(X，Y1L1，X，Y21) 
grid,gtext('" yl1 =h(x),y2 =g(x) ) 
说 明 :此 程序 在 MATLAB 的 工作 区 输入 ,运行 后 即 可 出 现 函 数 7, =A(x) 和 
》”% =g(x) 的 图 形 . 两 图 形 交 点 的 横 坐 标 即 为 所 要 求 的 根 的 近似 值 . 
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下 面 举 例 说 明 如 何 用 计算 机 软件 MATLAB 的 图 形 功能 作 图 . 
例 2.2.1 利用 作 图 法 判断 方程 2xsin x -3 =0 在 闭 区 间 [ -10,10] 上 有 几 
个 实 根 , 并 确定 实 根 的 近似 位 置 . 
解 方法 1 因为 函数 几 x) =2xsin x -3 是 偶 函 数 , 所 以 只 需 画 在 [0,10] 
上 的 图 形 即 可 ， 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 列 程序 
>>Xx=0:0.001:10;f=2.+x.*kSsin(x)-33pPlot(x,f) 
grid,， gtext('=2xsin(x) -3 ) 
运行 后 可 画 出 函数 .Fx) =2xsin x -3 的 图 像 , 见 图 2 -1(a). 因 为 在 闭 区 间 [0， 
10] 上 曲线 所 x) 与 x 轴 有 四 个 交点 , 即 方程 有 4 个 根 . 所 以 ,在 闭 区 间 [ -10,10] 
上 有 8 个 实 根 ,它们 的 近似 位 置 依次 为 1.5,+2.5,+6.5,+9.4. 
方法 2 将 方程 2xsin xy -3 =0 化 为 2sinxyx=3/x. 因 为 yi =2sinx,y, =37/x 
都 是 奇 函 数 , 所 以 只 需 画 在 [0,10] 上 的 图 形 即 可 . 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 列 程序 
>>Xx=0.8:0.001:10;yl1=2.*Ssin(x)3Y2 =3./X; 
Plot(x，y1l1,，x，y2)，grid 
gtext(" yl =2sin(x) 和 y2 =3/Zx 的 图 形 “") 
运行 后 可 画 出 函数 y =2sin x,y: =3/x 的 图 像 , 见 图 2 -1(b). 因 为 在 闭 区 间 
[0,10] 上 两 图 形 有 四 个 交点 ,它们 的 横 坐 标 即 为 所 要 求 的 根 的 近似 值 .所 以 ,在 
闭 区 间 [ -10,10] 上 有 8 个 实 根 , 它 们 的 近似 位 置 依次 为 上 1.5, 土 2.5, 土 6.5， 
土 9. 4. 
例 2.2.2 利用 作 图 法 判断 方程 42 -8x -26* +30 =0 是 否 有 实 根 ,并 确 
定 实 根 的 近似 位 置 . 
解 (1) 首 先 用 MATLAB 程序 作 函 数 y =4x: -8x' -26* +30 的 图 形 . 
根据 函数 的 性 质 , 取 x 的 范围 从 -50 000 到 30 000 ( 即 取 * 较 大 的 范围 ,以 
免 漏 掉 根 ) , 步 长 关 =10, 用 下 面 的 程序 
>>X= -50000:10:30000jy =4.*kX. 5 -8.*+X. 4 -26.:#X. 3 +303 
Plot(x,y)，grid,gtext("yY=4x”*5 -8x`4 -26X”3 +30 ) 
运行 后 可 画 出 函数 y =4* -8x -26x +30 的 图 像 , 即 图 2 -2(a). 
为 了 清楚 地 看 出 该 曲线 与 * 轴 的 交点 ,经 过 适当 调整 x 的 范围 , 取 * 从 -4 
到 4, 步 长 =0.1, 得 到 图 2-2(b). 
(2) 再 确定 根 的 个 数 和 范围 . 
从 图 2 -2(b) 中 的 曲线 与 x 轴 的 交点 可 以 看 出 ,在 图 形 所 表示 的 范围 内 ,该 
方程 有 3 个 实 根 ,一 个 根 为 1, 另 外 2 个 根 大 约 分 别 位 于 x = -1.91,3.71 附近 . 
如 果 我 们 要 得 到 含 根 的 更 精确 的 区 间 ,只 要 分 别 在 上 面 3 个 近似 根 附近 取 * 的 
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范围 , 画 出 图 形 即 可 : 例如 取 包 含 x =3.71 的 区 间 (3:7;3.75) ,=0.01,， 得 到 图 
2 -3. 从 图 2 -3 中 的 曲线 与 x 轴 的 交点 可 以 看 出 , 开 区 间 (3.710, 3.715) 内 有 
一 个 实 根 . 同 理 从 图 2 -4 可 看 出 ( -1.950，-1. 900) 内 有 一 个 实 根 . 





图 2-3 


从 例 2. 2. 2 可 见 , 求 解 过 程 必须 仔细 ,否则 会 丢 根 . 因为 利用 计算 机 绘制 函 
数 y=Fxz) 在 区 间 [a,b] 上 的 图 形 时 ,通常 将 [a, 妇 划分 为 +1 个 等 距 点 : 
让 三 0 信和 人 Wo 区 三 

并 计算 函数 值 wx =/(x). 然后 ,或 者 使 用 线段 ,或 者 利用 “ 拟 合 曲线 "在 连续 点 
(zy iD) 和 (xy) 之 间 进 行 绘图 ,其 中 上 =1,2,…,m. 必须 确保 有 足够 的 点 ， 
才能 保证 当 函 数 变化 时 曲线 对 应 的 方程 不 丢 根 . 如 果 y =/x) 连 续 , 且 两 个 邻接 
连续 点 (zy ,) 和 (过 ;为 ) 位 于 x 轴 的 两 侧 , 则 根据 零点 定理 ,在 开 区 间 
(xxzi) 内 至 少 有 一 个 根 ( 见 图 2 -3 和 图 2 -4). 但 如 果 在 开 区 间 (xk ,xx) 内 
有 一 个 或 多 个 靠 得 很 近 的 根 ,或 者 开 区 间 (x,，_,,x*) 与 [ea,b] 相 比 ,相对 很 小 ( 见 
图 2-2(a) 中 (0,1.2) ) ,而 且 两 个 邻接 连续 点 (办 ;7 ) 和 (xxyye) 位 于 zx 轴 的 
一 侧 或 与 * 轴 相 交 ( 见 图 2 -2(a) ) , 则 计算 机 产生 的 图 形 并 不 是 函数 y =/Cx) 
的 实际 图 形 的 真实 情况 ,这 时 应 该 采用 例 2. 2. 2 的 方法 ,结合 函数 y =F(x) 的 性 
质 和 图 像 ,适当 缩小 x 的 取 值 区 间 ,再 画 函数 y =F(x) 的 图 像 ( 见 图 2 -2(b) 至 图 
2 -4) ,进一步 研究 根 的 分 布 情况 . 
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y=4x58x4.26x44a0 
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图 2 一 4 
2.2.2 逐步 搜索 法 及 其 MATLAB 程序 


逐步 搜索 法 也 称 试 算法 . 它 是 求 方程 几 x) =0 根 的 近似 值 位 置 的 一 种 常用 
的 方法 . 逐步 搜索 法 依赖 于 寻找 连续 函数 ,f(x) 满足 /oa) 与 X(0) 异 号 的 区 间 
[ac ,0]. 一 旦 找到 区 间 ,无 论 区 间 多 大 ,通过 某 种 方法 总 会 找到 一 个 根 . 

(一 ) 逐步 搜索 法 确定 方程 几 x) =0 的 根 *` 的 范围 的 步骤 

步骤 1 取 含 凡 x) =0 根 的 区 间 [a,b], 即 拟 c) 7) <0; 


步骤 2 ”从 ua 开始 , 按 某 个 预定 的 步 长 及 (如 取 太 = 二 ,nm 为 正 整数 ) ,不 断 


必 
地 向 右 跨 步 ,每 跨 一 步 进行 一 次 搜索 , 即 检 查 节 点 刀 =a+ 矶 上 的 函数 /xx ) 值 
的 符号 , 若 Hz ,) .Ai) <0, 则 可 以 确定 一 个 有 根 区 间 [xi ix] 

步骤 3 继续 向 右 搜索 ,直到 找 出 [a,!] 上 的 全 部 有 根 区 间 [x-，,x:] (下 = 
订 用 

步 长 六 的 选取 要 根据 函数 几 x) 的 性 质 来 确定 . 一 般 的 说 ,对 振荡 剧烈 ,零点 
密集 的 函数 , 要 选 得 小 一 些 , 但 这 要 计算 较 多 的 函数 值 . 

例 2.2.3 ”用 逐次 搜索 法 确定 方程 2x3 +2x" -3x -3=0 根 的 范围 . 

解 设 Fz)=2xz +2x -3x-3. 

(1) 首先 用 MATLAB 程序 选取 有 根 区 间 [a,0]. 输入 程序 


二 和 市 
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运行 后 输出 数据 
x- -5 -4 -3 -2 -1 0 123 4 5 
y=-188 -87 -30 -5 0 -3 -2 15 60 145 282 
从 上 面 的 数据 可 知 x = -1 是 此 方程 的 一 个 根 . 区 间 [1,2] 满 足 几 1) .72) 
<0, 所 以 (1,2) 内 至 少 有 一 个 根 . 因为 几 x) =0 是 三 次 方程 ,已 知 其 有 两 个 实 
根 , 所 以 它 必 还 有 另 一 个 实 根 . 分 析 上 面 的 数据 可 以 看 出 , 当 <x 从 -2 增加 到 0 
时 , 大 x) 的 最 大 值 至 少 是 0, 而 且 很 可 能 大 于 0. 所 以 ( -2,0) 内 很 可 能 有 一 
实 根 . 
(2) 在 ( -2,0) 内 取 疡 =0.4, 输 入 程序 


>> X= -2:0.4:0,yY=2.*X. “3 +2.+X. 2 -3.#X-3 


运行 后 输出 数据 
X = -2.0000 - 工 .6000 -1 工 .2000 -0.8000 -0.4000 0 
”，Yy = -5.0000 -1.2720 0.0240 -0.3440 -1.6080 -3.0000 


由 这 些 函 数值 可 以 看 出 扎 -1.6) . 扎 -1.2) <0, 所 以 包含 另 一 个 实 根 的 区 间 
是 [ -1.6, -1.2]. 

从 例 2.2.3 可 见 ,在 具体 运用 上 述 方法 时 , 步 长 玉 的 选取 是 关键 . 很 明显 ,只 
要 步 长 户 取 得 足够 小 ,利用 这 种 方法 可 以 得 到 具有 任意 精度 的 近似 根 . 不 过 当 六 
缩小 时 ,所 要 搜索 的 步 数 相应 增多 ,从 而 使 计算 量 增 大 . 因此 ,我 们 有 必要 研究 一 
种 机 械 化 算法 . 

(二 ) 收 笋 判定 准则 

设 方程 Kx) =0 中 的 函数 y=Ax) 在 闭 区 间 [c, 纪 上 连续 , 开 区 间 (x， ,xs) 
和 (zx ) 都 是 [a,b] 的 子 区 间 ， 

(1) 如 果 xz， ,) .Fi) <0, 那 么 这 个 方程 在 (x_i,xs) 内 至 少 有 一 个 根 . 

(2) 如 果 Hx， ) .A(xa)=0, 而 If(x)1<e (其 中 s 是 给 定 的 精度 ) 且 
(7 7) (一 和 1) <0, 那 么 和 是 这 个 方程 根 的 近似 值 . 

下 面 我 们 对 收敛 判 定 准则 的 第 (2) 种 情形 的 合理 性 给 予 解 释 ， 如 果 在 一 个 
区 间 (xz，, ,zx,) 内 包含 两 个 非常 接近 的 根 或 一 个 二 重 根 ,那么 很 可 能 /zs ,) ， 
Fu ) >0, 这 时 就 不 能 用 零点 定理 判别 . 如 果 1( 和 )1<e (其 中 上 是 给 定 的 精 
度 ) , 且 函 数 y = 六 sx) 在 w 附近 有 许多 值 接近 0, 那 么 岂可 能 并 不 接近 实际 的 根 . 
因此 ,我 们 还 要 判别 斜率 在 点 (xi,7 xi) ) 附 近 变 号 , 即 共 一 2， 节 革 下 <0, 因 
为 x%, -xz >0 且 xx >0, 所 以 (7 -办 ) ， (7 - 的 <0， 此 时 和 是 这 
个 方程 根 的 近似 值 . 因为 一 个 序列 的 敛 散 性 与 产生 序列 的 初始 值 和 函数 有 关 ,所 
以 不 能 保证 将 x, 作为 初始 值 将 一 定 产生 一 个 收敛 序列 . 如 果 呈 是 函数 y =Fx) 

一 个 极 值 点 ,上 且 IA(x,)1<e (其 中 上 是 给 定 的 精度 ) ,尽管 xx 并 不 趋 近 于 一 





46 第 二 章 ， 非 线性 方程 (组 7 的 数值 解法 


根 ,但 仍 将 xx 作为 根 的 近似 值 . 
(三 ) 逐步 搜索 法 的 MATLAB 主 程序 
MATLAB 的 库 函 数 中 没有 逐步 搜索 法 的 程序 ,根据 逐步 搜索 法 的 计算 步骤 
和 它 的 收敛 判定 准则 编写 其 主 程序 ,命名 为 zhubuss .m. 
逐步 搜索 法 的 MATLAB 主 程序 
输入 区 间 端 点 c 和 必 的 值 , 步 长 六 和 精度 to! ,运行 后 输出 迭代 次 数 大 = ( 
-aa)7/+l, 方 程 扩 xz) =0 根 的 近似 值 ~ 
function [k,zr]j =zhubuss(a,b,h,tol) 
% 输入 的 量 - - - a 和 是 闭 区 间 [a,b] 的 左 、 右 端点 ; 
色 - - -Ph 是 步 长 ; 
% - - -tol 是 预先 给 定 的 精度 . 
% 运行 后 输出 的 量 - - -kk 是 搜索 点 的 个 数 ; 
和 - -- 工 是 方程 在 [a,b]j 上 的 实 根 的 近似 值 , 其 精度 是 上 ol; 
X=a:h:biY=funs(X)in=(b-a)h+lim=0i 
X(Cn+1l1) =XCn)3Y(Cn+1) =Y(Cn)i; 
for K =2 3: 
X(k) =a+k*xhiY(k)=funs(xX(k)); sg 程序 中 调用 的 funs .m 为 函数 
SK =Y(CKk)*YGKk-1); 
it SK< =0， 








mm = 丙 +135r(m) =X(CK)i 
endQ 
xielv=(Y(k+1)-YGk))*r(YCk)-YGK-1L)); 
if (abs(Y(k)) <tol)&(Xxielv< =0) 
m=m+13z(m) =XCKk)i; 
en 
end 
(四 ) 用 逐步 搜索 法 的 MATLAB 程序 求 方程 Kx) =0 在 [c,0] 上 精度 是 = 
的 根 的 步骤 
步骤 二 将 逐步 搜索 法 的 MATLAB 主 程序 保存 名 为 zhubuss 的 M 文件 . 
步骤 2 建立 M 文 件 funs .m 
function Yy = funs(xy) 
7 = 所 xz) 
步骤 3 在 MATLAB 工作 窗口 输入 如 下 程序 
>>[k,z] =zhubuss(a,b,h,zol) 
步骤 4 运行 后 输出 结果 . 
例 2.2.4 用 逐步 搜索 法 的 MATLAB 程序 分 别 求 方程 2 +2x -3x -3 =0 
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和 sin(ceos 2x*) =0 在 区 间 [ -2,2] 上 的 根 的 近似 值 ,要 求 精度 是 0. 000 1. 
解 (1) 将 逐步 搜索 法 的 MATLAB 程序 保存 名 为 zhubuss .m 的 MX 文 件 . 
(2) 建立 M 文件 funs .m 
functiony =funs(x) 
Y=2.kX. 3 +2.*X. 2 -3.*X-3; 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 如 下 程序 
>> [k,r] =zhubuss( -2,2,0.001,0.0001) 


(4) 运行 后 输出 的 结果 


K =4001 

zz = -1.2240 -1.0000 -1.0000 -0.9990 1.2250 
即 搜索 点 的 个 数 为 上 =4 001, 其 中 有 5 个 是 方程 2 +2x -3x -3=0 的 近似 
根 , 即 r = -1.2240, -1.0000, -1.000 0, -0.99%90,1.225 0, 其 精度 为 


0. 000 1. . 
在 程序 中 将 y =2.*x.*3 +2.*x. "2 -3.*X-3 用 y=sin(Ccos(2.# 
x. “3)) 代替 ,可 得 到 方程 sn (ceos 2* ) =0 在 区 间 [ -2,2] 上 的 根 的 近似 值 如 下 
上 = -1.9190 -1.7640 -1.5770 -1.3300 -0.9220 
0 .9230 1.3310 1.5780 1.7650 1.9200 


如 果 读 者 分 别 将 方程 2* +2x -3x -3=0 的 结果 与 例 2.2.3 比较 ,方程 
sin (cos 2x ) =0 的 结果 与 例 2.1.2 比较 ,将 会 发 现 逐 步 搜索 法 的 MATLAB 程序 
的 优点 . 如 果 精 度 要 求 比较 高 ,用 这 种 逐步 搜索 法 是 不 合算 的 . 


习题 2.2 





2Z 

1. 判别 下 列 方程 有 几 个 实 根 ,并 求 出 其 有 根 区 间 . 

(1)x-Sx-3=0;(2) e+xy=2;(3) sin TIx -3cos 2x =0.31. 

2. 利用 作 图 法 判断 下 列 方程 在 给 定 的 区 间 上 是 否 有 实 根 , 并 确定 实 根 的 近似 位 置 . 
(1) 和 -8 -6o+1=0,xef-15,153];(2) 4xsiny-3 =0,xe[-10,10]. 

3. 用 逐步 搜索 法 确定 下 列 方程 在 给 定 的 区 间 上 的 根 的 近似 值 ,要 求 精度 为 0. 000 1. 
(1) (zx-3): -2mxy =0,xe[1,35];(2) (x+1) -+cosexyx=0,xe[ -2,2]. 


2.3 ”二 分 法 及 其 MATLAB 程序 


2.3.1 二 分 法 
二 分 法 也 称 逐 次 分 半 法 . 它 的 基本 思想 是 : 先 确定 方程 六 *) =0 含 根 的 区 间 
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(c,p) ,再 把 区 间 逐 次 二 等 分 ， 

(一 ) 判别 有 根 区 间 

设 画 数 Ax) 在 区 间 [ac,0] 上 连续 , 且 大 c) .Ab) <0, 那 么 根据 零点 定理 知 方 
程 六 xz) =0 在 开 区 间 (o,b) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 同时 若 As) 在 [ce,b] 上 是 单调 的 ， 
那么 方程 所 x) =0 在 开 区 间 (a,) 内 有 唯一 一 个 实 根 . 这 是 使 用 二 分 法 的 前 提 . 

(二 ) 用 二 分 法 求 方程 扩 x) =0 的 根 * 的 近似 值 wx 的 步骤 

步骤 1 若 对 于 ac<b, 有 所 c) .所 0) <0, 则 在 (ac,b) 内 xz) =0 至 少 有 一 

个 根 . 


步 对 2 到 (a,0) 的 中 点 二 =, 计算 成 z )， 





步骤 3 若 Kxz) =0, 则 ” 是/F(x) =0 的 根 ,停止 计算 ,运行 后 输出 结果 
若 7La) /cs ) <0, 则 在 (a,x;) 内 xz) =0 至 少 有 一 个 根 . 取 ao =a, = 四 
( 见 图 2 -5); 若 Aa) 几 xi) >0， 则 取 co =x , 思 = ( 见 图 2- 6). 


步骤 4 若 坟 1 -oilse(e 为 预先 给 定 的 要 求 精度 ) ,退出 计算 ,运行 


一 和 


输出 结果 > ;反之 ,返回 步 又 1 ,重复 步骤 1, 步 骤 2 和 步骤 3. 


(三 ) 二 分 法 的 收 和 性 
以 上 方法 可 得 到 每 次 缩小 一 半 的 区 间 序 列 |las, 加 | (oo 妈 ) 中 总 有 方程 


各 


的 根 . 当 区 间 长 六 -ae 很 小 时 , 取 其 中 点 w = 一 一 一 为 根 的 近似 值 , 显 然 有 
lx* -as 本 (有 -al) La (=1.2,…)， (2.3a) 


由 式 (2.3a) 可 知 ,总 有 limxs =x”, 且 近似 根 * 可 以 达到 任意 精度 . 
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事实 上 ,对 于 给 定 的 精度 要 求 =, 要 使 
“ -1 一 妈 ) < 扫 
|1x 21<5esr( ) 和 过， 


只 要 按 次 数 
ln(p-a) 一 line 


> 一 工 + jn 2 


(2.3b) 


逐次 二 分 即 可 . 
(四 ) 求 和 迭代 次 数 的 MATLAB 命令 
我 们 可 以 根据 式 (2.3b)、 区 间 [c,b] 和 误差 =, 编 写 二 分 法 求 方程 根 的 迭代 
次 数 的 MATLAB 命令 . 
己 知 闭 区 间 [c,] 和 误差 e. 用 二 分 法 求 方程 误差 不 大 于 e 的 根 的 和 迭代 次 
数 大 的 MATLAB 命令 
k= -1+ceil((l1og(b-a)- log(abtol))/1og(2)) % 
ceil 是 向 +e 方 向 取 整 ,abtol 是 误差 e. 
例 2.3.1 证 明 方程 2-3x -snx=0 在 (0,1) 内 有 且 只 有 一 个 实 根 ,使 用 
二 分 法 求 误差 不 大 于 0. 000 5 的 根 的 迭代 次 数 . 
解 设 Ax) =2-3x-sinx, 则 扎 x) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,用 MATLAB 程序 
>>x=0:1;3f=2 -3*yx-sin(x) 
求 得 AI1) = -1.8415<0, HK0) =2>0, 由 零点 定理 知 , Kx) 在 (0,1) 内 至 少 有 
一 个 实 根 . 因为 , A(x*) = -3-cosx<0,xze(0,1), 所 以 , Ax) 在 (0,1) 内 严格 
单调 减少 , 故 几 xz) 在 (0,1) 内 至 多 有 一 个 实 根 . 因此 ,已 知 方程 在 (0,1) 内 有 且 只 
有 一 个 实 根 . 
因为 二 分 法 求 方程 误差 不 大 于 s 的 根 的 迭代 次 数 的 公式 为 


+ 卫 (8 一 a) -ne， 
ln 2 









kt> -1 


则 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>k= -1+ceil((log(1 -0)- log(0.0005))/1og(2)) 

得 上 = 10. 由 于 误差 的 传播 ,为 了 确保 计算 结果 达到 要 求 的 精度 ,实际 多 取 一 次 ， 
需要 迭代 11 次 即 可 . 

例 2.3.2 证 明 : 方 程 Xxz) =* +4x -10=0 在 区 间 [f1,2] 内 有 唯一 实 根 . 
用 二 分 法 求 其 根 的 近似 值 ,估计 使 误差 不 超过 10 时 所 需要 的 二 分 次 数 ,然后 
求 其 根 的 近似 值 . 

证 明 ”因为 函数 几 x) =* +4x -10 在 区 间 [1,2] 上 连续 , 且 

Al1) =13+4.12 -10<0,HK2) =22 +4 .22-10>0， 

根据 零点 定理 知 方程 xz) =0 在 开 区 间 (1,2) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 又 因为 在 区 
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间 [1,2] 上 ,A(xz) =3x +8x >0, 所 以 /xz) 在 [1,2] 上 是 单调 的 ,因此 ,方程 
xz) =0 在 开 区 间 (1,2) 内 有 唯一 一 个 实 根 . 








解 用 二 分 法 求 其 根 的 近似 值 ,用 上 > -1+ 王 忆 工 4? 2 估计 为 使 误差 
不 超过 = = 10 时 所 需要 的 二 分 次 数 . 因为 =1, =2， 
和 旦 盖 15.6 


用 程序 


>> b =2;a=1;iabtol=10” 人 ( -5); 


k= -1+ceil((1og(b-a)- log(abtol))/1log(2)) 


计算 得 大 =16. 按 二 分 法 , 取 误差 不 超过 10 “计算 ,计算 结果 如 表 2 =-2 所 示 . 














































































































表 2-2 

1 1 je 六 - 796 875 
忆 1. 25 于 . 162 109 
3 了 -35 | 2 二] 志 汐 各 一 0. 848 389 
4 1.312;5 1. 375 | .343 75 | -0.350 983 
总 _ 1. 343 对 | ， 3 .359 | 一 0. 096 409 
6 咒 | 1 359)376 1. 375 .367 188 0. 032 356 
了 359.379 IT 3697 富国 .363 281 -0. 032 150 
8 1. 363 281 1.367 188 .365 动 | 0. 000 072 
9 1. 363 让 1.365 234 .364 258 一 0.016 047 
10 ， 1. 364 258 1. 365 234 .364 0 一 0. 007 989 
11 1. 364 746| 1. 365 234| .364 990 一 0. 003 959 
12 1. 364 990 1. 365 234 .365 112 -0. 001 944 
13 | 1.365 112 1. 365 234 2365 了 73 一 0. 000 936 

.365 204 一 0. 000 432 

.365 204 .365 219 -0. 000 180 

.365 3605 227 














计算 到 上 =16 时 ,zx,-as=1.365 227 -1.365 219 =8 x10“ <10…, 已 满足 精度 








2.3 二 分 法 及 其 MATLAB 程序 51 


要 求 ,因此 ,所 求 的 近似 根 为 xs =1. 365 23. 

值得 注意 的 是 : 当 上 =16 时 ,Axis)1=0.000 054 >10 ,没有 达到 精度 的 
要 求 , 这 是 由 于 误差 的 传播 造成 的 . 为 了 确保 计算 结果 达到 要 求 的 精度 ,实际 计 
算 时 可 以 多 取 一 次 ,和 迭代 17 次 即 可 . 


2.3.2 二 分 法 的 MATLAB 程序 


(一 ) 二 分 法 的 MATLAB 主 程序 

二 分 法 需 自行 编制 程序 ,根据 用 二 分 法 求 方程 凡 x) =0 的 根 ** 的 近似 值 x， 
的 步骤 和 式 (2. 3a) 编 写 一 个 名 为 erfen mn 的 二 分 法 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 

二 分 法 的 MATLAB 主 程序 | 

求解 方程 Xx) =0 在 开 区 间 (c,) 内 的 一 个 根 的 前 提 条 件 是 .FLx) 在 闭 区 
间 [e,b] 上 连续 , 且 .Fac) .Ab) <0. 

输入 的 量 :ae 和 4 是 闭 区 间 [a,] 的 左右 端点 ,abil 是 预先 给 定 的 精度 _ 

运行 后 输出 的 量 : 上 是 使 用 二 分 法 的 次 数 . x 是 方程 在 (ae,2) 内 的 实 根 * ”的 
近似 值 ,其 精度 是 cbtol ouca = 1 扩 -al 2 是 使 用 大 次 二 分 法 所 得 到 的 小 区 间 
的 长 度 的 一 半 , 即 实 根 * ”的 近似 值 * 的 绝对 精度 限 ,满足 wuea 生 abiol. 7y, = 
(2 ) , 即 方程 扎 x*) =0 在 实 根 *”* 的 近似 值 x 处 的 函数 值 . 

function [Kk,x,wuca,yx] =erfen(a,b,abtol) 

a(1) =a; b(1) =bi 


Ya=fun(a(1));Yyb=fun(b(1)); 鲍 程序 中 调用 的 fun.m 为 函数 
ifya#k yb>0， 


disp( "注意 :ya*yb >0, 请 重新 调整 区 间 端 点 a 和 b.…) ，return 


enQ 











maxl = -1+ceil((1og(b-a)- log(abtol))/1og(2)); 久 ceil 是 向 
+eo 方向 取 整 
for K = 工 : max1l +1 工 

aiya=fun(a);biyb=ftun(b);x=(a+b)/2; 
YXx=fun(x)3 wuca=abs(b-a)/ 2;kKk=Kk-1; 
[k,a,b,x,wuca,ya,yb,yx] 

ifyx= =0 
a=XiDp=X; 

elseif yp*xyx>0 
DP =X3;yD =YXi 

elSe 


昌 三 Xi Ya =YX3; 
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enaQ 
iftb-a< abtol ,return，end 
end 
K =Imaxli; xi wucai yxX= 上 fun(x); 
(二 ) 使 用 二 分 法 的 主 程序 求解 方程 x) =0 在 开 区 间 (c,2) 内 的 一 个 近 
似 根 的 值 的 步骤 
步骤 1 建立 名 为 fun 的 M 文件 如 下 
function yl =fun(x) 
YL = 所 xx) 
步骤 2 ”将 二 分 法 的 主 程序 保存 名 为 erfenm 的 M 文 件 ; 
步骤 3 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,x,wuca,yx] =erfen (a,b，abtol) 
其 中 输入 的 量 : 区 间 端 点 的 值 ,5 和 精度 是 abtol 都 是 具体 给 定 的 数值 ,然后 按 
运行 键 . 运行 后 输出 计算 次 数 不、 使 用 大 次 二 分 法 所 得 到 的 小 区 间 [ cs, 加] 的 中 点 
的 值 x 和 它 的 函数 值 y(x) 及 wuca = 1 -as 2( 参 见 例 2.3.3). 
例 2.3.3 确定 方程 > -*+4=0 的 实 根 的 分 布 情况 ,并 用 二 分 法 求 在 开 区 
间 (-2, -1) 内 的 实 根 的 近似 值 , 要 求 精度 为 0. 001， 
解 〈1) 先 用 两 种 方法 确定 方程 -x+4=0 的 实 根 的 分 布 情况 . 
方法 1 作 图 法 . 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>X= -4:0.13:4; 
Yy=x."3 -X +4; plot(x,y) 
grid,gtext('yY=X. 3 -X+4 ) 


画 出 函数 风 z) = ，” -x+4 的 图 像 ,如 图 2 - 7. 从 图 像 可 以 看 出 ,此 曲线 有 两 个 驻 
点 + 冯 都 在 * 轴 的 上 方 ,在 ( -2,- 1) 内 曲线 与 z 轴 只 有 一 个 交点 , 则 该 方程 有 


叭 一 一 个 实 根 , 且 在 ( -2, -1) 内 . 
方法 2 试 算法 . 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>X= -4:1:4,y= 区 .3 -X +4 
运行 后 输出 结果 
= -4 -3 -2 - 工 0 1 2 3 4 
YY = -56 -20 一 了 2 4 么 4 10 28 64 
由 于 连续 函数 .xzx) 满 足 凡 -2) . 盛 -1) <0, 所 以 此 方程 在 ( -2, -1) 内 有 一 个 
实 根 . 
(2) 用 两 种 方法 求 方程 在 ( -2, -1) 内 的 一 个 实 根 . 
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图 2-7 


方法 1 利用 二 分 法 逐次 寻找 方程 的 根 . 
先 求 二 分 区 间 的 次 数 


mb -oa) -imne_ _1+D1-D0.001_8g 966 8 ,也 可 以 用 程序 
ln 2 ln 2 

>> b= -1;a= -2;abtol =0.001; 

k= -1+ceil((log(b-a)- log(abtol))/1log(2)) % ceil 是 +ao 方 向 


由 大 > -1 + 


取 整 . 
运行 后 输出 结果 上 =9. 只 要 按 次 数 上 =9 逐次 二 分 即 可 得 到 绝对 精度 为 0. 001 
的 实 根 的 近似 值 m. 

@@ 求 方程 在 ( -2, -1) 内 有 一 个 实 根 的 近似 值 mw 

取 [ -2，-1] 的 中 点 = 于 了 = -1.5, 计 算 /xa) =2.125, 由 于 所 -2) ， 


7 -1.5) <0, 则 表明 根 位 于 区 间 ( -2, -1.5) 内 ,所 以 取 刀 =x = -1.5,a = 
= -2. 按 这 样 的 方法 ,可 得 到 序列 | zx,|. 将 这 种 利用 二 分 法 计算 的 结果 列 人 表 2 


b。 一 as 


一 “| ~0.001, 取 #~ 罗 = - 工 796. 








-3. 因为 
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表 2-3 
国 as| sa 四 函数 值 
oo xD) 
0 -2.0000| -1.0000| -1.5000| 0.5000 4. 000 0 2. 125 0 
1 -2.0000| -1.5000| -1.7500| 0.2500 -2.0000| 2.1250 0. 390 6 
-2.0000| -1.7500| -1.8750| 0.1250 | -2.0000| 0.3906 |-0.7168 
3 -1.8750| -1.7500| -1.8125| 0.0625 | -0.7168| 0.3906 |=-0.141 8 











0.0313 | -0.1418| 0.3906 0. 129 6 





4 -1.8125| -1.7500 
5 -1.8125| -1.781 3 


6 = 96.9| 二 17813 


0.0156 | -0.1418| 0.1296 |-0.0048 









0.0078 | -0.0048| 0.1296 0. 062 7 





7 =- 1.796 9 0.0039 | -0.0048| 0.0627 0. 029 0 





8 =1.796.9 0.0020 | -0.0048| 0.029 0 0.012 1 











9 = 下 796 0.0010 | -0.0048| 0.012 1 0.003 7 


方法 2 用 二 分 法 的 主 程序 计算 . 
人 建立 名 为 fun .am 的 M 文件 
function yl =Eun(x) 
Y1 =X`3 -X+4; 
@) 将 二 分 法 的 主 程序 保存 名 为 erfen.m 的 M 文件 . 
@) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [Kk,x,wuca,yx] =erfen ( -2,-1,0.001) 
凤 运行 后 屏幕 显示 用 二 分 法 计算 过 程 被 列 人 表 2 -3 ,其 余 结果 为 
颈 , 生 .全 
wuca = 9.7656e-004,yx = 0.0037 
注意 ， 用 三 一 分 法 的 主 程序 erfen.m 求 方程 /xz) =0 在 闭 区 间 [a,/] 上 的 
近似 根 时 ,如 果 输 出 结果 为 “注意 :ya* yb >0, 请 重新 调整 区 间 端 点 a 和 bb. ”， 
则 该 方程 在 开 区 间 (c,0) 内 可 能 无 实 根 , 也 可 能 有 实 根 . 例如 ,方程 忆 -x+4=0 
在 (0,1) 内 无 实 根 , 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,x,wuca,yx] = erfen (0,1,0.005) 
则 运行 结果 为 
注意 :ya* yb >0, 请 重新 调整 区 间 端 点 a 和 了 . 
再 如 ,方程 过 -2*+4=0 在 (1,3) 内 有 二 重 实 根 2 ,重新 建立 名 为 fun .m 的 
M 文件 
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function yl =fun(x) 
Y1L =X?` 2 -2*kX+4; 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [KkK,x,wuca,yx] = erfen (1,3,0.005) 
则 运行 结果 与 前 例 相 同 。 
可 见 , 二 分 法 的 优点 是 对 函数 的 要 求 低 ( 只 要 求 /(x) 满足 零点 定理 的 条 
件 ) ,方法 简便 可靠、 程序 设计 容易 ,事先 估计 计算 次 数 容易 ,收敛 速度 恒定 ; 缺 
点 是 不 能 求 出 方程 的 偶 重 根 ,收敛 速度 较 慢 . 
例如 ,运行 程序 
区 训 | 己 和 3 王 全 了 人 交 三 天 本寺 三 革 < 和 区 二 交友 
plLot(x,y) 
gzia,gEext("y 三 KX73 -5X “28x= 人 7) 
得 到 图 2 -8, 可 见 ,Kx) =2 -5 +8x -4 在 单 根 1 附近 两 边 函数 值 异 号 ,可 以 
用 二 分 法 ,二 重 根 2 附近 两 边 函 数值 同 号 ,不 能 用 二 分 法 求 之 . 





图 2-8 


二 分 法 的 思想 方法 还 可 用 于 搜索 一 个 较 大 区 间 [a,b] 内 实 根 的 分 布 情况 
(不 包括 偶 重 实 根 ), 实际 的 做 法 是 取 适 当 的 步 长 几 =-a (mn 为 正 整数 ) ,逐一 


屎 
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检验 小 区 间 [a+ 和 届 ,o+(E+l)j] (=0,1,2,… 汉 -1) 的 两 端 函数 值 . 若 异 号 ， 
则 按 以 上 二 分 法 求 出 其 中 的 根 ; 若 同 号 , 则 不 作 求 根 , 而 转 和 人 检查 下 一 个 区 间 ,只 
要 刀 选 得 较 小 , 则 可 求 出 本 区 间 内 的 所 有 奇 重 根 ( 包 括 单 实 根 ). 户 选 得 过 大 ,可 
能 漏 掉 某 些 根 次 选 得 过 小 , 则 计算 量 增 大 . 

例 2.3.4 已 知 函 数 g(x*) =xsin 2x. 用 二 分 法 迭代 8 次 ,寻找 在 闭 区 间 
[1.5,2.5] 上 的 值 x, 满 足 g(x*) = -1.5 (函数 xsin 2x 用 弧度 计算 ) , 且 求 其 绝对 
误差 和 相对 误差 . 

解 (1) 用 二 分 法 寻找 Ax) =xsin 2x +1.5 在 [1.5,2.5] 上 的 零点 ,首先 用 
画图 法 判断 在 给 定 的 区 间 上 此 函数 有 几 个 零点 . 

在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


3 三 23200001.55 正 汪 区 :和 吾 站 D25 和 .255 


了 16 世 ( 藉 5 王 ),g 工 GEGXE( 王 三 坎 ;水 .BI 了 (02 汪 天 ) + 工 ;5 人 





图 2-9 


(2) 根据 二 次 迭代 法 的 绝对 误差 估计 公式 


IT< 二 4-o)<e， 
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取 上 =8,a=1.5,)=2.5. 在 MATLAB 工作 区 输入 程序 
>> k=8;a=1l1.53b=2.5; abtol=(b-a)- (2 人 (kr+1l1)) 
运行 后 得 绝对 误差 为 
abptol = 
0.00195312500000 
(3) 建立 名 为 fun.m 的 M 文件 
functionyl =fun(x) 
YL =X.ksin(2.*X) +1.5; 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [KK,xk,wuca,yx] =erfen(1.5,2.5,，0.001953125) 
运行 得 选 代 次 数 上 大 =8; 所 要 求 的 近似 根 *, = 1. 994 140 625S ,wuca =0.001 953 125 ,其 
函数 值 y = 0. 006 207 565. 
(5) 根据 相对 误差 公式 





编写 MATLAB 程序 


>> abtol =0.001953125;，Xxk =1.994140625 4 七 O1 = abtolvabs(xk) 
运行 得 * 的 相对 误差 tol = 9.794 319 295e - 004. 


习题 2.3 





1. 用 二 分 法 确定 下 列 方程 在 给 定 的 区 间 上 的 根 的 近似 值 , 要 求 精度 为 0.000 5. 

(1) 2x -3tanx=0,xe[ -2,-0.5];(2) 3x -ee =0,xef -1;,0]. 

2. 证 明 方程 1-2x-sinx=0 在 (0,1) 内 有 且 只 有 一 个 实 根 , 使 用 二 分 法 求 误差 不 大 于 
0. 000 01 的 根 的 迭代 次 数 . 

3. 在 无 阻尼 强迫 振 费 的 研究 中 会 碰 到 函数 . 扩 x) = xsin x. 用 二 分 法 选 代 32 次 ,寻找 在 闭 
区 间 [0,2] 上 的 值 * ,满足 Kx) =1 (函数 xsin x 用 弧度 计算 ) , 且 求 其 误差 . 

4. 利用 二 分 法 求 V35 的 近似 值 ,精确 到 两 位 有 效 数 字 . 

$. 证 明 方 程 呈 -yx-1=0, 在 [1,2] 上 有 且 只 有 一 个 实 根 , 求 使 精度 达到 10… 的 近似 根 
和 人 迭代 次 数 . 

6 对 下 列 方程 求 根 ,精度 到 10 一. 

(1) x~-2 =0,0 和 xz< 和 1; 

(2) e+2“+2cosx-6=0,1 达 x< 和 2; 


(3) er - 奏 +3x-2=0,0 达 x 近 1. 





58 第 二 章 ，” 非 线性 方程 (组 ) 的 数值 解法 


2.4 和 迭代 法 及 其 MATLAB 程序 


确定 根 的 近似 位 置 以 后 , 接 下 来 的 工作 就 是 将 根 精确 化 , 即 按 某 种 方法 将 初 
始 近似 值 逐 步 精 确 化 ,直到 满足 所 要 求 的 精确 度 为 止 ， 上 节 介 绍 的 二 分 法 是 将 
根 精确 化 的 方法 之 一 ,但 是 它 的 收敛 速度 较 慢 , 且 不 能 求 出 偶 重 根 . 迭代 法 可 以 
克服 这 种 缺陷 . 迭代 法 是 求解 方程 的 根 线性 和 非 线性 方程 组 的 解 的 基本 而 重要 
的 方法 . 


2.4.1 和 迭代 法 的 基本 思想 


迭代 法 的 基本 思想 是 利用 某 种 迭代 公式 ,使 某 个 近似 根 和 逐步 精确 化 ,直到 得 
到 满足 精度 要 求 的 近似 根 为 止 . 

把 给 定 的 方程 Kx) =0 改写 成 容易 迭代 的 形式 *=p(x*) (其 中 pp(x) 称 为 
选 代 函 数 ) , 选择 合适 的 初始 值 x ,代入 p(x) 算 得 的 结果 记 为 xw =9(xo) ,一 般 
刀 夭 so; 把 x 代 人 oo(x) 算 得 的 结果 记 为 z =p(x )，… 若 把 和 代入 pp(x) ,一 般 
有 和 迭 代 公式 

xsl=e(x) (=0,1,2,…)， (2.4) 
由 此 得 到 选 序列 zz ,sai 着 选 代 序列 [zj 收敛 到 xz ( 即 lmx = ) , 则 
当 函 数 p(x*) 连 续 时 ,由 式 (2.4) 得 


limx, = limeo(x) =o(limxy). 
下 一 oo 天 一 加 下 


x ”=9(x" ) , 称 为 gp 的 不 动 点 , 即 * 为 原 方 程 岂 xz) =0 的 根 . 一 般 计 算 有 限 步 ， 
即 可 得 到 某 种 精度 的 近似 根 w%. 这 种 求 方程 根 的 方法 称 为 简单 选 代 法 ,或 逐次 
. 通 近 法 . 

当然 , 若 xl 发散, 迭代 法 就 失败 . 


2.4.2 和 迭代 法 的 MATLAB 程序 1 


迭代 法 需要 自行 编制 程序 ,这 里 主要 介绍 迭代 法 的 MATLAB 程序 1 ,并 且 通 
过 实例 说 明 这 个 程序 的 应 用 和 它 的 可 行 性 . 迭代 法 的 MATLAB 程序 1 使 用 时 只 
需 输入 迭代 初始 值 z, 、 和 迭代 次 数 大. 迁 代 公 式 =9( 反 ) 和 一 条 命令 ,运行 后 就 
可 以 输出 和 迭代 序列 fx 小 、 和 迭代 天 次 得 到 的 迭代 值 x 和 相 邻 两 次 选 代 的 偏差 号- 
ancha =1xz -x_i1 (简称 偏差 ) 和 偏差 的 相对 误差 xdpiancha = 1xzx -ri-117Zixrl 
的 值 ,并 且 具 有 警报 功能 ( 若 选 代 序列 发 散 , 则 提示 用 户 “ 请 重新 输入 新 的 迭代 
公式 ”; 若 和 迭代 序列 收敛 , 则 屏幕 会 出 现 “ 祝 贺 您 ! 此 迭代 序列 收敛 , 且 收 敛 速度 
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较 快 ” ). 我 们 可 以 用 这 个 程序 来 判断 迭代 序列 的 伍 散 性 ,也 可 以 用 于 比较 由 一 
个 方程 得 到 的 几 个 迭代 公式 的 伍 散 性 的 优 劣 . 

如 何 选择 wp(x) 构 造 迭 代 公 式 , 对 于 收敛 速度 是 至 关 重 要 的 . 用 同一 个 方程 
构成 的 不 同 的 迭代 公式 ,所 得 到 的 选 代 序 列 {x,} 的 伍 散 性 不 同 , 且 收 敛 的 速度 
也 不 同 . 迭代 法 的 MATLAB 程序 1 主要 用 于 由 和 迭代 公式 所 得 到 的 选 代 序列 的 敛 
散 性 的 判别 ,也 可 以 用 这 个 程序 来 比较 由 一 个 方程 得 到 的 几 个 和 迭代 公式 所 得 到 
的 迁 代 序列 的 收敛 速度 . 

(一 ) 迭代 法 的 MATLAB 程序 1 

和 迭代 法 的 MATLAB 程序 1 

输入 的 量 : 初 始 值 x、 和 迭代 次 数 上 和 选 代 公 式 ws =p( 和 ) (下 =0,1， 
2 ，… ) ; 

运行 后 输出 的 量 :迭代 序列 | xz 小、 和 迭代 天 次 得 到 的 迁 代 值 凤 、 相 邻 两 次 和 迭代 
的 偏差 rrancha = lx -和 1 和 它 的 偏差 的 相对 误差 xdpiancha = 1xy 一 和 17 

1xz1 的 值 . 


根据 和 迭代 公式 (2.4) 和 已 知 条 件 ,编写 一 个 名 为 aiedaail .mm 的 M 文 件 . 
function [k,piancha,xdpiancha,xk] =diedail(x0,k) 
和 输入 的 量 - - x0 是 初始 值 ,k 是 迭代 次 数 
X(1) =x0; 











for 宇 = 工 :K 
x(i+l)=funt(x(i))3;% 程 序 中 调用 的 funl .m 为 函数 y = 中 (x) 
Piancha = abs(x(i+1l)-x(i)); xdpiancha = piancha/A( abs(X(i + 
1)) +eps); 
Ti=i+lyxk=x(i)i[(i-1)piancha xdpiancha xk] 
endQ 
if (Piancha >1)&(xdqpiancha>0.5)&(K>3) 
disp( "请 用 户 注 意 : 此 迁 代 序列 发 散 , 请 重新 输入 新 的 迭代 公式 ") 
return; 
end 
zf (piancha < 0.001)y&(xapiancha< 0.0000605)&(K>3) 
disp( "祝贺 您 ! 此 迭代 序列 收敛 , 且 收 和 仿 速 度 较 快 ”) 
returni 
enaQ 
P=[(i-1l)piancha xdpiancha xk]'; 


(二 ) 使 用 和 迭代 法 的 程序 硅 求 迁 代 公式 xy =e(2) (=0,1,2,…) 的 值 的 
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步 枝 
步骤 1 把 给 定 的 方程 妃 *) =0 改写 成 容易 迭代 的 形式 * = p(x) ; 
步骤 2 建立 M 文 件 funtl .mm 如 下 
function yl =fun1l(x) 
yY1 =p(x); 
步骤 3 保存 名 为 aiedaail -mm 的 M 文 件 ; 
步骤 4 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> [k,piancha,xdpiancha,xk]j= diedail(x0,k) 


其 中 输入 的 量 : 初 始 值 x ,迭代 次 数 开 都 是 具体 给 定 的 数值 . 运行 后 输出 选 代 次 
数 有 .和 迭代 序列 jx 、 它 的 相 邻 两 次 迭代 的 偏差 Piencpa = 1xs - 2-11 和 它 的 相对 
误差 xdpiancha = lx, -2 1 的 值 . 当 Piancha >1,xdpiancha >0.5, 天 >3 时 ， 
运行 后 分 别 输出 错误 信息 ' 请 用 户 注 意 :此 和 迭代 序列 发 散 , 请 重新 输入 新 的 迭代 
公式 '; 当 piancha < 0.001,xdpiancha < 0.000 000 5 ,>3 时 运行 后 输出 祝贺 信 
息 ' 祝 贺 您 ! 此 迭代 序列 收敛 , 且 收 敛 速度 较 快 . 下 面 通过 例 2. 4. 1 说 明 这 个 程 
序 的 应 用 和 它 的 可 行 性 . 

例 2.4.1 求 方程 Kx) = 和 巡 +2x -10 的 一 个 正 根 . 

解 (1) 构造 不 同 的 函数 p(x). 

因为 KK2) = -2, FK3) =5, 所 以 有 一 个 正 根 *” se (2,3). 当然 用 二 次 方程 
求 根 公式 不 难得 到 ** =2. 316 624 790 355 40. 下 面 我 们 构造 不 同 的 迭代 函数 
e(x) ,再 以 x =2 为 初始 值 , 分 别 用 下 面 的 三 种 迭代 法 求解 . 

x =oi(xz)=(10- 巡 )/2, 和 迭代 公式 如 =(10- 和 也)/2; 

x=e(x) =10/ (x+2) ,迭代 公式 =10/ (x+2) 

x=oi(x) =x-( 粒 +2x -10)/ (2x +2) ,和 迭代 公式 xs = 和 一 (xx +2x， 一 
10)7 (2x, +2). 

(2) 利用 迭代 法 的 MATLAB 程序 1 计算 和 迭代 序列 { xx 上 

@ 将 名 为 aiedailm 的 M 文 件 . 

@) 建立 M 文件 funl .mm 

function yl =fun1(Xx) 
YL1 =(10 -x*2)7/2i 

说 明 名 为 funl .m 的 M 文 件 的 函数 也 可 以 用 y=10/ (x+2) 或 yY=x- 
(x^2+2*xxz-10)/(2*x+2) 蔡 换 . 

图 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>> [k,piancha,xdqpiancha,xk] = diedail(2,5) 


鸭 用 迭代 公式 wx, = (10 - 愉 )/ 2 运行 后 输出 的 结果 
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fk,piancha,xdqpiancha,xk]j = 

3 .00000000000000 
0 .50000000000000 
4.87500000000000 


工 .00000000000000 
2 .00000000000000 
3 .00000000000000 


.00000000000000 0.33333333333333 
2 .50000000000000 5.00000000000000 
4.37500000000000 0.89743589743590 
4.00000000000000 11.75781250000000 1.70828603859251 -6.88281250000000 
5.00000000000000 11.80374145507813 0.63167031671297 

请 用 户 注 意 : 此 和 迭代 序列 发 散 ,请 重新 输入 新 的 迭代 公式 

11.80374145507813 ,xdpiancha = 


--18.68655395507813 

由 以 上 运行 后 输出 的 迭代 序列 与 根 *”=2. 316 624 790 355 40 相差 越 来 越 
大 , 即 迭 代 序 列 !x,} 发 散 , 此 迭代 法 就 失败 . 这 时 仿 善 Piancha 逐渐 增 大 且 偏 差 
的 相对 误差 xdpiancpha 的 值 大 于 0. 5， . 

@@ 用 迭代 公式 ww =10/ (x+2) 运 行 后 输出 的 结果 


[k,piancha,xdqpiancha,xk] = 


-18 .68655395507813 


K =5,Ppiancha = 0.63167031671297 ， 


XK = 


1 .00000000000000 0.50000000000000 0.20000000000000 2.50000000000000 


2 .00000000000000 
3 .00000000000000 
4.00000000000000 
5 .00000000000000 


0 .27777777777778 
0 .14619883040936 
0 .07926442612555 
0 .04230404765128 


0 .12500000000000 
0 .06172839506173 
0 .03462603878116 


2 .22222222222222 
2 .36842105263158 
2.28915662650602 
2 .33146067415730 


0.01814486863115 
k -5,piancha -0.04230404765128 ,xdpiancha - 
xk = 2.33146067415730 
可 见 ,偏差 piancha 和 偏差 的 偏差 的 相对 误差 xdpiancha 的 值 逐 渐变 小 , 且 第 
5 次 的 迭代 值 x, =2. 331 460 674 157 30 与 根 *”=2. 316 624 790 355 40 接近 ， 
则 迁 代 序列 {x 寻 收 往 ,但 收敛 速度 较 慢 ,此 和 迭代 法 较为 成 功 . 
@@ 用 和 迭代 公式 my = 入 -=-( 友 +2x -10)/ (2x +2) 运 行 后 输出 的 结果 


0.01814486863115 ， 


[Kk,piancha,xaqpiancha,xk] = 


1 工 .00000000000000 
2 .00000000000000 
3 .00000000000000 
4.00000000000000 
5 .00000000000000 


0 .33333333333333 
0 .01666666666667 
0 .00004187604690 
0 .00000000026437 

0 


0 .14285714285714 
0 .00719424460432 
0 .00001807631822 
0 .00000000011412 

0 


祝贺 您 ! 此 迭代 序列 收敛 , 且 收 敛 速度 较 快 


K = 


2.33333333333333 
2 .31666666666667 
2.31662479061977 
2 .31662479035540 
2.31662479035540 





5; Piancha = 0; xdqpiancha = 03yY = 2 .31662479035540 . 


可 见 ,偏差 piancha 和 偏差 的 相对 误差 xdpiancha 的 值 越 来 越 小 , 且 第 5 次 的 
迭代 值 wx =2.316 624 790 355 40 与 根 x*”=2.316 624 790 355 40 相差 无 几 , 则 
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和 迭代 序列 1xi 寻 收敛 , 且 收 敛 速度 很 快 ,此 迭代 法 成 功 . 
@) 将 3 个 迭代 公式 前 5 步 的 迭代 序列 1xi+ 的 计算 、 偏 差 Piancha 和 偏差 的 

相对 误差 xdpiancha 值 的 结果 列 在 一 起 ( 见 表 2 -4) ,进行 比较 . 

表 2-4 3 个 迭代 公式 的 计算 结果 














可 以 看 出 ,w, 根本 不 收敛 , 它 的 偏差 piancha 很 大 且 偏 差 的 相对 误差 dp 
ancha 的 值 大 于 0. 5;p，, 虽 旦 现 收敛 趋势 ,但 很 慢 , 它 的 偏差 小 于 0. 4 且 偏 差 的 相 
对 误差 小 于 0.02;9ps 收敛 很 快 , 偏 差 和 偏差 的 相对 误差 几乎 为 0. 由 此 可 见 , 迭 
代 序 列 !x*| 的 敛 散 性 与 迭代 公式 有 关 ,也 与 相 邻 两 次 迭代 的 偏差 和 偏差 的 相对 
误差 有 关 , 它 们 的 值 越 小 ,迭代 序列 |x} 的 收敛 速度 越 快 . 对 于 一 般 情 形 也 是 成 
立 的 ,这 可 由 下 面 2.4.4 和 迭代 序列 收敛 性 的 定理 得 出 ， 


2.4.3 和 迭代 法 的 几何 解 杰 


求 方程 x =p(x) 的 根 , 可 归结 为 找 直 线 y =x 与 曲线 y=e(x) 的 交点 尸 的 横 
坐标 x (参见 图 2 -10 至 图 2 -13). 对 于 x ”的 某 个 初始 值 xo, 对 应 曲线 y = 
op(xz) 上 一 个 点 P, ,过 点 Pu 引 平 行 于 * 轴 的 直线 , 交 直 线 y =* 于 点 Qo, 过 Q。 再 
作 平 行 于 y 轴 的 直线 , 它 与 曲线 y =p(x*) 交 于 点 P, ,容易 看 出 ,P, 的 横 坐 标 为 %i 
=e(xo). 按 图 所 示 沿 带 箭头 的 路 线 继续 做 下 去 ,就 在 曲线 y =9?(xz) 上 得 到 点 列 
P, ,P, ,P, ,…, 其 横 坐 标 分 别 为 迭代 公式 xy =e(xx) (E=0,1,2,…) 求 得 的 迁 
代 值 gx ,zx ,过 ,…: 如 果 点 列 P,P, ,P,,… 逐 次 逼近 交点 已 ,这 时 迁 代 数列 x， 
xi- 收 化 (如 图 2 - 10 和 图 2 - 12). 否则 ,就 不 收敛 〈 如 图 2 - 11 和 图 
2 -13). 图形 直观 地 告诉 我 们 ,之 所 以 有 如 此 截然 不 同 的 结果 ,是 由 于 在 * 附近 
图 2 -10 和 图 2-12 中 的 曲线 y=e(x) 较 平缓 ,而 图 2 -11 和 图 2-13 中 的 y= 
op(x) 较 陡峭 . 通过 作 图 可 以 发 现 ,在 * 附近 , 若 曲线 yY=9(x) 的 斜率 〈 取 绝对 
值 ) 小 于 直线 y =x 的 斜率 ( =1) , 则 序列 {x,| 将 收敛 ;反之 , 当 y=9(x) 的 斜率 
( 取 绝 对 值 ) 大 于 1 时 ,序列 {x,} 不 收敛 . 
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图 2-10 fx, 收敛 












外------------- 
M 小 -~-~-~~~-~--~~--- 





22 


字 


173 


图 2-1 fx 不 收敛 


2.4.4 和 迭代 法 的 收敛 性 


从 例 2. 4. 1 我 们 可 以 看 出 ,用 同一 个 方程 构成 的 不 同 的 选 代 公 式 ,所 得 到 的 
迭代 序列 {*。 上 的 敛 散 性 不 同 , 且 收 敛 的 速度 也 不 同 . 由 和 迭代 法 的 几何 解释 我 们 
可 以 看 出 选 代 序 列 {x.| 收 和 敛 是 有 条 件 的 . 下 面 我 们 来 证 明 一 个 和 迭代 序列 收敛 性 
的 定理 . 1 
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了 =%(Ox) 
PoGo xD 


1 PC 
PaCca 7 
了 1 






nn 








图 2-12 +x} 收 敛 





图 2-13 ixs} 不 收敛 


定理 2.2 设 函 数 y=9y(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 具有 一 阶 连续 导数 , 且 当 >*e 
[oa, 引 时 ,ys[oe,b]. 若 存在 正常 数 忆 <1 ,使 得 对 任意 xse [ae,b 有 19' (xz) 1 到 也， 
则 

(1) 方程 x=e(x) 在 [ac,b 上 有 唯一 解 x 

(2) 对 于 任意 的 初始 值 ze (cb) ,和 迭代 公式 ws =Pp(Om) (=0,12，…) 
产生 的 序列 {xe 收 依 于 x” ; 
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(3) 1 -os -we (1.2 0) (2.5) 
帮 
(4) 1x -2 Is -1 (=1.2 (2.6) 
。 Mk 一 和 率 
(5) limzss 和 -oz )， 
和 一 


证 明 (1) 首 先 证 明 x* =w(x) 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 

作 函 数 放 xz) =x-e(x), 由 op(x) 的 连续 性 知 &x) 在 La, 上 连续 , 且 A(a) 
=a-gp(a)s0,1(0) =-p()>0, 故 至 少 存在 一 个 根 *”e (e,) ,使 得 
hx )=0, 即 x”=p(x”)， 

假设 存在 两 个 根 wx， ,zy es (ea,p) ,使 xr =ep(xr ) ,xy =9(xzy ) 皆 成 立 . 两 式 
相 减 ,利用 中 值 定 理 , 有 


lxzr -和 1=1p(xr ) -2p(xy )1 生 wx， 一 2x >. 


因为 地 <1 ,所 以 xy =x =% 、 
(2) 其 次 证 明 ixzi# 的 收敛 性 . 
由 和 迭代 公式 (2.4) 有 


lx” -ML=te(z) -pz 1=1e (外 )1lz -2 | 
去 LIx ”一 和 过 … 科 天” 一 xo1. 
因为 了 <1 ,所 以 limx, =Y”. 
(3 ) 再 证 误差 公式 (2.5) 和 (2.6)， 
对 于 任意 的 正 整 数 上 ,有 


1x”-%iil1=1eo(x )-p(o)1=10 (名 )11x ”一 2 和 Ex 一 和 | ， 


12 一 入] 扫 了 xy 一 1 





但 是 
lx 一 2 =1(x ”一 和 ) -人 (一 IE1xz 一 2 一 xz” -2 
忆 (1- 工 ) xz” 一 和 |， 
从 而 有 
wx” 一 % 1<-L_lx 一 2 | 反 lx 一 x_i (=T1,2,，…). (2.7) 
下 ] -上 天 + 工 丰 1 -区 大 业 一 上 3 


六 


继续 利用 递 推 式 ,最 后 得 到 1*”- 1 和 T 7 





1xz 一 xol (下 =1,2,…)， 
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(4) 因为 zy -wx =o( 和 ) -ep(z) -9 (名 ) (xi -xz ) (其 中 所 在 关 与 
和 之 间 ) , 则 下 2 因此 jim =9'(x* ). 证 毕 . 


定理 2.3 “ 设 方程 。 (在 团 区 间 [。 人 上 有 根 , 郴 数 y=p(z) 在 [ac， 
让 上 具有 一 阶 连续 导数 , 且 当 xs [a, 引 时 ,有 19'(x)1z>, 则 对 于 任意 初始 值 
xsoe(a,6) 目 yo 天 zx” ,迭代 公式 和 =o() (=0,1,2,…) 产 生 的 序列 fx 发 
散 . 

定义 2.1 设 方程 x=p(x) 根 x** 的 某 个 邻 域 为 VCx ,6) =1xz1lz -xz 1< 
5,6 >01. 如 果 对 于 任意 初始 值 ms V(x” ,5) ,迭代 公式 my = 9( 轨 ) (让 =0,1， 
2,…) 产 生 的 迭代 序列 fx 收敛 ,那么 称 {x,| 是 局 部 收 钱 的. 

值得 注意 的 是 对 大 范围 的 含 根 区 间 [c,0] ,定理 2.4.1 的 条 件 不 一 定 成 立 . 
实际 上 ,利用 迭代 法 总 是 在 根 x 的 邻近 进行 的 . 因为 只 要 wp(x*) 在 zx 的 一 个 邻 
域内 连续 且 1e'(x” )1<1, 则 由 连续 函数 的 性 质 可 知 , 对 于 该 邻 域内 的 任意 初始 
值 x, ,迭代 序列 | xi 就 收 伍 于 x， 

定理 2.4 设 方程 *=p(*) 有 根 **, 且 在 某 个 邻 域 U(x" ,5) = txllz -xl 
<5,5>01 内 函数 y=e(x) 在 闭 区 间 [a, 引 上 具有 一 阶 连 续 导数 ,和 迭代 公式 z 
=e(2) (5=0,1,2,…) 产 生 迭 代 序 列 jz |, 则 (1)1p'(* )1<1 时 ,和 迭代 序列 
{zi 局 部 收敛 ;(2)19p'(z )1>1 时 ,和 迭代 序列 |xs| 发散 . 

实际 计算 中 ,误差 公式 (2.6) 不 仅 可 以 用 来 估计 和 迭代 上 左 次 时 的 误差 ,还 可 以 
用 来 估计 达到 给 定 的 精度 e 要 求 所 需 和 迭代 次 数 夺 如 果 欲 使 1z* - xi1 和 ce, 只 要 


下 


1 一 世 





1% -xxo1 委 2， 


从 而 选 代 次 数 关 满足 


、 jn e+ln(1l =-) -jnlx -%o1| 
ln 工 


例 2.4.2 证 明 对 任何 初始 值 xve 悄 , 由 迭代 公式 各， =cos 刀 , 开 =0,1,2，… 
所 产生 的 迭代 序列 | xj 都 收银 于 方程 x = cos x. 

证 设 p(xz) =cosx, 则 op'(xz) = -sinxy 在 (-c，+o) 内 连续 . 

(1) 先 考 虑 区 间 [ -1,1]. 当 xse[-1,1 时 ,p(x*)=cosxe[-1,1], 且 
ip'"(xz)1=1-sinxl<l, 根 据 定 理 2.4.1 知 ,对 于 任何 初始 值 xs[ -1,1] ,迭代 公 
式 和 ,=eos 委 =0,12,… 产 生 的 序列 {x, 都 收 伍 于 方程 x =cos x 的 根 x”. 

(2) 对 于 任何 初始 值 xs 及 ,有 zx =cos xoe[-1l),1]. 将 sx 看 成 新 的 迭代 
初始 值 , 则 由 (1) 可 知 , 由 夺 代 公式 zt = cos 和 ,天 =0,1,2,… 产 生 的 序列 xs 都 
收敛 于 方程 *=eosy 的 根 *”. 





(2.8) 
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例 2.4.3 利用 适当 的 迭代 公式 证 明 


limMVa+wMa+wVa+:…+ -1 + v1+4a 
一 1 个 2 





(其 中 aa =2,3,4,5,…,). 


证 “考虑 迭代 公式 1. 


xi = MVG+ 和 天 =0,1,2，…. 


1 _ _ 1(e=2.3.4.5， 
2 wWa + 


.…snm) , 且 op(xz)e[op(0),p(a)] =[ve, vc]cCfrfo,a] ,根据 定理 2.4.1 知 ,对 
于 初始 值 x =0, 选 代 公式 ws, = VE+ 王 直 =0,1,2,… 产 生 的 序列 {xt| 收敛 于 
方程 x = VETZX 的 根 xz = 工 + YL+4a 人 +4, 即 lima = 人 二 全 +4) 


设 w(z) = Va+x, 当 xe[0,cej 时 , 则 lp"(x)1 = 





实际 要 在 区 间 sc 大 * 和 内 确定 了 ,使 1p'(x)1 友 过 是 不 太 方便 的 ,并 且 工 不 易 
求 得 . 但 注意 到 估计 式 (2.7) , 当 0 < 民 <1 越 小 时 ,和 迭代 序列 xs 收敛 越 快 . 只 要 
相 邻 两 次 迭代 的 偏差 1x -由 足够 小 时 ,就 可 以 保证 近似 解 x 有 足够 的 精度 . 
因此 ,上 机 计算 时 , 常 采用 条 件 lx -和 ,1<e 来 控制 停机 ; 当 1x1 的 数量 级 较 大 


1x 一 和 1| 
时 ,也 可 以 用 相对 误差 一 科 2 作为 迭代 终止 的 条 件 ;为 避免 出 现 无 限制 


的 欠 代 ,也 可 以 规定 一 个 最 大 的 和 迭代 次 数 ( 见 选 代 法 的 MATLAB 程序 2). 
例 2.4.4 为 求 方程 Kx) =*” - 盖 -1=0 在 xo=1.5 附 近 的 近似 根 ,可 将 方 
程 改 写成 下 列 等 价 形式 ,并 建立 相应 的 迭代 公式 


(1) 取 *=1+ 总 , 选 代 公式 为 wm =1+ 训 ; 
区 隔 


(2) 取 x = V1Y+ 交 , 迁 代 公式 为 xs = WT+ 天 ; 


(3) 取 x= 一 ,和 送 代 公式 为 = 一 上 


VE 二 T 3 一 1 
(4) 取 *= Vx -1, 和 迭代 公式 为 mi = Wxe -1. 
试 分 析 每 一 种 选 代 公 式 的 收 和 敛 性 ,并 选择 收 伍 的 选 代 公式 求 方程 的 根 , 精 确 
到 4 位 有 效 数 字 ,并 比较 它们 收敛 的 速度 . 
解 〈1) 输 入 程序 
>>X=Solve('"Xx"3 -x"2 -1=0)) 
运行 后 输出 精确 解 
xl =1/6*#k(116 +12*93”(17Z2)) ”人 (17Z3)+23A(116 +12*93^ 人 (17Z2))” 
(17Z3) +173， 
x2= -1/12*(116+12*93”(17Z2))(17Z3) -17ZX37V(116 +12 *k93 
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丰 下 六 用 2 生态 六 志和 工 攻 3 证 下 双 27 天王 尖 汪 站 于 到 妆 负 条 0 业 大 丘 玫 nTdG 二 二 2 证 3 22 光 ” 
3 过 和 NS 下 人 0 
基 3 二 于 :42 人 16 下]2 末 993 (可 72 (3 二 玉 CTLT65IO2 9391Z2977” 
站 开 玉 3 证 和 二 玉 这 2 直下, 肖 直 工 生 十 工 生 剑 二季 2 全 全 帮 丰 达 王 天 号 二 区 大 
本 区 让 作 胃 < 为 内 证 作 了 全 人 语 
(2) 编写 用 迭代 公式 xi =p(x) 计 算 方程 的 近似 根 的 MATLAB 主 程序 
tunction diedai9 
n=1000;x0 =1.5;X=zeros(n,1); jwx=zeros(n,1); xwx=Zeros(n,1); 
友人 王 长 三 :起 
xl = fun(x0 ); x(k) =x1l; jwx(k) =abs(xl -Xx0); xwx(k) = jwx(k)/x(Kk); 
if jwx(k) <1.e -4,zeturDn 
else 
Kk =k+13x0O =Xli; 
end 
end 
m=1:k;X=Xx(1:k,1); jwx=jwx(1:k,1); xwx =xwx(1:k,1); [m'",x，jwx，xwx] 


(3) 取 x=1+ 方 , 即 p(z) =1+ 态 , 则 9'(z) = -三 关 0. 输 入 程序 


2> =TI.430.01:1:55Qfat = aba( = 三 2.7Z(X-7 37)D)76 三 maXx(QEazy) 


0 .72886297376093 
则 xs [1.4,1.5] ,19'(z)1<1, 故 选 代 公式 ww， =1+ 记 在 [1.4,1.5] 内 收敛 . 
建立 M 文件 


functiony=fEfun(x) 


YE +IVKX22273 


输入 文件 名 


>> qiedai9 
运行 后 将 屏幕 显示 的 结果 列 人 表 2 -5 : 
表 2-5 
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取 xo =1.5, 用 迭代 法 Xk+1 = 4 坊 (E=0,1,2,…) 计 算 ,满足 精确 到 4 位 有 
效 数 字 的 近似 根 1. 466. 
2X 
(4) 取 *= V1+ 克 , 即 p(z) = V1+ 克 , 则 19g'(x)1= 上 
人 程序 





三 
afai = abs (2*x./(3*((1+x.^2).*2).*(1X3)));daf =max(dafai) 
运行 后 屏幕 显示 结果 
QQf =0.45576862590883 
所 以 ,lo'(xz)1<l,xe[l.4,1.5], 故 迭代 公式 汪 = VL+ 双 在 [1.4,1.5] 内 
收敛 . 
建立 M 文件 


functiony =Efun(x) 
访 三 站 业 玉 其 2 (IT 
输入 文件 名 


>> diedai9 


运行 后 将 屏幕 显示 的 结果 列 人 表 2 -6: 
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表 2-6 



































取 x =1.5, 用 和 迭代 法 mw = VL+ 好 (下 =0,1,2,…) 计 算 ,满足 精确 到 4 位 


有 效 数 字 的 近似 根 1. 466. 





1 1 
(5) 取 和 = 一 一 , 即 we(x) = , 则 po (x*) = - 一 -一 关 0， 输 入 
x-] Vx =-1 祥和 
程序 
2 二 3 
县 二 8 主 二 二 BEST 入 < 区 《天 丰 ( 基 二 证 和 人 3 人 人 克 了 六 290 作 六 上 天 三 而 二 世人 生 二 让， 
XxL =]1 .465571231876773; 
纺 芋 二 富翁 的 训 和 二 二 (人 和 《人 二 一 人 0 2 
运行 后 屏幕 显示 结果 
Qtf =1.97642353760524,dqfail =1.57394951785238 
即 1p'(z)1>1,ze[1.4,1.5], 故 迭代 公式 ， = -二 二 在 [1.4,1.5] 是 发 散 
Xi 一 
的 . 


3x2 
6) 到 x= V 玉 -IT, 即 p(z) = Vi 则 p'(x) = 一 3 z“0, 输 入 程序 
人 


>>X=1.4:0.01:1.5; 
dfai= abs((3*+x."2)./ (2*(x.“3 -1).*(1Z2)))jaf =max(dafai)， 
丈 = 工 .46557T231876773 
人 访 丰 二 8 交 的 总 太 大 全 GE 
运行 后 屏幕 显示 结果 
df =2.22625080809653, dfail =2.19835684781515 


由 此 可 见 ,迭代 公式 mw = Vxe -1 在 [1.4,1.5] 是 发 散 的 . 迭代 公式 和 = 
V1 + 过 比 汪 ,=1+ 误 收敛 的 速度 快 , 
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2.4.5 和 迭代 法 的 MATLAB 程序 2 


(一 ) 和 挝 代 法 的 MATLAB 程序 2 

和 迭代 法 的 MATLAB 程序 2 

已 知 初始 值 x% ,精度 加、 最 大 选 代 次 数 ddmax 和 和 迭代 公式 二 = 由 (2) , 求 
满足 精度 tol 的 近似 根 wx 和 从 代 次 数 天 


根据 和 迭代 公式 (2.4) 和 已 知 条 件 ,编写 一 个 名 为 aiedai2 .mm 的 M 文 件 . 
function [k,piancha,xdqpiancha,xk,yk] =qiedai2(x0,tol,ddmax) 
X(1) =x0; 
for =1: Gdmax 

x(i+1)=fun(x(i));piancha =abs(x(i+l) -xx(i))s 
xdqpiancha =PianchaA( abs(x(i+1l))+eps);yi=i+1i 
xk =x(i)3yk=fun(x(i))3Tf(-1)piancha xdpiancha xkyk] 
if (Piancha <tol) HHxadpiancha < tol) 
K= 土 -1;XxXk=X(I); 
eturD 
end 











endQ 
E ii >ddmax 

disp(' 迁 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 sdamax ') 
kk=i-1;xk=x(i);yk=ftun(x(i)); [Ci-t)piancha xdapiancha 
Xk Yyk] 
FreturDn; 

enQ 

PE=[(i-1l),piancha,xdpiancha,xk,yk]e9 ji 


(二 ) 使 用 和 迭代 法 的 MATLAB 程序 2 求 方 程 F(x) =0 的 近似 根 ( 精 度 为 
to) 的 步骤 
步 际 1 把 给 定 的 方程 扩 xz) =0 改写 成 容易 和 迭代 的 形式 *=9p(x). 
步骤 2 建立 M 文件 fun .m 
functiony=fun(x) 
y7=9P(x); 
步骤 3 保存 名 为 aiedaai2 .m 的 M 文 件 . 
步 际 4 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [K,Piancha,xdpiancha,xk,yk] =dQiedqai2(x0,zol,ddmax) 
其 中 输入 的 量 :初始 值 x ,允许 最 大 选 代 次 数 ddmax (和 迭代 次 数 达 到 时 运行 后 输 
出 信息 和 迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 ddmax ') 及 (相对 ) 精 度 lol 都 是 具体 给 定 
的 数值 ,然后 运行 即 可 运行 后 输出 迭代 次 数 夺 满足 精度 io! 的 根 的 近似 根 ”、 它 
的 函数 值 wx =eo(x*)、 相 邻 两 次 和 迭代 的 偏差 piancha = 1x -和 -1 和 它 的 相对 误差 
xdpiancha = | 和 -和 ZIzi1 的 值 ( 参 见 例 2.4.5). 
例 2.4.5 求 巡 -3x+1=0 在 0.3 附 近 的 根 , 精 确 到 4 位 小 数 . 
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解 (1) 构造 迭代 公式 和 =p(xzx)， 
改写 原 方程 为 等 价 方程 *= (x+1)/3. 这 时 p(x*) = ( 闪 +1)73 ,初始 值 为 
xo =0.5, 迁 代 公 式 
si, =(+1)X3 (=0,1,2，…). 
(2) 利用 迁 代 法 的 MATLAB 程序 2 计算 精确 到 4 位 小 数 的 根 的 近似 值 7 
和 和 途 代 次 数 上 于 
@ 保存 名 为 aiedai2 .mm 的 M 文 件 . 
@ 建立 M 文件 fun .m 
functiony=fun(xy) 
Yy=(x”5+1I) LI; 
@@ 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,piancha,xdpiancha,xk,yk].=diedai2(0.3,1e-4,100) 
田 运行 后 输出 的 结果 
[k,piancha,xdpiancha,xk,yk] = 
0 0.03414 0.10218 0.30000 0.33414 
1 0.03414 0.10218 0.33414 0.33472 
2 0.00058 0.00173 0.33472 0.33473 
3 0.00001 0.00004 0.33473 0.33473 
k =3;ypiancha =1.206089525390697e -0054 
Xxdqpiancha =3.603129477781680e -005; 
Xk =0.3347;YKk =0.3347 . 
注意 (1) 当 迭 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 ddmax =1 时 ,运行 程序 [k,pi- 
ancha,xdpiancha,xk,yk] =diedai2(0.3,1e -4,1I), 得 根 的 近似 值 y = 
0. 334 72 不 满足 精度 le -4. 
(2) 若 将 初始 值 改 写 30 后 输入 如 下 程序 
>> [Kxk,piancha,xdpiancha,xk,yk]j =dieqaai2(30,1e-4,100) 
则 运行 后 输出 的 结果 
[kx ,piancha,xdqpiancha,xk,yk] = 
1 8.1000e+006 1.0000e+000 8.1000e+006 .1623e+034 


2 1.1623e+034 1.0000e+000 1.1623e+034 7.0697e+169 
3 7.0697e+169 1.0000e+000 7.0597e+1659 Im 
4 In Na Im InE 
5 NaN NaN In In 
99 NaN NaN Inf In 
100 NaN Na 工 D 工 In 


和 迭代 次 数 超 过 给 定 的 最 大 值 sdmax 
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Warning: One or more output arguments not assigned during call to'diedqai2 ' . 
piancha =NaN; xdqpiancha =NaN; Xxk =Inft; Yk =Inf. 
其 中 NaN 表示 不 定 值 ，Inf 表示 正 无 穷 大 .此 迭代 数列 发 散 .这 说 明和 迭代 数列 
的 敛 散 性 不 但 与 迭代 公式 有 关 ,还 与 初始 值 有 关 . 
例 2.4.6 求 Sx-e =0 的 一 个 实 根 ; 精 确 到 4 位 小 数 . 
解 (1) 先 确定 方程 5x -e =0 的 实 根 的 分 布 情况 . 
适当 调整 x 的 范围 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
3 二 29718B28 050335 坟 三 体 世人 2 了 
plIot(x,Y)， 
grid,gtext('Y =5X-exp(x)") 
画 出 函数 几 xz) =5x -e- 的 图 像 如 图 2 -14. 从 曲线 所 x) 与 xx 轴 的 交点 可 以 看 出 ， 
在 图 形 所 表示 的 x 的 范围 内 ,此 方程 有 2 个 实 根 , 分 别 位 于 x =0.25 ,2.5 附近 . 








图 2-14 


(2) 构造 迭代 公式 =ep(Cxx). 
改写 原 方程 为 等 价 方程 x =e"7]5 ,这 时 wp(*) =e7《5, 取 初始 值 为 ze =0. 25， 
和 迭代 公式 
SS 
(3) 利用 和 迭代 法 的 MATLAB 程序 2 计算 精确 到 4 位 小 数 的 根 的 近似 值 7 
和 和 迭代 次 数 天 
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@ 保存 名 为 aiedaai2 .m 的 M 文 件 . 
Q@) 建立 M 文件 fun .m 
functiony =fEun(x) 
e =exp(T); YY=e” 文 /5 ; 
@ 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,piancha,xdqpiancha,xk,yk] =daiedai2(60.25,Ie-4,100) 
图 运行 后 输出 的 结果 ( 略 ). 运行 次 数 为 大 =5 ,精度 为 le -4 的 根 的 近似 值 
为 x, =0.259 2; 其 函数 值 为 y, =0. 259 2; 偏 差 为 piancha =3.046 6e -005 ;其 绝 
对 误 关 为 xdpiancha = 1.175 6e -004. 
例 2.4.7 求 2e-x=0 在 0.85 附近 的 一 个 近似 根 ,要 求 精度 e =10“. 
解 (1) 求 欠 代 公式 . 
将 方程 2 -x=0 化 为 同 解 方程 x=2e“, 得 到 迭代 公式 
人 
(2) 用 搜索 法 判断 根 所 在 的 区 间 ， 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> xX=0.85:0.01:0.90,e=exp(1);E=2.*e.” (一 X) 斑 
运行 后 输出 结果 
和 三 SS 0 .8600 0.8700 0 .8800 0 .8900 0 .9000 
E=0.0048 -0.0137 -0 .0321 -0.0504 --0 .0687 -0.0869 
可 见 ,所 求 的 根 在 开 区 间 (0. 85 ,0. 86 ) 内 ， 
(3) 建立 M 文件 fun .m 


functiony=fun(x) 
e =2.718281828;,y=2*re-(-x)i 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,piancha,xdpiancha,xk,yk] =diedaai2(0.85,1e-6,100) 


(5) 运行 后 输出 的 结果 经 过 整理 列 人 表 2 -7: 



































0 0. 004 829 9 0. 005 650 1 0. 850 000 0 0. 854 829 9 
1 0. 004 829 9 0. 005 650 1 0. 854 829 9 0.850 711 1 
入 0.004 118 8 0. 004 841 5 0.850 711 1 0. 854 222 2 
3 人 0.003 511 1 0.004 110 3 0. 854 222 2 0. 851 228 2 














和 vs 
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续 表 








， 
0. 852 604 8 





0. 000 002 0 0. 852 606 3 

























51 0. 000 001 7 
52 0. 000 001 4 0. 000 001 7 0. 852 604 8 0. 852 606 1 
53 0. 000 001 2 0. 000 001 4 0. 852 606 1 0. 852 605 0 

















54 0. 000 001 2 0. 852 605 0 


0. 000 001 0 0. 852 605 9 


由 表 2 -7, 可 见 和 迭代 序列 收敛 . 又 因为 迭代 上 =55 次 的 函数 值 y = 
0. 852 605 , 且 最 后 相 邻 两 次 迭代 值 的 偏差 pianrcha = 8. 797 880e -007; 其 相对 误 
差 为 xdpiancha =1.031 88le -006. 所 以 ,迭代 值 x =0. 852 606 是 要 求 的 根 的 
近似 值 . 

例 2.4.8 当 “ 取 适当 值 时 , 圆 (x -9)” + 和 =aw 与 抛物 线 y=x 相 切 ,试用 
迭代 法 求 切 点 横 坐 标的 近似 值 , 要 求 不 少 于 5 位 有 效 数 字 . 

分 析 ”因为 两 条 曲线 相 切 ,在 切 点 处 的 函数 值 相等 且 导 数 相 等 . 所 以 可 以 列 
出 切 点 横 坐 标 应 该 满足 的 关系 式 ,然后 用 迭代 法 求 之 . 

解 (1) 求 两 条 曲线 相 切 的 条 件 . 

因为 y=x” 的 导数 y' =2x;(* -9) + 六 =o 的 导数 7 满足 2(x* -9) +27'7 
=0, 由 两 条 曲线 相 切 的 条 件 ,可 得 

2(x -9) +2.2x .xx =0, 即 2x +x-9=0. 

(2) 下 面 介 绍 两 种 找 方程 的 有 根 区 间 的 方法 . 

方法 1 作 图 法 . 

首先 取 * 得 较 大 区 间 [ -20,20] ,在 工作 窗口 输入 程序 


>> X= -20:0.1:20; =2.X. “3 + 式 -93DLot(Xx,E) 


0. 852 605 9 








0. 852 605 2 


SEEriQyGEextEg 上 三 ZX 3 十 X=- 9 
运行 后 得 函数 fx) =22 +x -9 的 图 形 ( 见 图 2-15(a)). 由 图 可 见 ,方程 在 
[ -5,5] 上 有 根 , 画 出 在 [ -5,5] 上 (xz) 的 图 形 ( 见 图 2 -15(b)) ,可 见 扎 zx) 在 
(1,2) 内 有 唯一 实 根 . 
方法 2 试 值 法 . 
在 工作 窗口 输入 程序 
>> Xk= =20:20; tk 三 2 。sXK: 3 +Xk -9;[xki;fk] 
运行 后 整理 得 结果 填 和 人 表 2 - 8. 由 此 可 见 ,f(1) = -6 <0,/(2) =9>0, 因 此 
(xz) =0 在 (1,2) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
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图 2 -15 
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表 2-8 


pregroETOEDDEDED 全 轩 
函数 值 六 |-16 029|-13 746|-11 691 -9852| -8207| | -6774 -5511| -4416| -3 477 


3 





函数 值 太 








Xk 











函数 值 大 











和 


函数 值 大 


和 16 
函数 值 凡 | 8 199 | 9834 | 11 673 | 13 728 | 16 011 


(3) 用 和 迭代 法 求 根 . 
中 构造 迭代 公式 为 Xk+1 一 [ (9 一 和 )VZ2] 人 =0,1 5 
1 +2 


@ 取 x = 2 宇 汪 3 


@) 建立 并 保存 下 面 的 M 文件 fun .m 
functionyYy=fun(x) 
芝兰 帮 和 一 让 褒 帮 和 治 ) 
由 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,piancha,xdpiancha,xk,yk] =diedaai2(1.5,1e-4,100) 
@) 运行 后 整理 得 结果 如 下 表 2 - 9: 
表 2-9 























0. 053 62 1.553 .62 








0. 003 71 1. 549 91 















1. 550 10 





1. 550 14 


由 于 piancha = lx, -xz < 二 xl10 一 , 故 取 * ”=x =1.550 1, 即 可 保证 有 5 位 有 





78 第 二 章 ” 非 线性 方程 (组 7 的 数值 解法 


效 数 字 . 因此 ,两 曲线 切 点 的 横 坐 标 为 1. 550 1 


习题 2.4 





SS 
1. 证 明 对 任何 初始 值 xs se 及 ,由 和 迭代 公式 


， = 芋 + 二 人 =0,1.2， 
才 


所 产生 的 迭代 序列 ix ,对 于 和 1 都 收 化 于 V2. 

2. 用 选 代 法 求 方 程 e -4x =0 的 实 根 ,精确 到 三 位 有 效 数 字 . 

3. 判断 能 否 用 和 迭代 法 求 下 列 方程 的 数值 解 ,如 果 不 能 , 试 将 方程 改写 成 能 用 和 迭代 法 求解 
的 形式 . 

(1) xs=(cosx+sinx)/4; (2) xx=4-2-. 

4. 求 方程 ze -1 =0 的 一 个 实 根 ,要 求 精度 e = 10 一 . 

S. 设 近似 值 m = So =35.70 具有 四 位 有 效 数 字 , 计 算 中 无 伟人 误差 , 试 分 析 分 别 用 递 推 
公式 

7 =57, -142.8 和 5，， = 本 5， -142.8 


计算 ?和 $o 所 得 结果 是 否 可 靠 . 


2.5 人 迭代 过 程 的 加 速 方法 及 其 MATLAB 程序 


对 于 收 和 敛 的 迭代 过 程 , 只 要 和 迭代 足够 多 次 ,就 可 以 使 结果 达到 任意 的 精度 ， 
但 有 时 迭代 过 程 收敛 缓慢 ,从 而 使 计算 量变 得 很 大 ,因此 ,迭代 过 程 的 加 速 是 个 
重要 的 问题 . 


2.5.1 加 权 和 迭代 法 


设 xx 是 根 * ”的 某 个 近似 值 , 用 选 代 公 式 zs =ep(2) (=1,2,…) 校 正 一 
次 得 
zl1=o(Cxr)， 
而 由 微分 中 值 定 理 , 有 
zx” =o EC- ) (在 妈 与 x 之 间 )， 
假设 w'(x) 在 所 考察 的 范围 内 改变 不 大 ,近似 地 取 某 个 近似 值 为 工 , 则 有 
2 一 X 一 (ze )， (2.9) 


* 1 - 也 
多 17 一 一 一 


1 -了 工 “ 
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这 就 是 说 , 若 将 迭代 值 京 ,与 wx 加 权 和 迭代 平均 , 即 取 上 式 右 端 为 
1 了 


_ _ 了 ，- 
Air1 二 7Xerl Tt + 本 7742 一 和 ) ， 
则 xx ,是 比 吉 ,+ 更 好 的 根 的 近似 值 . 这 样 得 到 加 权 迁 代 的 公式 为 
Xp 31 =o(x) ， 迭代 ， 


_ 了 、 (5E=0,1,2,…)， (2. 10) 
Mk+1 二 和 kt+1 +T (Rs -和 )， 改 进 


用 加 权 和 迭代 的 公式 (2. 10) 求 方程 根 的 近似 值 的 方法 称 加 权 和 迭代 法 . 
2.5.2 ”加权 迭代 法 的 MATLAB 程序 


(一 ) 加 权 选 代 法 的 MATLAB 主 程序 

加 权 先 代 法 的 MATLAB 主 程序 

已 知 初始 值 x 精度 ol 和 和 迭代 公式 凡 ,， =e( 凡 ) , 求 满足 精度 iol 的 近似 

根 *x 和 它 的 函数 值 yx, 及 迭代 次 数 天 

根据 加 权 和 迭代 的 公式 (2. 10) 和 已 知 条 件 , 编 写 一 个 名 为 jasuaa.m 的 M 
文件 如 下 : 


functionfk,xk,yk] =jasudd (x0,tol,L,ddmax) 
xl1(1) =X0; 














for 1 =1:， Qdmax 
x(iIi+l)=fun(xl(z)); 
xl(i+l)= x(i+1)+L8(x(ir+l)- xi))《 人 1-L); 
piancha =abs(xl(i+1l)-xl(i)); 
xdqpiancha = piancha abs(xl(i+1))+eps)i 
=i+l;xk=xl(i);yyk=fun(xt(i))3s[Ci-1I) xkyk] 
if(Ppiancha <tol) I(xdqpiancha < tol) 
Kk=i-1lixk=xl(i)i 
TeturDni; 
end 
endq 
E ii>aQdmax 
disp(' 迭 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 damax ') 
K=i-1l;xk=xi(i);[(i-1)xkyk]; 
Yeturna; 
endG 
P=[(i-1),xk,yk]'; 


(二 ) 使 用 加 权 和 迭代 法 的 MATLAB 程序 求 方程 fxz) =0 的 近似 根 ( 精 度 为 
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io1) 的 步骤 
步骤 1 把 给 定 的 方程 所 x) =0 改写 成 容易 迭代 的 形式 * =p(xz) , 求 荆 =P (xo); 
步骤 2 建立 M 文 件 fun .nm 
“functiony =fun(x) 
Y=P(Ux); 
步骤 3 保存 名 为 jasuddm 的 M 文 件 ; 
步骤 4 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,xk,yk] =jasuadd (x0,col,L,dqdmax) ， 
其 中 输入 的 量 : 初 始 值 xm 尼 =p'(xzo) ,允许 最 大 迭 代 次 数 ddmax (从 代 次 数 超过 
给 定 的 ddmax 时 ,运行 后 输出 信息 :' 迭 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 damax ') 及 精 
度 to! 都 是 具体 给 定 的 数值 ,运行 后 输出 迭代 次 数 有 满足 精度 如 ! 的 近似 根 六 和 
它 的 函数 值 yx = ep(z) (参见 例 2.5.1)， 
例 2.5.1 用 (2.10) 式 求 2e -xx=0 在 0.85 附近 的 一 个 近似 根 ,要 求 精 
度 se = 10 -5. 
解 (1) 取 op(x) =2e ,xx =0.85, 则 p'(x)= -2e 一 -0. 855 , 故 
(2. 10) 式 的 具体 形式 为 
2 1 =2e 和 欠 代 ， 
Mk41 三 和 +1 + ( 吉 。 -5 )， 改进 . 
(2) 建立 并 保存 名 为 funm 的 M 文 件 
functionyYy=fun(Xx) 
e=exp(1);y=2"e”(-Xx); 
(3) 保存 名 为 jasudad.m 的 M 文 件 . 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,xk,yk] =jasudd (0.85,1e-6,-0.855,100) 
(5) 运行 后 输出 结果 
[KK,xk,yk] = 
1.00000000000000 0.85260370028041 0.85260703830561 
2 .00000000000000 0.85260549975491 0.85260550406236 
3.00000000000000 0.85260550207699 0.85260550208255 
k =3;Xxk =0.8526063;yYk =0.852606 . 
注意 ” 例 2.4.7 和 迭代 55 次 得 到 精度 e =10“ 的 根 的 近似 值 wx =0. 852 606 ， 
而 这 里 只 要 迭代 3 次 得 出 相同 的 结果 ,可 见 加 权 和 迭代 法 的 效果 是 相当 显著 的 . 
然而 ,此 和 帮 代 法 有 个 缺点 ,由 于 其 中 含有 导数 w'(*) 的 有 关 信 息 工 ,实际 使 用 不 方 
便 . 下 面 的 艾 特 肯 加 速 方法 改进 了 这 个 缺点 . 
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2.5.3 艾 特 表 (Aitken) 加速 方法 
将 迭代 值 如 ,=9p(x) 再 迭代 一 次 ,得 


志 :1 三 (51). 
而 由 微分 中 值 定 理 , 有 
2 -X ”=0 (El -2 ) (在 到 与 之 间 ). 
假设 wx) 在 所 考察 的 范围 内 改变 不 大 ,近似 的 取 某 个 近似 值 为 工 , 则 有 
2 一 YX 一 (二 )， 
将 上 式 与 式 (2.9) 联 立 ,消去 未 知 的 二, 有 
和 1 一 区 和 一 和 
和 一 
由 此 得 
人 _ ( 吉 到) 
机 坟 2 
取 上 式 右 端 作为 新 的 改进 值 , 记 作 
7 一 到 11) 
和 221 十 
这 样 得 到 加 速 欠 代 的 公式 不 再 含有 导数 的 信息 ,但 是 它 需 要 两 次 迭代 . 其 具体 计 
算 公 式 为 


Xik+1l 二 和 +l 一 


x+1 =9p(%r) ， 迭代 ， 
人 ， 和 迭代， (2. 11) 
站 进 ， 


和 1 一 2 十 Xi 
用 式 (2. 11) 计 算 方程 zx=ep(x) 的 近似 根 的 方法 称 为 艾 特 肯 加 速 方法 . 
例 2.5.2 用 艾 特 肯 加 速 方法 求 方程 FKx) = 盖 +4x -10=0 在 x =1.5 附 


近 的 近似 根 , 取 p(x) = \/ 了 2- ,精确 到 lz -和 1 <10 


解 取 9(z) = \/z -根据 艾 特 表 加 速 选 代 公式 得 


10 
4 十 xx” 


-三 10 、 
Mk+i 二 4 十 到 迭代 ， 


一 一 2 
辣 (2 一 和 ) 
和 kr+L 二 和 kt 一 





迭代 ， 


XA+1 二 





国 ?9 
区 1 一 2 十 
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取 x =1.5, 当 大 =0 时 ， 


_ / 10 / 10 
区 | 三 44+ = 4 5=1.348 400， 


=1.367 376 ， 











4+1.348 400 世 400 
咎 
2 1. 365 265. 


当 上 =1 时 ， 








十 和 -5 365 265 =1. 365 226， 


人 

广 10 - 

4 十 元 ， - /6 = 1365 231， 
%> 一 








- 一 元) 


一 2 无， 十 和 1 


=1. 365 230. 


当 大 =2 时 ， 








10 
天 + 二 =A47T1365230-136 230， 


和 人 1 365 230， 


《5 一 2) 


X3 一 2X3 二 MXa 
因为 lz: -=x1<10… ,所 以 用 艾 特 肯 加 速 方法 求 方程 Xx) =0 在 xo =1.5 附 近 的 
近似 根 为 x; =1. 365 23. 


2.5.4 艾 特 肯 加 速 方法 的 MATLAB 程序 


(一 ) 艾 特 肯 加 速 方法 的 MATLAB 程序 
艾 特 肯 加 速 方法 的 MATLAB 程序 
已 知 初 始 值 x 、 精 度 iof 和 选 代 公 式 zx =e( 公 ) , 求 满足 精度 tol 的 近似 
根 *x 和 它 的 函数 值 xy, 及 和 迭代 次 数 计 PP= [有 ,xl ,x2 ,xz ]. 
根据 艾 特 肯 加 速 法 的 公式 (2. 11) 和 已 知 条 件 ， 编写 一 个 名 为 Aitken.m 的 
M 文件 如 下 : 


function [Kk,xk,yk,p] = Aitken (x0,olL，dqdmax) 








=1. 365 230. 


X3 二 %3 一 








X(1) =X0; 


for 1 =1: Qdqmax 
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xl(i+l)=fun(x(i));x2(i+l)=fun(xl(i+1)); 
X(i +1) =x2(1 +1) -(x2(1 +1) -xL(i +l1)) "2Mx2(i +1) -2rxt(i+Ll) + x()); 
Piancha =abs(x(i+1l)-x(i)); 
xdqpiancha = Piancha 人 abs(x(i+1l))+eps); 
=i+lyxk=x(i)jsyk=Efun(Cx(i))i; 
t(Piancha <tol) |(xaqapiancha <tol) 
K=i-1l;ixk=x(i)iyk=fEfun(x(i))im=[0,1: 1-1]; 
pP=[m' ,xl ,x2 ,x']; 
returni 
end 
enaQ 
It 工 >QdqmaxX 
qisp(' 和 迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 damax ') 
k =I-1;xk =x(i)3yk=fun(x(i))2m=[0,1: -1];p=[m ,xl',x2 ,x] 
returni; 
enQ 
m=[0,1:1-1];p=[m' ,xl ,x2 ,x']; 
(二 ) 使 用 艾 特 肯 加 速 方法 的 MATLAB 程序 求 方程 凡 x) =0 的 近似 根 ( 精 
度 为 lo1) 的 步骤 
步骤 1 把 给 定 的 方程 妃 x) =0 改写 成 容易 欠 代 的 形式 *=9p(z). 
步骤 2 建立 M 文件 fun -m 
functiony =fun(x) 
7Y=op(x); 
步骤 3 保存 名 为 Aitken.m 的 M 文 件 ; 
步骤 4 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [Kk,xk,yk,p] = Aitken (x0,tol，ddmax) 
其 中 输入 的 量 :初始 值 x、 允 许 最 大 迭代 次 数 ddmaox (和 迭代 次 数 超过 ddmax 时 ， 
运行 后 输出 信息 :' 迁 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 adamax ') 及 精度 zol 都 是 具体 给 
定 的 数值 ,运行 后 输出 和 迭代 次 数 驮 满足 精度 tof 的 近似 根 x 和 它 的 函数 值 ye = 
2(zx) 的 值 ( 参 见 例 2.5.3). 
例 2.5.3 用 艾 特 肯 加 速 方法 求 2e -xx=0 在 0.85 附近 的 一 个 近似 根 ,要 
求 精度 = = 10 “. 
解 (1) 取 w(x) =2e 一 ,xo =0.85. 
(2) 建立 M 文 件 fun .nm 
functiony=fun(xy) 
xl =exp(1);Y=2" xl (一 x); 


(3) 保存 名 为 Aitken.m 的 M 文 件 . 
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(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [Kk,xk,yk,p] = Aitken(0.85,1e-6,，100) 
(5) 运行 后 输出 结果 

KX =3,xk =0.85260550201343 ,yk =0.85260550201373 

P = 0 0 0 0.85000000000000 
1.00000000000000 0.85482986389745 0.85071110652484 0.85260683568607 
2 .00000000000000 0 .85260436491811 0 .85260647150826 0.85260550201407 
3 .00000000000000 0.85260550201343 0.85260550201398 0.85260550201373 

注意 (1) 例 2.5.1 与 例 2.5.3 比较 可 知 , 艾 特 肯 加 速 方法 和 加 权 选 代 法 
都 适 代 3 次 得 到 精度 es = 10 的 根 的 近似 值 wx =0. 852 606 相同 . 

(2) 用 命令 x =solve('2 "2.718281828`( -x) -x=0 ), 求 得 方程 
2e- -xx=0 的 根 为 x=0.852 605 502 079 988 982 669 281 424 164 67 , 将 欠 代 3 
次 的 艾 特 肯 加 速 方法 得 到 根 的 近似 值 0. 852 605 502 079 99 与 加 权 选 代 法 得 的 
结果 0. 852 605 502 076 9%9 与 根 x 比较 可 看 出 ,前 者 比 后 者 的 精度 高 . 


习题 2.S 





1 分 别 用 迭代 法 和 艾 特 肯 加 速 方法 求 方程 ve" = 1 在 0.5 附近 的 近似 根 和 它们 的 选 代 次 
数 ,精确 到 e =10 

2、 分 别 用 加 权 选 代 法 和 艾 特 肯 加 速 方法 求 方程  -x - 1 =0, 在 给 定 区 则 [1,2] 上 的 近 
似 根 ,精确 到 e = 10… 

3， 用 艾 特 肯 加 速 方法 求 方程 * -2 =0, 在 给 定 区 间 [0,1] 上 的 近似 根 ,精确 到 = = 10… 

4 分 别 用 加 权 选 代 法 和 艾 特 肯 加 速 方法 求 Xx) = 只 +4 - 10 =0 在 加 =1.5 附 近 的 近 
似 根 , 取 p(z) = \/ ,精度 到 1zxt,， - 怀 1 <10… ,再 用 二 分 法 求 区 间 [1,2] 内 的 近似 根 ,并 


将 三 种 方法 的 计算 结果 进行 比较 . 


2.6 牛顿 (Newton) 切线 法 及 其 MATLAB 程序 


2.6.1 牛顿 切线 法 

这 是 一 种 具体 的 构造 选 代 公 式 的 方法 . 

(一 ) 牛顿 迭代 公式 

设 方程 MKxz) =0 的 根 ** 的 近似 根 是 %, 则 上 态 *) 在 点 作 泰 勤 (Taylor) 展 
开 , 去 掉 2 阶 及 2 阶 以 上 项 ( 即 线性 化 ) 后 得 
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所 2 一 所 全) + (全 一) 
设 /(x) 天 0, 用 xi 代替 右 端 的 *, 由 /xz) =0 就 得 到 和 迭代 公式 








国 二) _ 
xi (=0,1,2，). (2. 12 ) 
这 相当 于 选择 迭代 函数 为 
gp(z) =x- 友 沁 ) (2. 13) 


(xy， 
称 迭 代 公式 (2. 12 ) 为 牛顿 选 代 公式 (简称 牛顿 公式 ) , 它 是 局 部 收敛 的 . 用 牛顿 
公式 求 方程 根 的 方法 称 为 牛顿 切线 法 . 

(二 ) 牛顿 公式 的 几何 意义 

如 果 把 牛顿 公式 (2. 12) 的 左 端的 xx 用 到 代替 ,得 

及 = 扩 zi) + (zx) xz 一 32) (=0)1)2，) 

表示 曲线 y = 几 x) 在 点 (xj7i)) 处 的 切线 . 所 以 ,牛顿 公式 的 几何 意义 如 图 
2-16 所 示 . 设 zx 是 方程 六 *) =0 根 的 一 个 近似 值 , 过 点 (xo,Axo)) 作 曲线 y = 
xz) 的 切线 WMN, 它 与 轴 交 于 点 % jixi 作为 根 的 新 的 近似 值 , 过 点 (2 ,7 和 ) ) 作 
曲线 y =7Ax) 的 切线 WiN, 它 与 轴 的 交点 即 为 mixs 作为 根 的 新 的 近似 值 , 如 
此 继续 下 去 得 到 序列 xz ,xz ，… 当 此 点 列 {xi+f 收敛 到 方程 扩 xz) =0 的 根 x* 时 ， 
可 求 出 满足 精度 要 求 的 近似 根 鼠 ( 见 图 2 -16). 这 就 是 牛顿 切线 法 名 称 的 由 来 ， 
可 以 看 出 它 是 线性 化 与 选 代 法 的 结合 . 





图 2-16 牛顿 切线 法 的 几何 意义 


2.6.2 牛顿 切线 法 的 收敛 性 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 和 迭代 法 的 收敛 性 
为 进一步 研究 收敛 速度 问题 ,引入 阶 的 概念 . 
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定义 2.2 设 由 迭代 公式 xy =9p(x) 得 到 的 迭代 序列 |x 寻 收敛 于 方程 
xx=o(x) 的 根 x”, 记 es = -xz ，, 若 


Jim -= ex0 (其 中 闻 为 一 正 数 ) (2. 14) 


称 序 列 | xi 是 忆 阶 收敛 . 特别 地 ,P =1 时 称 线性 收敛 ,p > 1 时 称 超 线 性 收敛 ， 
已 =2 时 称 平方 收 伍 . 显然 ,P 越 大 收敛 速度 越 快 . 
定理 2.5 设 由 迭代 公式 xx, =p(x) 得 到 迭代 序列 fx , 若 wp (x) 在 所 
求 的 根 “的 某 个 邻 域内 (> ” ) 连 续 , 且 
pz) = op) =0,p(x) 天 0， (2. 15) 
则 和 迭代 序列 fx 在 所 求 的 根 ”的 邻 域 U(** ) 内 是 忆 阶 收 敏 
证 明 利用 w(x) 在 x* 的 泰勒 展开 


DP(z) =D(x ) + )(xz 一 X ) 二 + 一 X”)2 二， 


(2. 16 ) 
并 注意 到 MX +1 =9p(xx) ,X =p(xZ ) 和 ex 二 和 -YY”, 由 (2. 16 ) 式 得 


《P) 二 
ee (2.17) 


于 是 根据 阶 的 定义 中 (2. 14) 式 , 若 pw'(x” ) 关 0, 则 [xi 是 1 阶 收敛 (线性 收敛 ) ; 
车 o(i) = =op20(0z) =0,9m(xz ) 关 0, 则 txslp 阶 收敛 .证 毕 . 

例 2.6.1 分 别 判 别 例 2. 4. 1 中 下 面 的 两 个 选 代 公式 对 于 在 单 根 *”= 
ViT-1 附 近 的 任意 初始 值 的 收敛 速度 . 

(1) x，;，=10[(x, +2);i (2) xi = 和 (x+2x -10)/(2x +2). 

解 〈1) 因为 对 于 和 迭代 公式 (1) 对 应 的 迭代 函数 = p:(z) =10/(z+2)， 
pi(z) = -100(z +2)2,93(0x7) 关 0, 所 以 ,由 定理 2.6.1 知 ,对 于 在 单 根 x* 附近 
的 任意 初始 值 由 从 代 公式 (1) 生 成 的 迭代 序列 fs, 都 是 工 阶 收敛 (线性 收敛 ). 

(2) 对 于 收敛 很 快 的 牛顿 切线 法 的 迭代 函数 

X =b3(X) = 和 一 ( 迷 +2x -10)X(2x+2)， 
可 以 算出 pig(x" ) =0,93(x* ) 关 0, 故 1zi 是 平方 收 伍 . 

由 此 可 知 ,如何 选择 p(x) 构 造 欠 代 公式 ,对 于 收敛 速度 是 至 关 重要 的 . 

(二 ) 牛顿 切线 法 的 局 部 收 钱 性 

定理 2.6 设 x* 是 方程 Kx) =0 的 根 ,函数 风 x) 在 “的 某 一 邻 域 U(z” ,5) 
(其 中 0<5 <1) 内 具有 二 阶 连续 导数 , 选 代 函 数 为 p(z) =x -大 , 当 =<s 
D(x* ;6) 时 ,op(z) EU(x' ,8). 对 于 和 EU(x ,5) ,牛顿 欠 代 公式 (2. 12) 产 生 的 : 
和 迭代 序列 为 tx 
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(1) 如 果 


好 


LA sx 了 








1 (xz )1 = 


那么 迭代 序列 } xs 收银 于 * 


(2) 如 果 x* 是 屹 z) =0 的 单 根 , 那 么 迭代 序列 {si 寻 在 “附近 是 二 阶 收敛 
的 , 即 平方 收敛. 且 


(2. 18 ) 











1 Xi 一 和 _ 7(Cx ”) 
(2 )” 2810x 7 ) 
(3) 如 果 * 是 xz) =0 的 二 重 根 ， 那么 迁 代 序列 和 | 在 和 峙 近 是 一 阶 收 
伍 , 即 线性 收敛 的 , 且 重 数 越 高 收敛 越 慢 . 


| 2 (se Ore ) ns)- 
证 明 〈1) 因为 g(z) = -六 区 ,所 以 me) = 人 人 用 ,ee ) = 


广 人 -根据 定理 2. 4. 1 知 (1) 显然 成 立 , 

CD) 若是 Ja) -9 且 单 要好 Hz:) -oute: yzou7vte yxg 骨 
pg'(z ) =0,pr(x* ) 0. 这 时 ,由 定理 2. 6.1 可 知 , 迁 代 序列 jx 在 ** 附 近 是 平 
方 收 伍 的 . 

由 泰勒 公式 

0 =Hw) =7mi) +7(s) (er -二 ) + 人 (w 和) 
其 中 二 在 x 与 姑 之 间 ， 
-Kaa) = 太 (a) (er -二 ) + 全 (wm 


ar 
太 G 0c 

















in set lin) Ce) 
bz (5727 ) 
(3) 当 *" 是 护 x) =0 的 二 重 根 时 ,p'(*”) 关 0, 根 据 定 理 2. 6. 1, 不 难看 出 
(3) 显然 成 立 . 
说 明 (〈1) 牛顿 切线 法 局 部 收敛 的 充分 条 件 是 1p'“(x” )1 <1. 
(2) 若 * 是 几 x) =0 的 单 根 , 则 牛顿 切线 法 收敛 速度 很 快 . 若 ** 是 二 重 根 
时 ,牛顿 切线 法 收敛 速 度 很 慢 , 且 重 数 越 高 收敛 越 慢 . 
例 2.4.1 中 收敛 很 快 的 迭代 公式 xy = 全 -( 妈 + 和 -14)《(2xe +1), 正 是 
用 的 牛顿 切线 法 . 
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(三 ) 判别 牛顿 切线 法 的 局 部 收 伍 性 的 MATLAB 程序 
判别 牛顿 切线 法 的 局 部 收 和 伍 性 的 MATLAB 主 程序 
根据 牛顿 切线 法 局 部 收 钼 的 条 件 1p'(x* ) 1 = 人 
输入 的 量 :* 是 方程 Kx) =0 的 根 * ”或 满足 1x。 -xx 1<<1l 的 初始 值 x,， 
本 数 所 x) 及 其 一 阶 导 数 . 广 (x) 和 二 阶 导 数 .六 (xz) ; 
输出 的 量 :1p'(x )1 或 1p/(xo)1 的 值 . 如 果 1e'z  )1<1 或 1p'(xo)1< 
1 时 ,运行 后 输出 信息 ' 恭 喜 您 ! 此 迭代 序列 收敛 ,中 (x) 的 导数 值 的 绝对 值 
y = lab(x) ~x Il 和 方程 E(x) =0 的 函数 E(x) 的 值 E 如 下 '; 否 则 ,运行 后 输 
出 信息 ' 请 注意 观察 下 面 显 示 的 中 (x) 的 导数 值 的 绝对 值 y = ia 中 (x) 避 x 1 | 
和 方程 EC(x) =0 的 函数 人 (x) 的 值 工 ' 
根据 牛顿 切线 法 局 部 收敛 的 条 件 和 方程 xx) =0 的 函数 疙 x*) 及 其 一 、 二 阶 
导数 ,编写 程序 ; 


function [y,E] =newjushou(xy) _ 
ff=fndq(x);fz=fnq(x)*addqafna(x) 人 (dfnq(x)) “2 +eps); 
YY=abs(fz); 
if(y<1) 
disp(' 恭 嘉 您 ! 此 和 迭代 序列 收敛 ,中 (x) 导 数值 的 绝对 值 y = ld 
(x) /ax | 和 方程 f(x) = 0 的 函数 f(x) 的 值 如 下 ') 





< |. 

















el1Sse 
qisp('" 请 注意 观察 下 面 显 示 的 $(x) 的 导数 值 的 绝对 值 Y = lab(x) /ax | 
和 方程 f(x) =0 的 函数 E(x) 的 值 研 ') 
enQ 
P=[y,E]'; 
(四 ) 选取 初始 值 x。 的 方法 
对 于 一 般 的 方程 所 xz) =0 来 说 ,人 们 很 难 求 出 它 的 全 部 精确 解 ,所 以 牛顿 
切线 法 局 部 收敛 的 条 件 (2. 18 ) 很 少 被 直接 应 用 . 人 们 最 关心 的 问题 是 :在 不 知 
道 方程 所 xz) =0 根 的 精确 值 的 情况 下 ,如 何 取 初 始 值 xo ,使 式 (2. 12) 产 生 的 和 迭 
代 序 列 {xs} 收 和 敛 到 要 求 的 方程 根 . 这 个 问题 我 们 可 以 用 下 面 的 方法 解决 : 
(1) 首先 用 作 图 法 画 出 函数 7x) 的 图 形 ,根据 图 确定 拟 x) =0 的 根 *” 的 位 
置 ,并 取 初 始 值 x ,满足 xz 与 x 的 距离 ixe -x 1<1. 当然 ,1xo -* ”1 越 小 越 好 . 
(2) 用 牛顿 切线 法 的 局 部 收敛 性 的 MATLAB 主 程序 判别 由 初始 值 xs 和 式 
(2. 12) 产 生 的 迭代 序列 fxtj 的 伍 散 性 ,如果 xo 满足 
所 zxo)A (xzo) 


0< 9 5) | TO 








<|， (2. 19 ) 





2.6 和 牛顿 (Newton) 切 线 法 及 其 MATLAB 程序 89 


那么 ,一 般 情 况 下 ,此 和 迭代 序列 i xi 收敛 到 方程 几 x) =0 的 根 , 且 此 根 是 与 初始 
值 x 下 离 最 近 的 根 . 
说 明 lxo-x 1<1 且 0<19'(x)1<1l 是 牛顿 切线 法 局 部 收敛 的 充分 条 
件 . 否则 ,产生 的 欠 代 序列 jx 可 能 不 收 伍 到 方程 AXx) =0 与 初始 值 x 距离 最 
近 的 根 , 甚 至 发 散 , 见 下 面 几 种 情况 : 
(1) 如 果 0<le'(xo)1<1 且 lxo-2 1>1, 则 此 和 迭代 序列 | xs 收敛 的 根 不 
一 定 是 与 初始 值 wx 臣 离 最 近 的 根 ( 见 例 2.6.6 中 xo =8). 
(2) 如 果 9 (5) =0 且 lxo-* 1 和 0, 则 此 选 代 序 列 {x 不 一 定 收 伍 
( 见 2.6.4 目 牛顿 切线 法 的 缺陷 中 (2) 的 举例 ). 
(3) 如 果 Ie'"(x)1>1 且 lxe-x 1<1l 时 ,这 个 初始 值 所 产生 的 和 迭代 数列 
tx 有 时 也 收敛 到 离 它 最 近 的 根 , 即 | xs 是 局 部 收 往 的 ( 见 后 面 的 例 2. 6. 6 中 
xo =2). 这 说 明 1e'(xo)1<1 是 充分 条 件 , 非 必要 条 件 . 
例 2.6.2 用 牛顿 切线 法 的 局 部 收敛 性 判别 方程 esin x =4 的 近似 根 时 ,由 
下 列 初 始 值 xo 产生 的 和 迭代 序列 是 和 否 收敛 ? 
(1) xs= -1 (2) so=0; (3) 和 =13 (4) xz =2; (35) %o =5.5; 
(6) xo =8. 
解 (1) 保 存 名 为 newjushoum 的 M 文 件 . 
建立 并 保存 名 为 fnqm 的 M 文 件 
function E=fna(x) 
e=exp(1); ft=4-e x+ysin(Xx); 
建立 并 保存 名 为 sftna .mn 的 M 文 件 
function dy =dfnaq(x) 
e=exp(1); dy= -exy(sin(x) +cos(x)); 
建立 并 保存 名 为 dafng.m 的 M 文 件 
function qdqy =ddqftnq(x) 
e=exp(1); ddqy= -2*+e” xykcos(x); 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [y,E] =newjushou( -1) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 观察 下 面 显示 的 中 (x) 的 导数 值 的 绝对 值 y = lda(x) -ax ! 和 方程 E(x) =0 的 天 
数 E(x) 的 值 上 
Y = 
139 .5644 
人 = 
4.3096 


说 明 实际 上 ,这 个 初始 值 所 产生 的 迭代 序列 [xs 发散 , 见 例 2. 6. 6， 
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(2) 输入 程序 
>> [y,f] =newjushou(0) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 观察 下 面 显示 的 b(x) 的 导数 值 的 绝对 值 y = 1ab(x) -x1 和 方程 E(x) =0 的 函 
数 (x) 的 值 开 
Y = 
8.0000 
f = 
4 
说 明 实际 上 ,这 个 初始 值 所 产生 的 和 迭代 序列 fx 收敛 到 方程 的 根 
2. 925 32 ,而 不 是 收敛 到 离 它 最 近 的 根 1. 400 81, 即 不 是 局 部 收敛 的 , 见 例 2. 6. 6. 
(3) 输入 程序 
>> [y,f] =newJjushou(1) 
运行 后 输出 结果 
恭喜 您 ! 此 和 迭代 序列 收 往 ,$(x) 导 数值 的 绝对 值 Y = lab(x) -x | 和 方程 f(x) =0 的 郴 
数 E(x) 的 值 上 如 下 
Y = 
0.3566 
E = 
工 -.7126 
说 明 实际 上 ,这 个 初始 值 所 产生 的 选 代 序 列 {xs} 收敛 到 离 它 最 近 的 根 
1. 400 81 , 即 1x,} 是 局 部 收敛 的 , 见 例 2. 6. 6. 
(4) 输入 程序 : 
>> [y,E] =newjushou(2) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 观察 下 面 显示 的 b(x) 的 导数 值 的 绝对 值 Y = lab(x) /ax Il 和 方程 E(x) =0 的 函 
数 f(x) 的 值 开 
Y = 
工 -.2593 
于 = 
-2.7188 
说 明 虽然 y =1.259 3 >1, 不 满足 牛顿 切线 法 局 部 收敛 的 条 件 1p (”… ) 1 
<1. 但 是 ,实际 上 , 这 个 初始 值 所 产生 的 和 迭代 序列 {1x| 收 伍 到 离 它 最 近 的 根 
1.400 81, 即 fxi} 是 局 部 收敛 的 . 这 说 明 1w'(xo)1<1 是 充分 条 件 , 非 必要 条 件 
( 见 例 2.6.6). 
(5) 输入 程序 


>> [v,f] =newjushou(5.5) 
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运行 后 输出 结果 
请 注意 观察 下 面 显 示 的 由 (x) 的 导数 值 的 绝对 值 y = lab(x) /ax I 和 方程 E(x) =0 的 函 
数 E(x) 的 值 工 
y - 
1.0447e +005 
于 = 
176 .6400 
说 明 实际 上 ,这 个 初始 值 所 产生 的 迭代 序列 fs 收敛 到 235. 619 ,但 不 是 
此 方程 的 根 ,比较 初始 值 $. 5 与 迭代 值 235$. 619 ,可 见 1x,j 不 是 局 部 收 和 敛 的 , 见 
例 2. 6. 6. 
(6) 输入 程序 
>> [y,f] =newJjushou(8) 
运行 后 输出 结果 
恭喜 您 ! 此 迭代 序列 收敛,(x) 导 数值 的 绝对 值 y = lab(x) /ax | 和 方程 E(x) =0 的 函 
数 E(x) 的 值 E 如 下 
y =- 
0 .4038 
人 = 
-2.9452e+003 
说 明 实际 上 ,这 个 初始 值 所 产生 的 和 迭代 序列 !x 上 收敛 到 方程 的 根 
6. 290 60 ,而 不 是 收敛 到 离 它 最 近 的 根 9. 424 46, 即 不 是 局 部 收敛 的 , 见 例 
2. 6. 6. 


2.6.3 牛顿 切线 法 的 MATLAB 程序 


(一 ) 用 牛顿 迁 代 公式 (2. 12) 求 方程 凡 x) =0 的 近似 根 % 的 一 般 步 骤 

步 际 1 选取 初始 值 xs 和 和 迭代 的 最 大 次 数 gxmax 以 及 精度 e ,计算 扎 xo). 

步骤 2 用 牛顿 迭代 公式 (2. 12) 计算 % ,并 求 出 大 x ). 

步骤 3 判断 ， 

@ 如 果 IKx)1<s, 且 |x -xl|<e 或 |z -zj[|x|<e (其 中 se 是 预先 给 
定 的 精度 ) , 则 选 代 停止 ;否则 ,将 * 和 .Ax,) 代 入 牛顿 选 代 公 式 (2. 12) ,重复 步 
又 2 和 步骤 3. 

@ 如 果 迁 代 的 次 数 超过 预先 给 定 的 最 大 次 数 gxmax, 则 和 迭代 停止 ,屏幕 显 
示 提 示 :" 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax '- 

(二 ) 牛顿 切线 法 的 MATLAB 主 程序 

牛顿 切线 法 求 方程 Fx) =0 的 近似 根 的 (精度 为 lo) 需要 自行 编制 程序 . 
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牛顿 切线 法 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :初始 值 x ,近似 根 科 的 误差 限 如 ,近似 根 的 函数 值 Axis ) 
的 误差 限 名/ ,和 迭代 次 数 的 最 大 值 gsxmax、 函 数 jg (xz*) =JFCxz) 及 其 导数 
dpire(x) = 三 (xz). 

输出 的 量 :和 迭代 序列 {xt、 选 代 天 次 得 到 的 迭代 值 x (和 迭代 次 数 超过 gx- 
max 时 ,运行 后 输出 信息 :' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax ')、 相 
邻 两 次 迭代 的 偏差 piancha = |x -和 -| 和 它 的 偏差 的 相对 误差 xdpiancha = 
| xs 和- |/ ze| 的 值 . 

根据 式 (2. 12) 和 已 知 条 件 编写 一 个 名 为 newtonqx .mm 的 M 文件 : 


function [KK,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtonGx(x0 ,ol ,ftol,gxmax) 











X(1) =X0j; 
for 工 =1:， gxXmaxX 
x(i +1) =x(i) -fnq(x(i)) 人 Madftnq(x(i)) +eps); Piancha =abs(x(i +I) -X(i))3 
xdqpiancha = piancha 人 abs(x(i+1l))+eps)3I=Ii+l; 
xk =x(i);yyk=fnq(x(i));[(i-1)xkykpiancha xdpiancha] 
it (apbps(yk)<ftol)&((piancha <tol) I(xdqpiancha < tol)) 
Kk=i-1;xk=x(i);i[(i-1)xkykpiancha xdpianchaj]i 
etuUrny; 
enaQ 
endQ 
守 E 工 > GXInaX 
aisp(, 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax。') 
K=i-1;jxk=x(i):[(i-1)xkykpiancha xdpiancha]; 
returni 
endQ 
[Ci -1),xk,yk,piancha,xdqpiancha]'i; 
(三 ) 用 牛顿 切线 法 的 MATLAB 程序 求 方程 所 zx) =0 根 的 近似 值 (精度 为 
引 ) 的 步 枝 
步骤 1 保存 牛顿 切线 法 的 MATLAB 主 程序 为 M 文件 ,命名 为 newtonqx .m. 
步骤 2 建立 名 为 fnq.m 的 M 文 件 
functiony=fnq(x) 
y = 所 xz) 
步骤 3 建立 名 为 afnqam 的 M 文 件 
functiony =dQfnq(x) 
7 = xD) 
步骤 4 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
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>> [k,xk,yk,piancha,xdpiancha] =nhewtondqx(X0 ,tol，ftol ，gxmax) 

步骤 5 运行 后 输出 结果 . 

(四 ) 应 用 举例 

例 2.6.3 用 牛顿 切线 法 求 方程 2*” -3x* +1=0 在 xu= -0.4 和 0.9 附 近 
的 近似 根 ,要 求 精度 es =10 一 . 然后 判断 此 方法 分 别 在 方程 的 根 x*” = -05 和 1 
处 的 收敛 速度 . 

解 〈1) 先 求 方程 的 近似 根 . 

@ 保存 牛顿 切线 法 的 MATLAB 程序 为 M 文件 ,命名 为 newtongx . 茵 . 

@) 建立 名 为 fnq.m 的 M 文 件 

functiony=fndqd(x) 
责 三 和 天 性 有 和 人 于 二 
@ 建立 名 为 asftnam 的 M 文 件 


functiony=daftnq(x) 


YE 三 6 本 X 2 一 6 水 区 
田 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> [Kk,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtonqx( -0.4,0.001, 0.001,100) 


@@ 运行 后 输出 初始 值 x = -0.4 的 迭 代 结 果 如 表 2 -10 所 示 . 
表 2 -10 

















迭代 次 数 上 =3, 根 的 近似 值 x, = -0. 500, 它 的 函数 值 y, = -1.759e -013， 
偏差 pianrcha =1.712e -007 和 相对 误差 xdpiarcha =3. 423e - 007. 

如 果 将 步骤 图 命令 中 的 -0.4 改作 0.9, 则 运行 后 输出 初始 值 xs =0.9 的 和 迭 
代 结 果 为 

上 丰 =7;piancha =7.290e -004;xdpiancha =7.295e--004;xzE = 0.999 ; 

yK =1.590e -006. 

〈2) 再 讨论 收敛 速度 

比较 初始 值 分 别 是 xo = -0.4 和 0.9 的 两 组 结果 ,在 xs = -0.4 处 迭代 3 次 
就 得 到 单 根 * ”= -0.5 的 近似 值 xx = -0.500; 而 在 xo =0.9 处 迭代 7 次 才 得 到 
二 重 根 *”=!1 的 近似 值 xx =0. 999. 可 见 ,牛顿 切线 迭代 法 在 单 根 处 的 迭代 速度 
比 二 重 根 处 的 迭代 速度 快 很 多 . 这 正如 前 面 讨 论 的 结果 一 样 , 即 若 x* 是 岂 x) =0 
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的 单 根 , 则 牛顿 切线 法 是 平方 收敛 的 ; 若 * 是 几 x) =0 的 二 重 根 , 则 牛顿 切线 法 
是 线性 收 伍 的 ;我 们 也 可 以 用 阶 的 定义 判断 它们 的 收 伍 速度 . 留 给 读者 证 明 . 

例 2.6.4 在 传染 病 蓝 延 过 程 中 , 当 已 感染 者 (病人 ) 与 易 感 染 者 (健康 人 ) 
进行 接触 时 ,健康 人 会 变 为 病人 , 假设 在 一 个 封闭 的 环境 中 总 人 数 N 不 变 , 记 + 
时 刻 健 康 人 和 病人 在 总 人 数 中 的 比例 分 别 为 x( 纪 和 7Y( 昌 . 设 每 个 病人 每 天 接触 
的 平均 人 数 为 < ( 称 日 接触 率 ) ,于 是 其 中 有 ax 个 健康 人 变 为 病人 ,yw 个 病人 每 
天 使 健康 人 减少 axyw 个 ,所 以 *( 电 应 满足 微分 方程 

Xi) = 一 GXy， (2. 20 ) 

再 假设 病人 每 天 被 治愈 的 比例 为 & ( 称 日 治愈 率 ) ， 即 每 天 治愈 的 病人 数 为 
pyN. 从 增加 的 axyN 中 扣除 减少 的 tyw, 就 是 每 天 病人 数 的 变化 量 , 于 是 7y(b 满 
足 微 分 方程 

7 (1 =axy -07， (2.21) 

对 于 伤风 痢疾 等 痊愈 后 无 免疫 性 的 传染 病 ,病人 愈 后 又 成 为 易 感染 者 ( 健 
康 人 ) ,于 是 总 有 x( 菩 +y(i) =1, 将 此 式 代 和 方程 (2. 20) ,(2. 21) 得 到 关于 
x“(i) ,y( 昌 的 两 个 独立 的 方程 ,很 容易 地 分 别 求解 . 我 们 不 再 讨论 这 种 情况 . 

对 于 天 花 、 麻 疙 等 痊愈 后 有 免疫 性 的 传染 病 , 病人 愈 后 不 会 成 为 易 感 染 者 
(健康 人 ) ,于 是 x(6) +7y( 曲 关 1, 这 时 x(5 ,7y( 纪 是 两 个 独立 变量 ,方程 (2. 20) 、 
(2.21) 要 联 立 求解 . 但 是 由 于 无 法 求 出 x( 旨 ,7y(b 的 解析 解 ,只 能 从 (2. 20)、 
(2.21) 消 去 4 得 到 


玫 = 二 -1r= 侍 (2.22) 


因为 二 表示 传染 期 的 平均 天 数 ,所 以 方程 (2， 22) 中 e 的 含义 是 一 个 传染 期 内 每 


个 病人 接触 的 平均 人 数 , 称 接触 数 . 记 初 始 时 刻 健康 人 和 病人 在 总 人 数 中 的 比例 
分 别 为 ze ,yo ,由 方程 (2. 22) 不 难 解 出 y =7y(Cx)， 

通常 人 们 关心 的 是 ,有 多 大 比例 的 健康 人 不 被 感染 成 为 病人 . 这 可 以 用 传染 
过 程 结束 ( 盖 om ) 时 健康 人 比例 ( 记 作 *。) 来 度量 (可 以 证 明 :一 o 时 病人 比例 
7y。 =0). 

(1) 日 接触 率 ec =1, 日 治愈 率 =0.3,xo =0.98,yo =0.02, 求 x。. 

(2) 提高 卫生 水 平 使 日 接触 率 降 低 为 c =0.6 时 ,结果 如 何 . 若 进一步 改进 
医疗 条 件 使 日 治愈 率 提 高 到 =0. 5 ,结果 又 如 何 . 

(3) 如 果 在 传染 病 蔓延 前 采取 接种 疫苗 的 办 法 ,使 初始 时 刻 易 感染 者 ( 健 
康 人 ) 的 比例 降低 为 x =0.70 (yo =0.02 不 变 ) ,结果 会 发 生 什 么 变化 . 

解 方程 (2.22) 在 初始 条 件 y(xo) =yo 下 的 解 为 


y= 工 mn 和 -x+(z+ 和 ) (2. 23 ) 
IT 5Xo 
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图 2-17 相 轨 线 (2.23) 的 图 形 


是 微分 方程 (2.20) (2. 21 ) 的 相 轨 线 . 根据 *,y 的 含义 , 天 数 y(x) 的 定义 域 为 x 
20,y20,x+ys<l. 用 MATLAB 不 难 作 出 相 轨 线 (2. 23) 的 图 形 , 如 图 2 -17. 由 
方程 (2. 20) 知 x <0, 所 以 轨 线 的 方向 是 从 右 向 左 , 又 由 方程 (2. 22 ) 知 , 当 
x =1Xz 时 dy/dx =0,y(x) 取 得 极 大 值 . 

问题 是 考察 传染 过 程 结 束 (*o ) 时 健康 人 比例 x。 ,因为 二 时 病人 比例 
入 =0( 可 以 从 图 2 -17 直观 地 看 出 ) ,所 以 根据 (2. 23) 式 ,2 (为 简单 起 见 以 下 仍 
记 作 *) 是 如 下 方程 的 根 


Hz) = 工 n 三 -yn + ) =0， (2. 24] 
On 


这 里 用 牛顿 切线 法 的 MATLAB 主 程序 newtonax .ma 求 方程 (2.24) 的 近似 根 . 
先 建立 名 为 fnq.m 和 afng.m 的 M 文 件 
functiony =fEnq(x) 
a=1lyb=0.3; sigma =abix0=0.98;y0 =0.02j; 
YyY=1Aigma* log(xA0) -x+X0+Y0; 
functiony =daftngq(Cx) 
a=1lib=0.3;sSigma =abiy=1/SigmaA -1; 
这 里 迭代 的 初始 值 取 0. 07 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [KK,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtonqx(0.07,1e-5,1e-5,100) 
运行 后 输出 结果 ,整理 得 :迭代 次 数 上 = 5 ,方程 的 近似 根 zx = 0. 039 9, = 
-S$. 306 9e -013. 
读者 不 芒 取 其 他 初始 值 ,观察 会 有 什么 结果 . 
对 于 题目 给 出 的 ,5b,xo,yo 的 不 同 取 值 ,选择 合适 的 和 迭代 初始 值 ,计算 结果 
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如 表 2 -11 所 示 . 可 以 看 出 , 若 日 接触 率 o 由 1 减 小 到 0.6 日 治愈 率 ! 由 0.3 增 
加 到 0. 5 ,传染 过 程 结束 时 健康 人 比例 wx 将 从 0. 039 9 提高 到 0. 196 5 ,再 到 
0. 624 5 ,显然 这 与 提高 卫生 水 平和 医疗 水 平 有 利于 制止 传染 病 的 蔓延 是 一 致 
的 ; 若 用 接种 预防 疫苗 的 办 法 使 初始 时 刻 易 感 染 者 (健康 人 ) 的 比例 降低 为 x = 
0.70 , 则 x, 将 从 0. 039 9 提高 到 0.084 0 (a =1,5 =0.3) ,或 者 从 0. 196 5 提高 到 
0.3056 (ac=0.6,5=0.3), 这 也 与 提高 免疫 率 有 利于 制止 传染 病 的 蔓延 相 一 
致 ,但 是 当 c =0.6,5=0.5 时 ,x, 反 而 从 0.624 5 略 降 至 0. 623 3 ,似乎 有 人 悖 常 
识 , 读 者 可 以 利用 图 形 解释 这 一 现象 . 
表 2-11 上 一 om 时 健康 人 比例 x, 的 计算 结果 










| = | | 和 = 和 1“ | 





















































0.039 9 | -5.506 | 3e -008 1.916 2e -006 
0.196 5|-1.105 7e-010| 4.131 7e -006 2. 103 0e - 005 
0.624 5| -1.734 7e -017| 2.706 2e -009 4. 333 4e -009 
0.084 0 | -3.504 le -016| 3.889 0e -009 4. 628 0e -008 
0.305 6| -4.556 3e-011| 4. 125 6e -006 1. 350 0e -005 
0. 623 3 | -1.734 7e -017| 2.414 7e -009 3. 873 8e -009 














2.6.4 求 Vc 的 方法 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 求 Ve ( 当 是 偶数 时 ,c >0) 的 公式 
设 Ve =x, 则 所 xz) =x" -ec=0. 由 牛顿 欠 代 公式 (2. 12) 得 


天 
Mk -1 一 人 


三 和 xu-i 一 1 《其 中 有 =13233j 《22 
-1 


称 为 求 e 的 半 次 根 Vc 的 和 欠 代 公 于 

(二 ) 求 的 次 根 e 的 MATLAB 主 程序 

用 的 m 次 根 e 的 迭代 公式 求 e 的 近似 值 六 (精度 为 tol) 需要 自行 编制 
程序 . 
求 c 的 次 根 Jc ( 当 半 是 偶数 时 ,c>0) 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 : 初 始 值 x,, 根 指数 n ,被 开 方 数 c,Vc 的 误差 限 lo!, 迁 代 次 数 的 
最 大 值 gxmax. 

输出 的 量 : 和 迭代 序列 {x 上 和 迭代 天 次 得 到 的 迭代 值 x( 和 迭代 次 数 达 到 最 
大 值 gxmax 时 ,运行 后 输出 信息 :' 请 注意 :和 迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 
gxmax')、 相 邻 两 次 迭代 的 偏差 piancha = |x -xi | 和 它 的 偏差 的 相对 误差 
| xdpiancha = |x -2 |Z| 和 | 的 值 . 
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根据 求 。 的 = 次 根 vc 的 和 欠 代 公式 (2. 25) 和 已 知 条 件 ,编写 一 个 名 为 kain- 
fang-m 的 M 文 件 ， 
function [k,xk,yk,piancha,xdpiancha] =kainfang(x0,c,nitol，gxmax) 
X(1) =X0; 
for 土 = 工 : gXmaX _ 
utiy= (xi)n-c)AMnyxx(i) (na-1l));yx(i+l)= xi) -ui); 
piancha =abs(x(i+1l)-x(i)); 
xdqpiancha =Ppiancha 人 abs(x(i+1))+eps); 
=i+1l;ixk=x(i)3yk=fnq(x(iy)); 
[(i -1),xk,yk,piancha,xdqpianchal 
if (Piancha <tol) I(xqpiancha < tol) 
KK=i-1;xk=x(i);yk=fnqa(x(i));[(i-1L),xk， 
Yk,Piancha,xdpiancha]; 
Feturns 
end 
endQ 
工 丰 工 > GXmma 区 
daisp(' 请 注意 : 返 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gsxmax.…) 
k=i-1;yxk=x(i);yyzk=fnq(x(i)); 
[(i-1),xk,yk,piancha,xdpiancha] 
returni 


enaQ 
(三 ) 应 用 举例 
例 2.6.5 求 V113 ,要 求 精 度 为 10 一 . 
解 ” 本题 介绍 四 种 解法 . 
方法 1 用 求 e 的 = 次 根 Ye ( 当 = 是 偶数 时 ,c>0) 的 MATLAB 程序 计算 . 
取 初 始 值 x, = 10 , 根 指数 ”=2 ,被 开 方 数 e=113 ,近似 根 的 精度 to = 10…， 
迭代 的 最 大 次 数 gxmax = 100. 在 工作 区 间 输 入 程序 
>> [K,xk,yk,piancha,xdpiancha]l =kainftang(10,113,2,1e -5,100) 
运行 后 输出 结果 
k =4,piancha =1.610800381968147e -011， 
xdpiancha =1.515313534117706e -012 
Xk =10.63014581273465 ,yYK =1 工 .710910332060509e +009 


可 见 , Vi13=~10. 630 15 ,满足 精度 10 . 
方法 2 用 牛顿 迭代 公式 (2. 12 ) 计算 . 
设 =113 , 则 和 妈 -113 =0, 记 Kx) = 和 刀 -113, 太 (xz) =2x. 由 牛顿 欠 代 公式 
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妙 一 113 1 113 
得 ,zk =xx 一 , 即 沁 .= 到 ( 芭 + (其 中 大 =0,1,2;3，…) 
大 大 


取 初 始 值 xs = 10 ,计算 结果 列 人 表 2 - 12. 
表 2-12 
。 偏差 1xsyi 一 2 


0. 650 000 









10. 650 000 








0.019 836 







10. 630 164 








0. 000 019 





10. 630 146 












0. 000 000 





10. 630 146 


因为 ,迭代 次 数 上 =4 时 ,偏差 lx -=% 1<10 一 ,满足 精度 10 ,所 以 , V113 
一 10. 630 15. 

方法 3 用 牛顿 切线 法 的 MATLAB 主 程序 计算 . 

分 别 建立 名 为 ftndg.m 和 aftnq.m 的 M 文 件 


functiony=fnaq(Xx) 


王 三 基 志趣 :局 汪 下 和 了 
EuanectionYy=aQatacG( 和 ) 


Y =2 六 ; 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,xk,yk,piancha,xdqpiancha] =newtonax(10, le-5,1le-5,100) 
运行 后 ,将 输出 的 结果 列 人 下 表 2 - 13. 迭代 =4 次 ,得 到 精度 为 10 一 的 结果 
V113=10. 630 15. 


表 2-13 
































000 0. 422 500 
4 0. 019 836 0. 001 866 10. 630 164 0. 000 393 
全 0. 000 019 0. 000 002 10. 630 146 














0. 000 000 





10. 630 146 


方法 4 在 MATLAB 工作 空间 输入 程序 


3 
运行 后 输出 
ans =10 .63014581273465 


经 过 四 舍 五 人 后 ,得 到 精度 为 10 一 的 结果 V113=10. 630 15. 
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2.6.5 牛顿 切线 法 的 缺陷 


(一 ) 一 个 实例 

我 们 通过 下 面 的 例子 来 研究 牛顿 切线 法 的 缺陷 . 

例 2.6.6 用 牛顿 切线 法 求 方程 Kx) =4-esinx=0 的 四 个 最 小 实 根 入 
(上 =1,2,3,4) ,要 求 IKz)1<10 .如 何 确定 初始 值 ? 初始 值 选取 对 收敛 速度 
有 何 影响 ? 

解 (1) 确定 初始 值 . 

确定 初始 值 的 方法 有 多 种 ,如 作 图 法 . 试 值 法 、 逐 步 搜索 法 等 . 这 里 用 作 图 法 
确定 方程 4-e sinx=0 的 四 个 最 小 实 根 的 初始 值 . 

在 工作 窗口 输入 程序 

>>X= -4:0.1:4;e=exp(1);f=4-e.^Xx.ksin(x); plot(x,f) 
grid,gtext(' 上 =4-e ”xsin(x)') 

运行 后 画 出 函数 所 xz) =4 -esinx 的 图 形 ( 见 图 2 -18) ,可 见 两 个 最 小 实 根 分 别 
在 区 间 [1,2] 和 [2,3] 内 ,为 确定 方程 Xx) =0 的 近似 解 ,再 画 函 数 败 xz) =4- 
esinx 在 区 间 [1,3] 上 的 图 形 ( 见 图 2 -19) ,可 见 两 个 最 小 实 根 的 初始 值 可 以 分 
别 取 为 1.4 和 2.9. 最 后 画 出 函数 在 [2,10] 上 的 图 形 ( 见 图 2-20) ,可 见 另 外 的 
两 个 最 小 实 根 的 初始 值 可 以 分 别 取 为 6.3 和 9. 4. 





图 2-18 
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图 2 -20 
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〈2) 用 牛顿 切线 法 求 方程 esin x =4 的 四 个 最 小 正 实 根 ,精确 到 10 一 . 
OO xz) =4-ersinx,fr'(x)= -er(sinx +cosx), 牛 顿 迭 代 公 式 

所 wx) 
沪 ) 
@) 建立 名 为 ftngq.m 的 M 文 件 


functiony=fndq(Xx) 





(5E=0,1,2，…). 


MkA+1 二 


e=exp(1);Y=4-e” 人 x+ksin(x); 
@) 建立 名 为 sftnG.m 的 M 文件 
EunctionyYy=dfndq(x) 
e=exp(1);Y= -exk(sin(x) +cos(x) ); 
由 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtonaqx(1.4,1e-5,1le-5,100) 
@ 运行 后 输出 结果 
K = 
2 
XKk = 
1.40081184023081 
YK = 
-6.217248937900877e -015 
piancha = 
9.682842816438608e -008 


Xxdpiancha = 


6.912307947684956e -008 
经 整理 填 人 表 2 - 14. 经 过 迭代 上 =2 次 , 求 得 Hz)1<10 一 的 最 小 实 根 为 
xi 一 1.400 81. 


表 2-14 











在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> [k,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtonqx(2.9,le-5,1e-5,100) 
运行 后 输出 结果 经 整理 填 人 表 2 - 15. 经 过 迭代 有 =3 次 , 求 得 精确 到 10 一 的 第 
二 小 实 根 为 x, =2. 925 32. 
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表 2 -15 








， ”7 ， 
0 














2. 926 180 





0. 012 227 0. 008 947 











2. 925 322 0. 000 013 0. 000 294 





2. 925 321 


同 理 可 得 ,所 求 的 另外 的 两 个 近似 根 分别 为 6. 290 60 和 9. 424 46. 

(3) 讨论 初始 值 选取 对 收敛 速度 有 何 影响 

我 们 以 方程 ersin x =4 的 最 小 实 根 * =1. 400 81( 精 确 到 6 位 有 效 数 字 ) 为 
例 , 用 牛顿 切线 法 讨论 初始 值 选取 对 收敛 速度 有 何 影响 ， 

利用 MATLAB 命令 

>> [k,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtonqx(xu,1le-7,1e-7,100) 

@ 取 初 始 值 x =1.4 时 ,|x, -xzo|=~0.000 81, 经 过 和 欠 代 2 次 , 求 得 精确 到 6 
位 有 效 数 字 的 最 小 实 根 为 wx 1. 400 81. 

@@ 取 初 始 值 w =1 时 ,|x, -xz|=~0.400 81, 经 过 和 迭代 大 =4 次 , 求 得 同样 
结果 . 
图 取 初始 值 x =2 时 ,|x, -xo|=0.599 19, 经 过 和 迭代 上 =5 次 , 求 得 同样 
结果 . 
全 取 初 始 值 xs =3 时 ， |s， 一 xo | 一 1， 599 19 ,经 过 迭代 大 =4 次 , 求 得 = 
2. 925 32 是 另外 一 个 根 . 这 是 因为 1x, -xo1=0. 074 68 , 即 初 始 值 xs =3 在 x*， 附 
近 ,而 离 x,=1. 400 81 较 远 . 

@ 取 初始 值 x, =5.5 时 ,虽然 5.5 在 此 方程 的 另 一 个 根 zx = 6. 290 60 附近 ， 
1lx, -xo1=0.790 60 ,但 是 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>> [k,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtonqx(5.5,1e-7,1e-7,1000) 
则 运行 后 输出 结果 
请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax 
计算 情况 如 表 2 - 16 所 示 . 


表 2-16 













Piancha 
8535/37 
3867Z1007 
317/2133 






7137]730 
22/13533 
26/41225 






1. 960 247e + 102 
4.352 170e + 101 
5. 278 756e + 100 


174777/74 
18156/77 
205017/87 
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续 表 












4 205/8674 5/49848 11781750 1.208 723e + 099 
中 65/114632 1/415531 26625/113 6. 848 663e + 095 
6 浊 水 26625X113 2. 149 462e + 089 
7 李 玉 26625/113 -2.712 145e +088 
8 0 0 26625/113 -2.712 145e + 088 
9 0 0 26625X113 -2.712 145e +088 
10 0 0 26625/113 -2.712 145e +088 
999 0 0 26625/113 -2.712 145e + 088 
1000 0 0 26625/113 -2.712 145e + 088 











由 此 可 见 ,和 迭代 次 数 从 上 =8 到 1 000 时 的 迭代 值 wx =26625/113 , 相 邻 两 次 
迭代 的 偏差 piancha = | 罗 -x 和 | 和 它 的 偏差 的 相对 误差 xdpiancha = 
| 科 一 闷 - |Z|z| 的 值 近似 于 0, 和 迭代 函数 值 yx = -2.712 15e +088 ,此 和 迭代 序列 
收敛 到 26625Z113. 由 程序 

>>X=26625/13,e=exp(1); 
E=4-e^(X) Sin(x) 
运行 后 的 结果 
X = 
2.356194690265487e+002 
上 = 
4.260141448977054e+097 
可 知 ,x, =26625/113 =235. 619 469 026 548 7 不 是 此 方程 的 根 . 由 程序 
>>X=26625413jie =exp(1); 


GE==e>x" (sir(x) +cos( 式 ) ) 


她 插 三 

2.129334624530098e +102 
和 迭代 值 x, =26625/113 也 不 是 函数 Fxz) =4 -esin x 的 极 值 点 .但 是 从 图 2 - 22 
可 以 看 出 迭代 值 x, =266257113 与 方程 Fx) =0 的 根 很 接近 ,如 果 要 求 的 近似 
根 的 精度 不 高 时 ,26625/X113 可 以 作为 近似 根 。 从 理论 上 看 ,因为 一 阶 导 数值 
IF (5.5)1=1-0.765 7511 <1 ,一 般 情 况 下 ,由 初始 值 xs =5.5 产生 的 迭代 序 
列 {x*,} 收敛 到 此 方程 的 根 。 实 际 上 ,计算 机 输出 的 欠 代 序列 {x*}+ 不 精确 地 收敛 
到 此 方程 根 , 其 原因 是 计算 机 硬件 只 支持 有 限 位 机 器 数 的 运算 ,所 以 xz 与 和- 
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”| f4-exsin(x) 





图 2-21 


相 减 时 ,在 计算 中 引入 和 传播 伟人 误差 . 因为 有 效 数 字 的 严重 损失 ,导致 输出 
|x -x_i | 的 结果 为 0, 计算 机 不 能 再 继续 进行 真实 地 计算 ,所 以 ,最 后 输出 的 和 迭 
代 序 列 } xx 不 能 精确 地 收敛 到 此 方程 的 根 . 如 果 输 入 程序 
>> [k,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtonGqx(26625413,1e -7, le -7,100) 
运行 后 屏幕 显示 的 由 初始 值 xy =26625/Z113 产生 迭代 序列 {xi 寻 也 收敛 到 26625/ 
113. 由 初始 值 xe =5.5 产生 的 迭代 序列 !xi+ 不 收敛 到 此 方程 最 近 的 根 的 原因 是 
初始 值 xz。 = 5. 5 与 此 方程 的 最 近 的 根 *: = 6. 290 60 的 距离 1x， - xo 1 一 
0.790 600 ,而 x, =5.5 与 函数 的 一 个 极 大 值 点 x= 上 5. 497 79 之 间 的 距离 是 
0. 002 212 88 (F'(5.497 787) =4.964 53e -005) ( 见 图 2 -21). 由 此 可 见 , 当 
初始 值 ze 与 方程 最 近 的 根 x* "之 间 存 在 极 值 点 时 ,即使 IF "(xo)1<1, 由 初始 值 
xo 产生 的 和 迭代 序列 }xi 也 不 一 定 收敛 到 此 方程 最 近 的 根 x . 
如 果 我 们 在 靠近 此 函数 的 极 小 值 点 取 初 始 值 xs =8.6 时 ( 见 图 2 -20) ,会 
得 到 类 似 的 结果 . 
@ 取 初 始 值 x, =10 时 ,因为 10 在 此 方程 的 另 一 个 根 xs =9.424 46 附近 ,1x: - 
xo| =~:0. 575 545 ,经 过 迭代 丰 =5 次 , 求 得 x, =9.424 46 是 另外 一 个 根 ( 见 图 2 -20). 
@ 取 初 始 值 zx = -1 ,最 大 迭代 次 数 gxmax =100 时 ,输入 程序 
>> [Kk,xk,yk,piancha,xdpiancha] =newtondqx( -1,1e-7,1le-7,100) 


运行 后 屏幕 显示 
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图 2 -22 


请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax . 

Kk =100 

xk = -1 .782907298075927e +018 

Yk =4 

Piancha =1.801439850948198e +016 

xdqpiancha =0 .01010394568967 
如 果 将 最 大 和 迭代 次 数 改 为 gxmax =100000 , 则 运行 后 屏幕 显示 

请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax . 

k =100000 

xk = -1.801421318395326e +021 

Yk =4 

piancha =1.801439850948198e +016 

Xxdqpiancha =1 .000010287739289e -005 

因为 牛顿 切线 法 是 局 部 收敛 的 ,而 -1 离 最 近 的 根 *% 一 1.400 81 的 
|x, -xo|=2.400 81, 由 图 2 -18 可 见 ,曲线 (xz) 在 初始 值 m% = 一 1 附近 非常 平 
缓 , 且 lim (4-esinx) =4, 所 以 ,此 时 产生 的 迭代 序列 | xs 上 发散. 

从 以 上 @ 至 @ 的 讨论 可 见 , 用 牛顿 切线 法 求 方程 的 根 的 近似 值 时 ,初始 值 
的 选取 对 收敛 速度 有 很 大 的 影响 . 为 了 研究 一 般 情况 ,我 们 取 初 始 值 xs = -1 至 
10 ,运行 后 得 到 的 结果 列表 2 - 17. 
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600- 3L8 00L 
ZI0 一 ?9I 0985 5 一 
08IT+39Sy SyL 8 一 
IIO-369 fy95 2 一 

SI0- 39T 8LL 9 
ZI0 一 ?0y Ztty 一 

0I0- ?60 9Z0 
880+35ST ZILZ- 
0 三 39 6 
SIO0- syS ty99 乙 一 
SI0 一 sty9S ty99 一 
SI0 一 sty9 ty99Z- 

让 
NBN 
9I0 一 ?8L 1I88 8 一 

9I0- 368 0t 省 

SIO- 9ts y99 -2 一 
让 


人 


800- 3156 少 
0LI0- ?5y8 
0 
800- 3LZ5 
ZI0- 3990 忆 
600- 3L96 
800- ?099 
0 
5I0- 35C5 
IIO- ?9t0 少 
ZLI0 一 3659 必 
600- 935ZET 
I0 I0T 0I0 0 
NBN 
ZI0- 3560 
800- 3955 
SO= 26 约 发 
$6 50I 0I0 0 








讲 闫 从 环 朋 上 =Y ms,9 融 比 采 等 稚 迎 韦 








L00 一 38 $99 省 
600- 35 165 
0 
L00- 36 760 
II0-35$86Z 
800 一 39 TI0 S 
L00- 3 y95 
0 
ZI0- 3Z 106 9 
0I0- 39 人 t8T 
ZI0- ?St90f 
600 一 30 S$8Z 
9I0+ sy TI08 
NBN 
ZI0- 30 [59 
800-3LI TIL8TI 
ZI0- ?9 fy90T 
9I+stbp TI08 





5 5L9 0 
9 tcy 0 
5 tyz8 0 
StCzy 
上 604 0 
9 06Z 0 
604 0 
9 06L 0 
9 068 0 
9 065 
人 tyL0 TI 
L tyL0 0 
& 695 0 
8 SC9 0 
Z 665 0 
8 00y 0 
8 00y 
8 00by 





站 LLy 0 
ZI0 
S$9Z [Z8 
8 50y 0 
6 tb6oy 0 
6 86LT 
9 L89 ZL 
0Ly ?0T 
S 8S9 C9 
9 9ZZ FT 
SSys 0 
中 6ST 0 
68L [IT5T 9 
66L ZL 
8 6SZT 
9 9S5 0 
0 000 8 
#95 65[ 





8 
00T< 





LT-7Z 举 


9 ycy 6 

9bp tczy 6 

8tZ 6 

09 065 9 

09 065 9 

09 062 9 

9y tczy 6 

61I9 S5C 

9bp yczhy 6 

Z5 5956 

Z5 SC6 7 

Z5 5Z6 7 
8I0+ ?658L TI 一 

NBN 

TI8 00by 

I8 00y 

Z5 $Z6 忆 
ITZ0+ 316 Z8L IT- 





9b tczy 6 
9b tcy 6 
9y tyzy 6 
9b ycy 6 
09 06Z 9 
09 065 9 
09 06Z 9 
09 06Z 9 


09 062 9 


09 06Z 9 
Z85 556 
Z8 SZ6 7 


Z85 5Z6 7 


ZE5 SZ6 民 7 
TI8 00y'T 
T8 00y 
T8 00y'T 
T8 00y'T 
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由 表 2 -17 和 本 例 的 图 形 可 见 , 由 牛顿 迭代 公式 产生 的 选 代 序 列 | zj 收敛， 


速度 与 选取 的 初始 值 x 与 根 距离 和 点 (xo,F(xo)) 附 近 的 曲线 的 陡峭 程度 及 
其 lo'(m)1= 生生 的 大 小 等 因素 有 关 . 本 例 中 , 取 初 始 值 x 与 根 x* 距 
离 lz”-xwol<1.08 且 lo"(xo)1<1 时 ,产生 的 和 迭代 序列 1xsj 收敛 到 与 x 最 近 的 
根 *” ,并 且 1x*”-xo1 和 1e“(xo)1 值 越 小 ,迭代 序列 1x 收敛 速度 越 快 ( 见 x = 
1,3,4,7,10) ,这 与 牛顿 切线 法 具有 局 部 收敛 性 一 致 ;如 果 lx”-xol<0.6 且 1< 
1g'(xo)1 <3.02 时 ,有 些 产生 的 迭代 序列 {s 也 收敛 到 与 ze 最近 的 根 *” (如 知 
=2,6,9 等 ) ;在 函数 极 值 点 的 附近 取 初 始 值 xz ,产生 的 迁 代 序列 fx 有 的 收敛 ， 
但 是 收敛 的 值 不 是 方程 的 根 (如 xz =5.5,8.6 等 ); 如 果 lxz*” -xl<1.5 或 
1p'(xo)1 <73 时 ,产生 的 迁 代 序列 ! xs 有 的 收 伍 到 根 *” ,但 是 * ”不 一 定 是 距离 
方程 最 近 的 根 ( 如 xx =0,5 ,5.4,5.5812, 8 等); 如 果 io'(xo)1>100, 且 lx* - 
xl >2 时 ,产生 的 迭代 序列 | zi 发散 (如 xo= -1 等 ). 

(二 ) 牛顿 切线 法 的 缺陷 

一 般 来 说 ,用 生 顿 切线 法 求 方程 几 zx) =0 的 根 ,如 果 取 的 初始 值 zx 与 方程 
及 xo)f (zxo) 

[| < 当 

xo 与 之 间 不 存在 极 值 点 时 , 则 由 式 (2. 12) 生 成 的 迭代 序列 |xtl 收入 ( 或 近似 
收敛 ) 到 方程 所 xz) =0 的 根 * ”; 当 x 与 x” 之 间 存 在 极 值 点 时 , 则 由 式 (2. 12 ) 生 
成 的 迭代 序列 {x 收敛 (或 近似 收敛 ) 到 方程 x) =0 的 根 *, 但 是 * 不 一 定 是 
与 初始 值 x 距离 最 近 的 根 . 如 果 lxo -x 1>1 或 1p'(xo)1>1, 则 可 能 会 出 现 一 
些 问 题 ,我 们 讨论 如 下 : 

(1) 取 初 始 值 ze 满足 lx -x 1>1 且 Ile'(x)1<1, 由 式 (2.12) 生 成 的 和 挝 
代 序 列 | sx 村 不 一 定 收 伍 到 要 求 的 方程 所 xz) =0 根 . 比如 例 2.6.6 中 ,初始 值 x = 
8,lx, -xl1=1.4245>1 且 lp'(xo)1=0.403 8 <1, 但 是 ,由 式 (2.12) 生 成 的 选 
代 序 列 fx 没有 收 伍 到 距离 8 最 近 的 根 * ”=9. 424 5 ,而 是 收敛 到 另 一 个 根 
6. 290 6. 

(2) 取 初 始 值 zx ,使 p'"(x) =0 且 lx。 -xx "1 关 0 , 则 由 式 (2.12) 生成 的 迁 
代 序 列 f xs 不 一 定 收 仿 , 有 时 发 散 , 有 时 其 中 的 项 重复 或 基本 重复 . 

例如 ,方程 gxe“=0, 取 初始 值 zx =2 时 ,p'(2) =0, 则 由 式 (2. 12) 生 成 的 
迭代 序列 1 xi 为 x， = 4. 000 0，x，=5$. 333 3，xa = 6. S64 1，...， ，xiooo = 
53. 136 7 ,… 绥 慢 地 发 散 到 + oo . 

再 如 ,方程 Kx) = 尝 -xx-3=0 有 一 个 实 根 ** =~1.671 70, 取 初始 值 x, =0 
时 ,lx, -x"1=1.6717>1 且 le'(x)1=0<1, 但 是 ,由 式 (2.12) 生 成 的 迭代 序 








xz) =0 最 近 的 根 * 的 距离 lz -x* 1<1, 且 1p'(xo)1= 
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列 {xx*+ 基 本 重复 (类 似 于 周期 性 的 变化 ) ,不 收敛 , 见 表 2 -18. 
表 2-18 牛顿 切线 法 求 方程 几 z) =* -#-3=0 的 根 










。 














1 3 -27.0000 
2 1 -8.585 7 
3 0.814 4 0.709 9 -1.147 2 -3.362 5 
4 1.140 6 173. 359 5 -0.0066 一 2.993 4 
5 2.993 8 0.997 8 -3.000 4 -27.010 1 
6 1.0386 0. 529 4 -1.961 8 -8.588 7 
7 0.814 4 0.7097 -1.147 4 -3.363 3 
8 1.140 2 157. 130 0 -0.0073 -2.992 7 
9 2. 993 2 0. 997 6 -3.000 5 -27.012 3 
10 1.0386 0.529 4 -1.9619 -8.589 3 
11 0.814 4 0.709 7 -1.147 5 -3.363 4 
12 1. 140 1 154. 013 2 -0.007 4 -2.9926 
13. 2.993 1 0.997 5 -3.000 5 -27.012 8 
995 0.814 4 0.709 7 -1.147 5 -3.363 5 
996 1.140 1 153. 108 2 -0.007 4 -2.992 6 
997 2.993 1 0.997 5 -3.000 5 -27.013 0 
998 1.038 6 0. 529 4 -1.9619 -8.589 5 
999 0.814 4 -3.363 5 
1 -2.9926 








(3) 如 果 .(x) =0 中 的 函数 Fx) 在 区 间 [o, + m ) 单 调 递减 且 几 xz) >0, 取 
初始 值 xs >a, 则 生成 的 选 代 序列 {xx+ 可 能 发 散 到 + o 

例如 ,方程 所 xz) =4xe ”=0, 取 初始 值 xs =2/3 时 ,计算 结果 见 表 2 - 19. 生成 
的 迭代 序列 x+ 缓慢 地 发 散 到 + om ,对 应 的 函数 序列 |(xs)1 收 敛 到 0. 即使 在 牛 


2 人 | 


顿 切线 法 的 MATLAB 主 程序 中 设计 终止 评定 条 件 本 110- , 迁 代 296 次 ,得 到 


的 迭代 值 xw =20. 454 6 , 相 邻 两 个 迭代 值 的 偏差 为 Piancjha =8. 248 9e -010 ,其 绝 

对 误差 为 xdpiancha =4.032 8e -011 ,迭代 值 的 函数 值 为 y, =1.831 6e -025 ,有 可 

能 错误 地 将 * = 296 作为 根 . 由 于 这 个 原因 ,需要 画图 . 输入 程序 
>>x=0:0.01:3;ie=exp(1);E=4*#X.*kexp( -3*+X); 
plot(x,E),grid,gtext('E=4xexp( -3x)") 
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; 仁 4xX exp629 





图 2-23 


由 运行 后 输出 的 图 2 -23 可 以 看 出 ,函数 所 xz) 在 区 间 [2/3, + m ) 内 是 单调 递减 
的 且 态 x) >0. 


表 2-19 牛顿 切线 法 求 4xe “=0 根 










































1 0. 666 7 0. 1.333 3 0.097 7 
2 0. 444 4 0. 250 0 1.777 8 0.034 3 
入 0.410 3 0.187 5 2. 188 0 0.012 3 
4 0.393 2 0. 152 3 和 381 0.004 5 
当 0.382 8 0. 129 1 2.964 0 0.0016 
6 0.375 6 少 at25 3. 339 6 0. 000 6 
吕 0.370 3 0.099 8 3. 709 9 0. 000 2 
8 0. 366 2 0.089 8 4.076 1 0. 000 1 
号 0. 363 0 0.081 8 4.439 2 0. 000 0 
10 0. 360 4 0.075 1 4.799 6 0. 000 0 
98 0.037 5 14. 459 6 0. 000 0 
99 0. 042 4 14.417 1 0. 000 0 





0. 048 8 14. 368 3 0.000 0 
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(4) 如 果 取 的 初始 值 x。 不 满足 牛顿 切线 法 局 部 收 伍 的 条 件 , 即 1p"“(xo)1= 
1 ,那么 ,由 式 (2. 12) 生 成 的 迭代 序列 |xij} 不 一 定 收 敛 ,此 时 ,牛顿 切线 法 求 方程 
Kx) =0 的 根 有 如 下 缺陷 : 

中 当 靠近 函 数 所 xz) 的 极 值 点 取 初 始 值 xs 时 ,由 式 (2. 12) 生 成 的 迭代 序列 
1x| 的 敛 散 性 变化 很 大 . 如 例 2. 6. 6 中 国 ,在 极 大 值 点 *=5.497 8 附近 取 初 始 
值 xs =5.5 时 ,由 式 (2.12) 生 成 的 迭代 序列 { xj 收敛 到 xs =235. 619 ,但 x 不 是 
方程 的 根 ;在 此 极 大 值 点 附近 取 初 始 值 xs =5.4 时 , 迁 代 序列 {xj} 收敛 到 方程 的 
根 9. 424 5 ,而 不 是 收敛 到 离 它 最 近 的 根 6. 290 6. 在 极 小 值 点 x*=8.639 4 附近 取 
不 同 的 初始 值 x =8.6 和 8 会 得 到 类 似 的 结果 . 但 是 在 极 小 值 点 x=2. 356 2 附 
近 取 初始 值 x =2 时 ,由 式 (2.12) 生 成 的 欠 代 序列 fx 收敛 到 方程 的 离 它 最 近 
的 根 *”=1.400 8; 取 x =2.3 时 ,会 出 现 被 零 除 的 错误 ,生成 的 序列 [xx 发散; 
取 xz。 =2.356 时 ,生成 的 序列 !x} 向 - o 发 散 ,请 读者 自己 动手 做 做 看 . 

@) 当初 始 值 x% 与 要 求 的 根 * 距离 较 远 , 且 点 (zxo,/xo)) 附 近 的 曲线 比较 
平缓 , 即 LUF'(xo)1<<1 时 ,生成 的 序列 |x 可 能 发 散 . 如 例 2. 6. 6 的 人 @ 取 初始 值 
xz =-1f(-1)=0.1108 的 情形 . 

国 当初 始 值 x 与 要 求 的 根 * "距离 较 远 ,由 式 (2. 12) 生 成 的 欠 代 序列 | xx 不 
一 定 收敛 到 离 它 最 近 的 根 . 如 例 2. 6. 6 的 表 2 -17 中 , 离 初 始 值 xs =0 最 近 的 根 是 
xs”=1.400 8,lx* -xol=1.4008, 且 矿 (0) = -1. 但 是 ,由 式 (2. 12) 生 成 的 选 代 序 
列 {x,j 收 敛 到 离 它 较 远 的 根 *”=2. 925 3 上 ,这 是 因为 牛顿 切线 法 是 局 部 收敛 的 . 

图 当初 始 值 x。 与 要 求 的 根 xz "距离 小 于 1 时 ,由 式 (2.12) 生 成 的 和 迭代 序列 
tx 不 一 定 收 敛 到 离 它 最 近 的 根 . 例如 xz =5.581 2 和 7 到 它们 最 近 的 根 
6. 290 6 的 臣 离 都 是 0. 709 4, 但 是 前 者 生成 的 迭代 序列 1x* 收敛 到 离 它 较 远 的 
根 x”=9.424 5, 而 后 者 收敛 到 离 它 最 近 的 根 *”= 6. 290 6, 这 是 因为 
1 由 (5.5812)1=72.6876 比 1 大 得 多 ,所 以 {xi 不 是 局 部 收敛 的 ;而 1$ (7)1 
=0.494 9 <1 ,所 以 ix 是 局 部 收敛 的 . 再 如 zx =2 到 它们 最 近 的 根 1. 400 8 的 
距离 是 0. 599 2 , 它 比 1 小 , 且 19'(2)1=1.259 3>1, 但 是 它 生成 的 迭代 序列 
txsjf 收敛 到 离 它 最 近 的 根 *”=1.400 8 ,所 以 fxt} 是 局 部 收 和 敛 的 . 

@ 当初 始 值 zx 使 xz”-xo120.7 且 1 '(xo)1>1, 则 生成 的 迭代 序列 { zx 
有 可 能 离散 振 葛 . 例如 ,jx) = Sarctan 2x, 取 出 值 x =0.7, 则 1 (0.7)1= 
2.6615>1,1x”-xol =0.7. 

在 MATLAB 工作 区 输入 程序 

>> [kk,xk,yk,piancha,xdpianchal =newtonqx(0.7,1e-7,1e-7,， 9000) 
运行 后 输出 结果 

ans = 1.0000 -0.7068 -4.7756 1 .4068 1 .9904 

ans = 2.0000 0 .7251 4.8354 1 .4319 .9748 





ansS = 


ans = 


ans = 


ans = 


忌 开 吕 三 


已 世 号 三 
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-4.9901 


5 .3729 


-6.1903 


7.2825 


-7 了 .8056 


0 .0079 


-0.0000 


0 .0000 


-0.0000 


口 
己 
己 
己 
局 


工 .5004 
1.6988 
2.3703 
5.8019 


55 


-9800 


8 .3219 


2.1487 


人 
n 
人 
~ 
户 


1 
工 
工 
工 
工 


3 .0000 -0.7753 
4.0000 0 .9235 
5.0000 -1.4468 
6 .0000 4.3552 
7.0000 -51.6249 
1.0e+003” 
0.0080 8 .2703 
1.0e+008， 
0.0000 -2.1486 
1.0e+016” 
0.0000 2.8436 
1.0e+016” 
0.0000 -0.6935 
1.0e+016" 
0 .0000 2.8436 
1.0e+016” 
0.0000 -0.6935 
1.0e+016” 
0 .0000 2.8436 
1.0e+016” 
0.0000 -0.6935 
1.0e+016” 
0 .0000 2.8436 


0.0000 


请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax . 


Kk =9000,piancha =3.5371e+016,xdpiancha =1.2439 ， 


Xk =2.8436e+016,yk =7.8540 


可 见 , 人 迭代 第 & = 11 次 以 后 , 相 邻 两 次 迭代 的 偏差 pianchae =3.537 let+ 


016 , 迭 代 值 x, 在 -0. 693 Se +016 和 2. 843 6e +016 之 间 振 荡 . 


3 .5371 


-9352 


-8395 


-6383 


-3322 


.0844 


0.0010 


0 .0000 


0.0000 


0 .0000 


0.0000 


0 .0000 


0 .0000 


0.0000 


0 .0000 
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上 述 情况 表明 ,为 了 按 真实 的 情况 说 明 结 果 , 有 时 只 根据 输出 的 选 代 订 
列 f xi 的 值 x 判断 是 不 够 的 ,因为 即使 xs 收敛 ,收敛 的 值 也 不 一 定 是 方 
程 的 根 . 所 以 ,还 需要 根据 输出 的 迭代 值 的 函数 值 y%, 相 邻 两 次 迁 代 的 偏差 
及 其 相对 误差 xdpiancha 的 值 综合 起 来 分 析 和 迭代 序列 { xx*} 是 否 真 正 收敛 到 
要 求 的 根 . 另外 , 当 求 根 算法 在 给 定 的 最 大 选 代 值 范围 内 没有 找到 根 时 ,发 
出 警告 来 提醒 用 户 是 十 分 必要 的 ( 见 牛 顿 切线 法 的 MATLAB 主 程序 ). 为 了 
克服 以 上 缺陷 ,我们 可 以 采取 以 下 方法 取 初 始 值 x, 求 出 方程 扩 x) =0 的 根 


和 的 近似 值 和 
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步骤 1 首先 用 作 图 法 画 出 函数 .上 zx) 的 图 形 ,根据 图 形 确 定 /zx》 = 0 的 根 
% “的 位 置 ,并 取 初 始 值 x ,满足 xo 与 x” 的 距离 |xo -x ”| <1; 

步骤 2 用 牛顿 切线 法 的 局 部 收敛 性 的 MATLAB 主 程 序 判别 由 初始 值 m 
和 式 (2. 12) 产 生 的 选 代 序 列 {w, } 的 敛 散 性 ,如果 和 满足 
so)F"(xo) 

[LA zx) 

那么 ,一 般 情 况 下 ,此 和 迭代 序列 {s, 收敛 到 方程 扎 z) =0 的 根 x”; 

步骤 3 用 牛顿 切线 法 求 方程 Kx) =0 的 根 ** 的 近似 值 xx ,使 其 达到 要 求 
的 精度 . 


2.6.6 牛顿 切线 法 的 加 速 及 其 两 种 MATLAB 程序 
当 是 方程 Kx) =0 的 mm (m>>2) 重 根 时 ,由 牛顿 切线 公式 (2. 12) 产 生 的 
选 代 序 列 { zx, } 收敛 到 * 的 速度 较 慢 (例如 , 当 m =2 时 ,{ zx] 是 线性 收敛 的 )， 


我 们 要 提高 收敛 速度 ,可 以 有 选择 地 采用 已 知 根 的 重 数 和 未 知 根 的 重 数 两 种 求 
重 根 的 修正 牛顿 切线 公式 . 


0< jw'(xo) | = 


多 








(一 ) 已 知 方程 根 的 重 数 mm 
已 知 方程 妃 x) =0 的 根 x ”的 重 数 普 , 求 重 根 * ”的 修正 牛顿 切线 公式 
-0 .. 
MXK+1 二 和 “F() 人 0 ) (2.26) 


将 产生 二 阶 收敛 (平方 收敛 ) 的 迭代 序列 { xs 上. 

用 选 代 公 式 (2. 26) 求 方程 所 z) =0 的 近似 根 的 一 般 步骤 如 下 : 

步骤 1 选取 初始 值 xy 和 和 迭代 的 最 大 次 数 gxmax 以 及 计算 精度 e, 计 算 
六 zxo); 

步骤 2 用 先 代 公式 (2. 26) 计 算 ,并 求 出 7x) ; 

步骤 3 判断. 

人 电 如 果 |Kx)|<e, 且 |w -xl<e 或 |z -和 H/ lz | <e (其 中 上 是 预先 
给 定 的 精度 ) , 则 选 代 停 止 ;否则 ,将 % 和 .所 xi ) 代 入 和 迭 代 公 式 (2.26) ,重复 步骤 
2 和 步骤 3. 

由 如 果 迁 代 的 次 数 超过 预先 给 定 的 最 大 迭代 次 数 gxmax, 则 迁 代 停止 , 显 
示 提 示 :" 请 注意 : 迁 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax '. 
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| 已 知 方 程 几 x) = 0 根 的 重 数 m, 求 重 根 的 修正 牛顿 切线 法 的 MATLAB | 
主 程序 

输入 的 量 :初始 值 ze ,方程 x) =0 根 x "的 重 数 严 ,近似 根 xx 的 误差 限 
lo/ ,近似 根 的 函数 值 .FA(x) 误差 限 pol ,和 迭代 次 数 的 最 大 值 gxmax 、 函 数 
Jig(x) =Ax) 及 其 导数 djig(x) = (xz); 

输出 的 量 : 选 代 序 列 {x .和 迭代 并 次 得 到 的 选 代 值 妈 ( 和 迭代 次 数 达到 最 
大 值 gxmax 时 运行 后 输出 信息 ' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 
gxmax ') . 相 邻 两 次 迭代 的 偏差 piancha = |x -w-:| 和 它 的 偏差 的 相对 误差 
xdpiancha = | xz 一 Xi 1/ |x, | 的 值 . 

根据 式 (2. 26 ) 和 已 知 条 件 ,编写 一 个 名 为 newtonxz nm 的 M 文 件 : 


function [Kk,Piancha,xdpiancha,xk,yk] =newtonxz(m,x0,tol,ftol ,gxmax) 


X(1) =Xx0; 














for 工 = 工 : ggXImaX 
x(i+1l)=x(i)-m'"fnql(x(i))v(aftna(x(i))+eps); 
piancha =abs(x(i+1l)-x(i)); 
xdpiancha =piancha/( abs(x(i+1l))+eps)ii=i+1l; 
xk =x(i);iyk=fnq(x(i));[(i-1) piancha xdpiancha xk yk] 
if((piancha <tol) 1I(xdqpiancha < tol))&(abs(yk) <ftol) 
k =IL -1; xk =x(i)jiyk=fna(x(i));[(i-1) piancha xdqpiancha xk YyKk] 
ITeturni; 
endQ 
endQ 
夺 E 二 > GXmaxX 
disp(' 请 注意 :和 迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax .…) 
k=i-1;xk=x(i);iyk=ftnq(x(i));[(i-1),piancha,xdpiancha,xk,yk]; 
Teturny; 
endQ 
例 2.6.7 判断 x”=0 是 方程 Kx) =2e”" -9 -6x -2 =0 的 几 重 根 ? 在 区 
间 [0,1] 上 ,分 别 用 牛顿 切线 法 和 求 重 根 的 修正 牛顿 切线 公式 求 此 根 的 近似 值 
所 ,使 其 精确 到 e =10 一 . 
解 (1) 先 判 断 x”=0 是 已 知 方程 的 几 重 根 . 
(xzx) =2e -9 -6x -2， 0) =0; 
大 (xx) =6e" -18x -6， 三 (0) =0; 
三 (xx) =18e” -18， "0) =0; 
mw(x) =54e2r， (0) =54 关 0. 
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根据 定理 2.6. 1 知 ,*”=0 是 方程 几 x) =0 的 三 重 根 . 
(2) 用 牛顿 切线 法 求 近似 根 . 根据 牛顿 欠 代 公式 


XAk+1 


三 Mk 


Xi) 


7 (有 三 01255) 


建立 名 为 fndq.m 和 dfng.m 的 M 文件 









functiony=fnaq(x) 
总 三 已 交 4 工 访 3 辫 三 作 各 全 3 3 天 一 了 
functiony =dftndq(x) 


本 二 JE 无 机 (工交 三 和 二 ES 《3 村) 一 8 天 二 吾 3 


在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,xk,yk,piancha,xdqpiancha] = newtondax (0.5,1e-4,1e-4,100) 


运行 后 整理 结果 列 人 表 2 - 20. 























































































0. 001 05 








0. 002 11 








0. 000 70 


0. 001 41 








0. 000 47 
















0. 000 31 
0. 000 21 




















0. 000 14 








000 00 


表 2-20 

| 0. 144 10 0. 404 89 0. 355 90 0. 
和 0. 107 41 0. 432 25 0. 248 49 0. 168 20 
3 0. 077 45 0. 452 80 0. 171 04 0. 051 46 
4 0. 054 50 0. 116 55 0.015 58 
5 0. 037 69 .477 98 0. 078 85 0. 004 69 
6 0. 025 76 0. 053 10 0. 001 40 
7 0.017 46 0. 035 63 0. 
8 0.011 77 0. 023 86 0. 
号 0. 007 91 495 52 0.015 96 0. 000 04 
10 0. 005 30 497 00 0.010 66 | 0. 000 01 
二 0. 003 54 498 00 0. 007 12 0. 000 00 
12 0. 002 37 498 67 0. 004 75 0. 000 00 
13 0. 001 58 499 11 0. 003 17 0. 000 00 

0. 

0 

0. 

0. 

0. 

0. 

0. 





0. 000 09 


cl|c=lsljeslj=lje=lj=j=lje=lj=lj=l=lj=ljs=j=|s= 
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和 迭代 次 数 上 = 20 ,精确 到 e = 10 -的 根 的 近似 值 是 x, =0. 000 2 ,其 函数 值 是 
yi =S5.752 0e -011 ,收敛 速度 较 慢 . 
(3) 根据 求 重 根 的 修正 牛顿 切线 公式 
厌 妈 ) 
人 
首先 建立 名 为 fnqm 和 afna.m 的 M 文 件 ( 见 (2)) ,在 MATLAB 工作 窗口 输 
入 程序 


Xk+1 三 和 


(有 = 三 Qi 工 2 


>> [k,piancha,xdpiancha,xk,yk] = newtonxz(3,0.5,le-4,1e-4,100) 


运行 后 整理 结果 得 表 2 - 21. 


表 2-21 









0. 432 30 6. 385 79 






0. 067 70 







































2 0. 066 54 57.310 85 0. 001 16 0. 000 00 

3 0. 001 16 3443. 447 27 0. 000 00 0. 000 00 

4 0. 000 43 1. 000 78 一 0. 000 43 -0. 000 00 

5 0. 000 43 9228. 792 13 0. 000 00 一 0. 000 00 

6 0.011 15 1. 000 00 0.011 15 0. 000 01 

7 0.011 12 356. 869 17 0. 000 03 0. 000 00 
0. 000 03 1638. 927 03 0. 000 00 








帮 代 次 数 上 =8 ,精确 到 s=10… 的 根 的 近似 值 是 xx =1.900 3e -008 ,其 函数 
值 是 y =4. 440 9e -016 ,piancha =3.114 5e -005 ,xdpiancha =1638. 927 0 ,是 二 
阶 收敛 (平方 收敛 ). 可 见 , 求 重 根 的 修正 牛顿 切线 公式 比 牛 顿 切线 法 收敛 速度 
快 得 多 . 

(二 ) 未 知 方程 根 的 重 数 

方程 岂 x) =0 的 根 x“ ”的 重 数 未 知 时 , 求 方程 Kx) =0 的 普 重 根 的 修正 牛 
顿 切 线 公式 


&(zk ) 和) 
4 关中 Fe 


产生 的 选 代 序 列 { zx } 是 二 阶 收敛 (平方 收敛 ). 
事实 上 ,如 果 x* "是 方程 F(x) =0 的 站 重 根 , 则 (xz) =(x* -zx )"g(z), 且 
&g(x” ) 关 0, 则 有 





MXk+1 三 2 《 沁 三 他 江 27eo) (2.27) 


二 惑 珊 示 (zx )"g(z) 


(xz) 由 (xx )" 0g(x) +(z-X ) ng (xz) 
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_ (xz -zx )g8(Cx) 
mg(z) +(x -2 )8(x) 
放 * 是 方程 wx) 的 单 根 . 
因为 修正 牛顿 切线 迭代 公式 (2. 27) 的 和 迭代 函数 为 


(2) UN) -到 
ep(x) xy 其 中 zx) 六 


根据 定理 2. 6 可 得 ,由 和 迭代 公式 (2.27) 产 生 的 选 代 序列 {x ]} 是 二 阶 收敛 (平方 
收敛 ). 

用 和 迭代 公式 (2. 27) 求 方程 /x) =0 的 近似 根 凡 的 一 般 步 又 如 下 : 

步骤 1 选取 初始 值 x 和 和 迭代 的 最 大 次 数 gzmax 以 及 计算 精度 es, 计算 
ax) 

步骤 2 用 和 迭代 公式 (2. 27) 计 算 ,并 求 出 Kx ); 

步骤 3 判断 . 

@@ 如 果 |Fz)|<s, 且 |z -zl<e 或 lw -xl/ mm|<e (其 中 是 预先 
给 定 的 精度 ) , 则 和 迭代 停止 ;否则 ,将 % 和 xi ) 代 人 和 迭代 公式 (2. 27) ,重复 步骤 
2 和 步骤 3， 

@ 如 果 迭 代 的 次 数 超过 预先 给 定 的 最 大 迭代 次 数 gxmax, 则 迁 代 停止 , 显 
示 提 示 :' 请 注意 : 选 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax ' 

未 知 方程 凡 x) =0 根 的 重 数 为 , 求 重 根 的 修正 牛顿 切线 法 的 MATLAB 
主 程序 

输入 的 量 :初始 值 x ,近似 根 xw 的 误差 限 如 ,近似 根 % 的 函数 值 妃 xx) 误 
差 限 fio1, 和 欠 代 次 数 的 最 大 值 gxmax、 函 数 jg(x) =F(x) 及 其 一 、 二 阶 导数 
djg(z) =/(x) 和 ddfjag(x) = 广 (x)， 

运行 后 输出 的 量 : 选 代 序 列 {xx}、 选 代 拓 次 得 到 的 和 迭代 值 mx( 夺 代 次 数 
达到 最 大 值 gxmax 时 ,运行 后 输出 信息 ' 请 注意 : 选 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 
gxmax ') . 相 邻 两 次 迭代 的 偏差 piancha = | xx -xx-,| 和 它 的 偏差 的 相对 误差 
xdpiancha = | xi 一 2 1/ |x, | 的 值 . 


根据 式 (2. 27) 和 已 知 条 件 , 现 编写 一 个 名 为 newtonxzl .mm 的 M 文件 


function [k,piancha,xdpiancha,xk,yk] = newtonxzl(x0,tol, ftol， 























GXxmax) 
Xx(1) =Xx0; 
for 工 =1 :gxXxmaX 
u(i) =fnq(x(i))/afnq(x(i)); 
du(i) =1-fna(x(i))*adfnq(x(i))/((aftna(x(i))) 2+eps); 
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x(i+1l)=x(i) -ui)vau(i)ypiancha =abs(x(i+l)-x(i)); 
xdqpiancha =piancha/( abs(x(i+1l))+eps); 
工 = 守 +134 xk =Xx(iz)3Yk=fnq(x(Ci)); 
if ((pPiancha <tol) I(xdqpiancha < tol))&(abs(yk) <ftol) 
k =-1;xk =x(i)3yk=fnq(x(i));[(i-1) piancha xdpiancha xk yk] 
returni 
end 
end 
守 E 工 > gXmaX 
qisp(' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax.…) 


k =i -1;xk=x(i);yk=fndq(x(i));[(i-1) piancha xdqpiancha xk yk]; 
TetuULzny 


end 


例 2.6.8 用 未 知 重 数 的 求 重 根 的 修正 牛顿 切线 法 , 求 方程 2e” -9x” - 
6zx -2=0 在 区 间 [0,1] 上 的 根 ,使 精确 到 se =10 一 ,并 且 与 例 2.6.7 的 结果 
比较 ， 

解 (1) 建立 并 保存 名 为 fnga.m 和 dfnq.m ( 见 例 2.6.7); 

(2) 保存 名 为 newtonxzl.m 的 M 文 件 ; 

(3) 建立 并 保存 名 为 addafng .m 


functiony=ddfnq(x) 


e=exp(1);yY=18*e (3*xX) -18; 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> [k,piancha,xdpiancha,xk,yk] =newtonxz1(0.5,le-4,1le-4,100) 


运行 后 整理 结果 得 表 2 - 22. 


表 2 -22 














0. 599 23 6. 038 57 
























-0.008 18 

性 
公 0. 096 98 43. 054 85 一 0. 002 25 一 0. 000 00 
3 0. 002 25 1778. 327 84 一 0. 000 00 0. 000 00 





an 











0 0 





-0. 000 00 


即 和 欠 代 丰 =4 次 ,piancha =0，xdpiancha =0，x, = -1.265 9e -006，y =0. 
这 些 结果 与 例 2. 6.7 的 结果 比较 见 下 表 2 - 23. 
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表 2-23 


7 

















未知 重 数 的 
。 修正 牛顿 切线 法 


二 






和 迭代 次 数 天 20 











根 的 近似 值 *， .1.855 7e -004 1.900 3e -008 -1.265 9e -006 
偏差 priancha 9. 277 Se - 005 3.114 5e - 005 0 
相对 误差 xdpiancha 4.999 Se -001 1638. 927 0 0 
x 的 函数 值 5.752 0e -011 4. 440 9e -016 0 
收敛 速度 线性 收敛 平方 收敛 








可 见 , 未 知 重 数 的 修正 牛顿 切线 法 的 和 迭代 次 数 和 偏差 最 小 ; 且 根 的 精度 最 
高 ;已 知 重 数 的 修正 牛顿 切线 法 的 迭代 次 数 比 牛 顿 切 线 法 少 12 次 , 比 未 知 重 数 
的 修正 牛顿 切线 法 多 4 次 ;三 者 中 用 牛顿 切线 法 求 得 的 近似 根 的 误差 最 大 . 


习题 2.6 





1. 求 方程 esin x=2 的 两 个 最 小 根 ,精确 到 6 位 有 效 数 字 . 如 何 确 定 初 始 值 ,初始 值 选取 
对 收敛 速度 有 何 影响 ? 

2. 求 V119 的 近似 值 ,精确 到 s =10 一 . 

3. 求 下 列 方程 在 给 定 区 间 上 的 数值 解 ,精确 到 = =10 一 . 

(1) x-cosx=0,，[0,1]; (2) 妈 +2x +l10x =20，[1,2]. 

4. 若 x 是 所 x*) =0 的 单 根 , 证 明 在 牛顿 切线 法 中 

二 全 一 和 

te 全 二 27 ) 

5. 判断 *”=0 是 方程 ex -1=2x(1+x) 的 几 重 根 ? 在 区 间 [0,1] 上 ,分 别 用 牛顿 切线 法 
和 两 种 求 重 根 的 修正 牛顿 切线 公式 求 此 根 的 近似 值 x' ,使 精确 到 ==10 ,并 且 进行 比较 . 

6. 证 明 决 定 平方 根 VO (Q@=0) 的 公式 


去 = 寺 (二 | 人 三 


是 牛顿 切线 迭代 公式 的 一 种 特殊 情况 . 
7. 求 V3 ,精确 到 se = 10 ". 
8 导出 找 0 的 产 次 根 VYO (O@>=0) 的 迭代 公式 


人 
sa (=1,2,3,…)， 
PxXAk-1 
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应 用 第 8 题 的 选 代 公式 ,寻找 2 的 一 个 三 次 根 ,准确 到 10 

10， 用 牛顿 法 求 2sin z = 达 的 两 个 最 小 实 要 ,精确 10… ,了 到 不 同 的 初始 值 计算 ,运行 后 
输出 根 的 近似 值 .近似值 的 函数 值 和 选 代 次 数 ,分 析 两 个 根 的 收 和 全域 ;再 用 选 代 法 求解 (可 构 
造 不 同 的 迁 代 公式 ,如 = V55in7 等 ) ,进行 比较 . 

11. 判断 *”=V5 是 方程 Xz) = 达 -4z* +4=0 的 几 重 根 ? 在 区 间 [1,2] 上 ,分 别 用 牛顿 
切线 法 和 两 种 求 重 根 的 修正 牛顿 切线 公式 求 此 根 的 近似 值 wm ,使 精确 到 e。 = 10 -“ ,并 且 进 行 
比较 

12. 已 知 重 数 m, 证 明 : 重 根 的 修正 牛顿 切线 公式 
xi) 
广 (xx) 
将 产生 二 阶 收敛 (平方 收敛 ) 的 选 代 序 列 { zx 上 、 





(=0,1,2,) 


MXhx1 二 一 于 
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割 线 法 又 称 弦 截 法 、 弦 位 法 . 弦 割 法 和 弦 法 . 

牛顿 切线 法 的 突出 优点 是 收敛 速度 快 , 但 它 也 有 明显 的 缺点 :公式 中 含有 导 
数 , 当 /x) 较 复杂 时 ,使 用 不 方便 . 为 了 避免 切线 法 计算 导数 的 麻烦 ,我 们 现在 
设法 利用 一 些 函 数值 Kx) ,F(x-,),… 来 回避 导数 值 /" (xx ) 的 计算 . 下 面具 体 
介绍 割 线 法 . 


2.7.1 割 线 法 


已 知 方程 Kx) =0 的 两 个 近似 根 xx 和 x-,， 把 牛顿 迁 代 公式 
了 人 帮 
(zs) 
在 -ee 1) 


(FE=0,1,2,…) 


Mk+1 二 和 一 


中 的 导数 矿 (zxs) 用 差 商 代替 ,整理 后 得 


AD 一 Xe _1) 
xs) -7 ) 
称 割 线 和 迭代 公式 ,用 此 公式 求 方程 Kx) =0 近似 根 的 方法 称 割 线 法 . 

现在 解释 割 线 法 的 几何 意义 . 如 图 2 - 24, 曲 线 y = (xz) 上 横 坐 标 为 x 和 
x_i 的 点 分 别 记 作 PP 和 已 ，, 则 割 线 P,P，_, 的 方程 为 


yz) 站 -xz ) (上 =0,1,2,…). 


令 y=0, 即 得 到 式 (2.28) ,其 中 风 , 是 割 线 已 P，_ ,与 轴 交 点 的 横 坐标 ,把 
xi 作为 根 和 的 新 的 近似 值 . 过 点 PCxxti ,7Cxzs) ) 和 户 作 制 线 已 P， 交 区 


-Mk+1 二 和 一 


(=0,1,2,…) (2.28) 
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图 2-24 割 线 法 的 几何 意义 


轴 于 wx% ,> ,再 把 xz 作为 根 * ”的 新 的 近似 值 . 如 此 继续 下 去 ,得 到 点 列 zxo,x， 
2 当 此 点 列 { xs 收敛 到 方程 所 xz) =0 的 根 x* “时 ,可 求 出 满足 精度 要 
求 的 反 ( 见 图 2 -24). 这 就 是 割 线 法 名 称 的 由 来 ,可 以 看 出 它 是 线性 化 与 选 代 法 
的 结合 . 

割 线 法 的 收敛 速度 比 牛 顿 切线 法 稍 慢 (可 以 证 明 , 割 线 法 是 局 部 收敛 的 ,对 
于 单 根 其 收 伍 阶 数 是 1. 618 , ) ,并 且 需 要 两 个 初始 值 x,x, 开始 迭代 . 


2.7.2 割 线 法 的 MATLAB 程序 


(一 ) 用 割 线 法 求 方程 扩 x) =0 的 近似 根 六 的 一 般 步 骤 

步骤 1 选取 初始 值 x ,xz 和 迭代 的 最 大 次 数 gxmax 以 及 计算 精度 =, 计算 
扩 xo) xi) 

步骤 2 用 割 线 和 迭代 公式 (2. 28 ) 计 算 ,并 求 出 扎 w); 

步骤 3 判断 . 

中 如 果 | Kx: ) <2, 且 | > 一 多 1 | <2 或 | xa 一 Xi 1/ | > | <e (其 中 上 是 预先 
给 定 的 精度 ) , 则 选 代 停止 ;否则 ,将 ,xi ,Fax ) 和 上 帮 s) 代 入 割 线 迁 代 公式 
(2.28) ,重复 步骤 2 和 步骤 3. 

@ 如 果 人 迭代 的 次 数 超过 预先 给 定 的 最 大 次 数 gxmax , 则 和 迭代 停止 ,显示 提 
示 :" 请 注意 : 克 代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax '- 

(二 ) 割 线 法 的 MATLAB 主 程序 

用 割 线 法 求 方程 Kx) =0 的 近似 根 * (精度 为 lo) 需要 自行 编制 程序 - 
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| 市 线 法 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :初始 值 x01,x02 ,要 求 的 近似 根 的 误 善 限 fol,x* 的 函数 值 
ALxx) 的 误差 限 .jio!, 达 代 次 数 的 最 大 值 gxmax 及 其 函数 ,jg(x) ; 

输出 的 量 : 和 迭代 序列 {x 迭代 并 次 得 到 的 和 迭代 值 x (和 迭代 次 数 超过 最 
大 值 gxmax 时 运行 后 输出 信息 ' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 
gxmax ')、. 相 邻 两 次 选 代 的 偏差 piancka = jx --, | 和 它 的 偏差 的 相对 误差 
xdpiancha = | zx 一 2 1/ | x, | 的 值 . 加 

使 用 初始 值 xx 和 xx ,根据 式 (2. 28) , 现 编写 一 个 名 为 gexian.m 的 M 

文件 : 











function [kxk,piancha, xdpiancha,xk,yk] = gexian (X01, x02,tol， 
ftol ,gxmax) 
x(1) =x013x(2)=x02; 
for 工 =2 :gxXmax 
ul(i) = fng(x(i))*(x(i)-x(i-1)) vi) = fnq(x(i)) -fna 
(x(i -1))3 
x(i+l)=x(i)~ ui)vCvi)); piancha=abs(x(it+l)-x(i)); 
xdqpiancha = piancha/( abs(x(1i+1))+eps);i=i+lyxk= xi); 
yk = fnq(x(i));[(i-2) piancha xqpiancha xk yk] 
if (abs(yk) <ftol)&(( piancha <tol) I(xdpiancha< tol)) 
k=i-2;xk=x(i);yk=ftnq(x(i))3[(zz -2) piancha xqpi- 
ancha xk Yk]; 
TetuUrmn; 
enGQ 
emnod 
守 工 > gxmaXX 
daisp(' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax . 
k = 夺 -z;xk=x(i)yyk=ftnq(x(i));iEi-2)piancha xdpiancha xk yk]; 
TetUrDn; 
end 
(三 ) 应 用 举例 
例 2.7.1 用 割 线 法 求 方程 Xx) =e” -3x =0 的 一 个 实 根 的 近似 值 w ,使 
精确 到 e = 10. 
解 〈1) 用 作 图 法 确定 初始 值 yo 和 xo. 
在 工作 窗口 输入 程序 


>> X= -2:0.0001:2; e=exp(1); 
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和 三 和 
入 了 人 二 好， 
gtext(' E=exp(2x) -3x?*2') 


运行 后 画 出 函数 的 图 形 ( 见 图 2 -25) ,可 见 在 区 间 ( -1,0) 内 有 一 个 实 根 . 取 初 
始 值 xi = -0.4 和 xx = -0.3. 


对 
1 
六 三 包 而 本 襄 局 剖 4--------4--------j---- 


ep.37 





2-25 xz) =ex -3x3 的 图 形 


(2) 建立 名 为 fna.m 的 M 文 件 


function E = fnaq(x) 

全 这 已 并 页 三 汪 生 放生 全 芝 信 二 二 本 人 
(3) 保存 名 为 gexian.m 的 M 文 件 ; 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> [k,piancha,xdpiancha,xk,yk] = gexian (-0.4,-0.3,l1e-4,1le-- 


4,100) 


(5) 运行 后 输出 结果 经 整理 得 表 2 -24. 由 此 可 见 , 和 迭代 大 =3 次 ,得 到 精度 
为 10 一 的 根 的 近似 值 xi = -0.3906, 其 函数 值 为 yy =3.860 7e -008,x 的 相 邻 
偏差 为 piancha =3.327 le -005 ,其 相对 误差 为 xdpiancha =8.516 8e -005. 
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表 2 -24 






0. 090 09 





0.230.9> -0. 390 09 0.001 81 






0. 000 59 0. 001 51 一 0. 390 68 -0.000 11 












0. 000 03 





0. 000 09 





-0. 390 65 0. 000 00 


例 2.7.2 门 的 气压 控制 

由 汽缸 控制 关闭 的 门 ,关闭 状态 的 示意 图 如 图 2 - 26. 门 宽 c, 门 枢 在 互 处 ， 
与 互相 距 为 处 有 一 门 销 ,通过 活塞 与 圆柱 形 的 汽缸 相连 ,活塞 半径 ">, 汽 缸 长 
,汽缸 内 气体 的 压强 为 po 当 用 力 正 推 门 ,使 门 打开 一 个 角度 w 时 (示意 图 如 
图 2-27) ,活塞 下 降 的 距离 为 c, 门 销 与 互 的 水 平 距离 5 保持 不 变 , 于 是 汽缸 内 
的 气体 被 压缩 ,对 活塞 的 压强 增加 . 已 知 在 绝热 条 件 下 ,气体 的 压强 P 和 体积 了 
满足 PY =c, 其 中 上 是 绝热 系数 ,ec 是 常数 . 试 利用 开门 力矩 和 作用 在 活塞 上 的 
力矩 相 平 衡 的 关系 (对 门 枢 而 言 ) , 求 在 一 定 的 力 正 作用 下 , 门 打开 的 角度 w. 设 
a=0.7m,)=0.25 m,r=0.04 m,1 =0.5 m,po =9999 Nm ,ti=1.4, 玉 =25 N. 








图 2-26 门 的 关闭 状态 图 2-27 门 的 开启 状态 


解 ”首先 利用 力学 和 热学 定律 建立 方程 : 

当 在 力 下 作用 下 , 门 打开 的 角度 ac 时 (如 图 2 -27) ,开门 力矩 (对 门 枢 而 
言 ) 为 M, = Facos au- 

当 汽 缸 内 的 气体 被 压缩 ,气体 的 压强 为 ,体积 为 了, 并 记 活 塞 的 面积 为 $， 
则 气体 作用 在 活塞 上 的 力矩 为 WM =pS2. 力矩 Mi 与 WM, 相 平衡 ,得 

Facos a = DS1. (2.29) 

当 门 未 开 时 (图 2 -26) 记 汽缸 内 气体 的 压强 为 po, 体积 为 矶 ,根据 绝热 条 

件 下 ,气体 的 压强 和 体积 的 关系 ,有 pPY "=poyo ,因为 活塞 的 面积 为 不 变 , 所 以 


(= Pa 
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注意 到 c=b.tan aw,S=T 关 ,由 (2.29)、(2.30) 得 


2 1 
Fa cos Cw = Tr io 站 9 (2.31) 
或 表示 为 
Fa) =Facosa(1 -btana) 六 一 Trpp 人 =0， (2. 32) 
这 就 是 用 于 确定 开门 角度 a 的 方程 . 


然后 将 已 知 量 代 人 (2. 32) 式 求 非 线性 方程 扩 a) =0 的 近似 解 . 若 用 牛顿 切 
线 法 需 计算 几 a) 的 导数 ,比较 复杂 ,我 们 改 按 制 线 法 (2. 28 ) 式 的 拟 c) 代 人 数据 
a=0.7,)=0.25$,r=0.04,/ =0.5,po=9999,i=1.4, 王 =25， 
编写 fnG .am 文件 后 保存 
function 上 = fnq(x) 
a=0.7;b=0.25;r=0.04; 10 =0.5; p0 =9999jit=1.4;F=25; 
上 =EFRyaykcos(x)*(10-bxrtan(x)) Et -Piyrr2ybyrp0OyI0O Li; 
任意 给 出 a 的 两 个 初始 值 ,输入 
>> [k,piancha,xdpiancha,xk,yk] = gexian (0.2,0.4,1e-4,1e-4,100) 
运行 后 得 到 结果 
k =3,piancha =4.1014e -005 ,xdpiancha =1.2067e -004， 
xk =0.3399,yk = -1.858l1e -007 
因此 ,a =0.339 9 弧 度 =19.5". 


习题 2.7 





1， 用 割 线 法 求 方程 2z = cos x 在 开 区 间 (0,m/2) 内 的 实 根 * ”的 近似 值 x ,使 精确 到 
2=10 一 . 

2 用 割 线 法 求 方程 Ka) = Fa cos a(1 -btan oa) -mrbpo0 =0 的 实 根 a 的 近似 值 六 ， 
使 精确 到 =10…, 其 中 a=0.8,5=0.25,r=0.04,0 =0.5,po=10000,5=1.4, 忆 =25. 

3. 用 割 线 法 求 方程 xe* -1 =0 的 实 根 x 的 近似 值 x% ,使 精确 到 s = 10 一. 

4. 1 mol 理想 气体 的 压强 p, 体积 了 , 温度 了 7 满足 关系 pP = RT, 其 中 常数 尺 = 0. 082 05 


(atm/(K .mol) ) ,而 对 于 实际 气体 这 个 关系 修正 为 { P+ 六 ](7 -全 = RT,a,b,c 为 所 给 气体 


决定 的 常数 . 现 已 知 e=18.87,5=0.114 2, c=2, 求 气体 在 P=2 atm,7=315K 下 的 体积 了 ， 
使 精确 到 es =10“. 
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2.8 抛物 线 法 及 其 MATLAB 程序 


2.8.1 抛物 线 法 


割 线 法 是 用 过 两 点 的 一 次 多 项 式 的 零点 近似 替代 方程 拟 x) =0 的 根 *”. 进 
一 步 可 以 用 过 三 点 的 抛物 线 近似 替代 .A(x) ,就 是 抛物 线 法 ,又 称 米 勒 ( Miiller) 
法 . 由 于 抛物 线 法 不 需要 计算 导数 广 ( 思 ) 的 值 ,所 以 可 以 将 它 看 成 割 线 法 的 广义 
形式 . 

抛物 线 法 是 求 方程 扩 x) =0 根 *” 的 近似 值 的 一 种 迁 代 方法 . 首先 需要 在 根 
x 的 附近 取 三 个 初始 值 zw ,x，, 设 x 是 根 * "的 最 佳 近似 值 . 利用 它们 对 应 的 
点 (mo :ao)) ,zz )) (zz)) 构 造 一 条 抛物 线 


g(x) =a(x -和 ) +6(z 2) +c， (2.33) 
然后 用 二 次 函数 g(x) 与 x 轴 的 交点 之 一 作为 根 * ”的 近似 值 x,, 见 图 2 - 28. 
y=8GO0D 


-一 ~ 





\ 
| 1 
t 


图 2-28 


将 (xxzo)) zz)) (oa 所 t)) 分 别 代 人 (2.33) 式 ,得 到 关于 ,be 
的 线性 方程 组 
Q(xo 一 2) +b(xo -x%) +c= 太 xo)， 
a(xz -和 ) +6(z 各 ) +c=Fxi)， (2. 34 ) 
ax -2) 2 +5(x 2) +c=Fxz). 


记 态 =.A(xo) ,三 =xi) , 广 = 扩 x2 ) 9 


j = xo 一 %2 ) 帮 = 一 Xa ylo = 矿 一 六 = 太一 广 ， (2.35 ) 
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则 (2. 34) 式 化 为 
ah +bh +c= 乒 ， 


全 和 +c=， 





























C = 三. 
解 得 
所 -c jh 
站 万-c 及 (下 -六 ) 有 一 人 - 户 )po 
2 jiao 一 有 Ra 
hr 记 
1 万 -ec 
， 1 太 -e _ 人 -上 户 )jo - (所 - 户 ) 和 如 
有 和 一生 po 
和 
故 
Lo 灰 ， 一 芭 天 0 
4 = 记 7 5 一 ， 
joi 一 关 Ro 
_ 2 一 (2. 36) 
天 疡 一 用 大 
c = 上 三 . 
2 
一 一 4 
我 们 可 以 用 求 根 公式 “= x+ 一 & 二 六 人 一 40e ， (2.37) 
一 2c 
即 zt -2e (2.38) 
”+ V 久 一 4ac 


求 (2.33 ) 的 两 个 根 x =xy ,xz> . 因为 ec= 户 ,所 以 用 (2.38) 求 根 比 用 (2. 37) 求 根 
简单 . 
为 了 确保 方法 的 稳定 性 ,需要 选取 (2. 38 ) 的 右 端 第 二 项 的 模 最 小 的 根 . 
即 取 
一 2c 


一 一 一 一 一 , 当 5>0 时， 
六 + V 1 一 4ac 


3 = 2 (2. 39 ) 
一 一 一 一 一 , 当 )<0 时 . 
- V 久 -4ac 

为 了 加 速 和 迭 代 ,最 好 从 xo,z*i,xs 中 取 最 靠近 xs 的 两 个 点 作为 新 的 xi ,xz ，, 即 
放弃 离 x, 最 远 的 点 ( 见 图 2 -28) ,然后 用 xi,xi,xa 代替 xo,xi,x ,重复 以 上 过 


和 2 十 


X%2 十 
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程 ,直到 误差 满足 要 求 为 止 . 

可 以 证 明 当 三 个 初始 值 在 单 根 ”附近 时 ,抛物线 法 的 收敛 阶 数 是 1. 84… 
抛物 线 法 比 割 线 法 收敛 速度 快 , 它 基本 上 与 牛顿 切线 法 一 样 快 . 此 方法 可 用 来 求 
方程 的 实数 根 和 复数 根 . 我 们 还 可 以 构造 更 高 阶 数 的 多 项 式 方法 ,但 是 其 实际 意 
义 不 大 . 

用 抛物 线 法 求 方程 所 xz) =0 近似 根 的 步骤: 

步 叉 1 取 三 个 初始 值 xx yxa; 

步 梳 2 计算 的 xo) ,Ax) ,xx) ,注意 它们 不 全 相等 ; 

步骤 3 按 公 式 (2.35) 和 (2.36) 计 算 js ,zy yaypyci 

步 又 4 按 公 式 (2.39) 计 算 *: ,并 计算 扰 xs ) ; 

步骤 5 判断 . 

如 果 |FKz)|<e, 且 lz -zl|<e 或 lz -xl/ | |<e( 其 中 上 是 预先 给 定 
的 精度 ) , 则 停止 计算 ,输出 *” =”s3; 否 则 ,从 xo,xi,xs 中 取 最 靠近 * 的 两 个 点 
作为 新 的 xi,x*; ,然后 用 xi,x2 ,xs 代替 xo,xi,xa ,重复 步骤 2 至 步 又 5, 直到 误差 
满足 要 求 为 止 ， 


2.8.2 抛物 线 法 的 MATLAB 程序 


用 抛物 线 法 求 方程 Kx) =0 的 近似 根 x( 精 度 为 to1) 需 要 自行 编制 程序 . 
抛物 线 法 的 MATLAB 主 程序 
输入 的 量 : 初 始 值 x, ,*: ,x; ,要 求 的 近似 根 xx 的 误 关 限 加 1，x, 的 函数 值 
Ai ) 的 误差 限 .hol ,迭代 次 数 的 最 大 值 gxmax 及 其 困 数 .jg(x); 
输出 的 量 : 迭 代 序 列 { 和 ]} \ 友 代 天 次 得 到 的 选 代 值 w、 函 数值 几 x) 、 相 邻 
两 次 迭代 的 偏差 Piancha = max 二 | xx 一 2 -1 | ， [xx 一 3 -2 | 9 | xz， ， 一 3| } 和 它 
的 偏差 的 相对 误差 xdpiancha = pianchav| xj 的 值 (迭代 次 数 超过 最 大 值 gx- 
max 时 运行 后 输出 信息 ,请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax, 请 重新 
输入 初始 值 xl ,x2 ,x3 ') . 
使 用 初始 值 xs,x， 和 ” ,根据 式 按 公式 (2.35) ,(2.36) 和 (2. 39) ,编写 一 个 
名 为 paowum 的 M 文 件 


function [k, Piancha, xdqpiancha, xk,yk] = paowu (xl,x2，x3,tol， 














Etol ,gxmax) 
X=[xl，x2，x3]; 
for 工 =1 :gxmaX 
ho= X1)-X(3)yhl=X(2)- 和 X(3); 
u0= ftnq(X(1))- fnqa(X(3) ); 
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ul = ftnq(X(2))- fnqg(X(3)); 
c= fnq(X(3)); 
fenmu = h0*2* hl - hl 2*x h0;atenzi= u0*x hl- ul*yk ho 
bfenzi = ul+yho*2 -uU0O+*hl > 2; 
a= afenzivfenmuiDbD= bftenzivfenmuj; 
Qeta =Pp>2 -4 汪 已 Ci 
cha =[abs(X(3) -X(1)),abs(X(3) -X(2)),abs(X(2)- XCL))]; 
piancha =min(cha); xdapiancha = Piancha/A( abs (X(3)) +eps); 
if daeta <0 
aisp(' 提 示 : 根 的 判别 式 值 为 负数 .…) ,detakft =sqrt(deta); 
elseift aeta< =0 
disp(' 提 示 : 根 的 判别 式 值 为 零 .') ,aetakf =0; 
elTSse 
deisp(' 提 示 : 根 的 判别 式 值 为 正 数 .…) ,aetakf = sqrt(deta); 
endQ 
if bp<0 
Qetakf = - Getakf; 
endQ 
zZ= -2*xc/ (b+ aqetakf); 
xk = X(3)+ zj;qal = xk -X(1)3q2= xk -X(2); 
Ga3= xk -X(3); 
if abs(q2) < abs(ql) 
X1 =[X(2),X(1),X(3)];X= Xl3Y= fnq(X); 
endQ 
if abs(dq3) < abs(qgl) 
X2 =[X(1),X(3),，X(2)]:X= X25Y= fnq(X); 
end 
X(3) = xkiY(3) =fnq(X(3)); ， 
yk =Y(3); [ipiancha xdpiancha xk Yyk] 
if (abs(yk) <ftol)&(( piancha <tol) |I(xdqpiancha < 上 ol)) 
k =iiX(3) = xkiY(3) =fnq(X(3))3YKkK= Y(3)3 
returni 


enQ 


enQ 


二 E 工 > GXmaX 


disp(' 请 注意 :和 迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax ,请 重新 输入 初始 值 
X1 ,Xx2 ,x3 ?) 


return; 
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end 
P =[i,piancha,xdpiancha,xk,yk]'; 


例 2.8.1 下 生生 乃 本 可 方程 人 和 =e 扩 7 -3x =0 的 一 个 实 根 的 近似 值 w%， 


使 精确 到 e = 10. 


201 


解 (1) 用 作 图 法 确定 初始 值 x01,x02 和 zx03 
由 例 2.7.1 的 图 2 -25, 可 见 在 区 间 ( -1,0) 内 有 一 个 实 根 , 故 取 初 始 值 


= -~0.4,x02 = -0.3 和 x03 = -0.5. 


(2) 建立 名 为 fng.m 的 M 文 件 ( 见 例 2.7.1 的 步骤 (2) ) ; 
(3) 保存 名 为 gexian.m 的 M 文 件 ; 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> [k,piancha,xdpiancha,xk,yk] = paowu (-0.4,-0.3，-0.5,le- 
4, 1e-4,100) 
(5) 运行 后 输出 结果 
提示 : 根 的 判别 式 值 为 正 数 . 
ans = 
Columns 1 上 hreough 4 
1 工 .00000000000000 0 .10000000000000 0 .20000000000000 -0.39066350562239 
Colurmn 5 
~0.00005581900299 
提示 : 根 的 判别 式 值 为 正 数 . 
DnS = 
Colurmns 1 throuch 4 
2.00000000000000 0 .00933649437761 0 .02389906977038 -0.39064638365394 
Column 5 
-0.00000000923532 
提示 : 根 的 判别 式 值 为 正 数 . 
ans = 
columns 1 through 4 
3 .00000000000000 0 .00001712196845 0 .00004382983990 -0.39064638082059 
Column 5 
0 .00000000000000 
k = 
3 
Piancha = 
1.712196845282676e -005 
Xdqpiancha = 


4.382983989938760e -005 
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区 下 ,二 
-0.39064638082059 
YkKk = 
2.220446049250313e -016 
即 ,迭代 大 =3 次 ,得 到 精度 为 10 的 根 的 近似 值 xe = -0.390 6, 其 函数 值 为 
和 =2.220 4e -016,x, 的 相 邻 最 小 偏差 为 riancha =1.712e -005 ,其 相对 误差 
为 xdpiancha =4.383 0e - 005. 
将 抛物 线 法 与 割 线 法 的 迭代 结果 进行 比较 , 见 表 2 -25. 显然 ,抛物 线 法 比 
割 线 法 的 迭代 速度 快 . 


表 2 -25 












内“ 3 





-0. 390 66 一 0. 000 06 一 0. 390 09 0. 001 81 





-0. 390 65 -0. 000 00 0. 001 51 一 0. 390 68 





-0.390 65 0. 000 00 -0. 390 65 0. 000 00 


习题 2.8 





1. 用 抛物 线 法 求 方程 fx*) =2* -5x-1=0 的 一 个 实 根 的 近似 值 x ,使 精确 到 s = 


2. 用 抛物 线 法 求 方程 Kx) =* -x+5=0 的 全 部 实 根 ,精确 到 e=10”. 
3. 求 曲线 所 x*) = 盖 +2 与 曲线 g8(z) 二 -sinx 之 间 的 最 小 垂直 距离 处 的 x 值 ,精确 到 
小 数 点 后 10 位 . 


2.9 求解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 及 其 MATLAB 程序 


求解 非 线 性 方程 的 牛顿 法 可 以 推广 到 二 维 非 线 性 方程 组 的 情形 ,也 可 以 推 
广 到 更 高 维 的 情形 . 


2.9.1 求解 二 元 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 求解 二 元 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 
在 实际 问题 中 ,经 常 遇 到 求解 二 元 非 线性 方程 组 的 问题 . 例如 , 求 圆 +7 
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=4 与 双 曲 线 委 -六 =1 的 交点 . 牛顿 切线 法 求解 非 线性 方程 Kx) =0 的 基本 思 
想 是 将 非 线性 方程 作 线性 化 后 ,通过 建立 友 代 公式 来 求解 . 这 一 方法 也 适用 于 解 
非 线 性 方程 组 的 情形 . 
一 般 的 , 设 二 元 非 线 性 方程 组 

Cx,y) =0， 

2(x,yY) =0 
的 解 为 (x" ,7 ) ,在 (x" ,7y”) 的 某 一 邻 域 7(*” ,7 ) 内 取 一 点 (2 和) ,两 函数 
(xy),POxzy) 在 V(x ,7y”) 内 具有 连续 的 各 阶 偏 导数 , 则 在 邻 域 VCx* ,7 ) 
内 ,Ah(x,y) ,xy) 在 点 (% yt) 的 泰勒 展开 式 为 


jzsy) = 放 (ao +[ (za 六 + 各) 芳 Ge) + 


(2. 40 ) 


， (2. 41) 
天 [= -0) 训 +0-o) 误 ] /Geo 十 
其 中 =1,2. 去 掉 (2.41) 式 右 端 的 2 阶 及 2 阶 以 上 项 ( 即 线性 化 ) 后 得 
Ji) = + (za 对 Co +(y 和) 对 cos ， 
及 Ca) | ) (人 2 
户 (zy) ~ 万 (国生 (和 人) + 7 
将 (2.40) 的 解 (zx* ,y* ) 代 入 (2.42) 式 ， 可 
(2z -和 + (7 _ J) 各 -六 (zx ， 刀 ) ， 
ap (zsyi) 及 人 (2 人) 
(0 2 -万 (zesyn)， 
将 (2. 43) 式 中 的 ,7 分别 用 思 ,yii 代 换 后 ,两 式 的 左右 端 分 别 相等 , 即 
(25 -和 (yi -me = - 凡 (xryi) 9 
防 (o 四) 防 (o 四 
2 和 xy 、 2 人 My 
(xxsi 一 (yu -7 -上 户 (和 yx) 9 


则 (2. 44) 式 是 将 非 线性 方程 组 (2. 40 ) 作 线性 化 近似 后 得 出 的 线性 方程 组 . 当 线 
性 方程 组 (2. 44) 的 系数 行列 式 
@Oxir) 明 ( 和 ye) 
oOx 07 
万 , = 0 2. 45 
全 | 六 (cy 及 (or 人 
Ox Dy 


时 ,线性 方程 组 (2. 44) 有 唯一 解 ; 
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4(xkyyu) 
XUA+T 二 和 也 9 
“ 上 =0,1,2,…) ， 2. 46 
B(z y ) 《 ) 《 ) 
yx 三 一 万 
其 中 
万 (osyx) 久 人 yi 
0y 
4(xzeyyt) 三 多 
(xsyi) 
27i) 四 
(2. 47 ) 
@n (COxryr) 
一 万 (xzeyye) 
有 (xi) = . 
(xyi) 了 fm) 本 ) 
2 和 xy 


由 (2.46) 式 计算 出 的 x% ,ye 作为 非 线性 方程 组 (2. 40) 的 近似 解 ,再 代 人 
(2. 46) 式 中 ,依次 进行 解 的 选 代 , 直 到 相 邻 两 次 近似 解 满足 条 件 : 


1 和 2 和 
max1 一 一 一 ,一 一 一 一 二) <5， 
[zy | 17 


或 maxf lz -2 和 | ,17 -和 | }<e， 人 
且 max{ |ACxesryyerr) | ， | 户 (xss Yuxi) |} < e; 
时 为 止 .用 (2. 46) 式 求解 二 元 非 线性 方程 组 的 方法 称 作 牛顿 法 . 

如 果 两 个 函数 放 (x,y) ,PP(x,y) ,及 其 二 阶 偏 导数 在 解 (*” ,7 ” ) 的 某 一 邻 域 
V(x“ ,y”) 内 连续 且 有 界 ,了 关 0, 并 且 初 始 值 选 取得 足够 好 , 则 由 和 迭代 公式 
(2.46) 产 生 的 迭代 序列 是 二 阶 收敛 的 . 

用 牛顿 法 求解 二 元 非 线性 方程 组 (2. 40) 近 似 根 的 步 虹 如 下 ; 

步 了 梳 1 取 两 个 初始 值 xo ,yo 


(xo,yo) ,号 (xoo7o)》 
步骤 2 计算 六 (xoyo)， 六 2 ,其 中 1=1,2; 


步 李 3 按 公式 (2.45) 和 (2.47) 计 算 Do ,4(xo,yo) ,B(xo,yo) 

步骤 4 当 Dz 关 0 时 , 按 公 式 (2. 46) 计 算 x% ,yi, 并 计算 六 (xo,yo)， 
户 (xo yo) 3 

步 票 S 判断 

如 果 max{ |A (zy 1 ,PCzy)|} <e, 且 








max |x， -zy -加 |} < 或 max| 3 -如 | 1》 -< 
|x | 7 


(其 中 el ,se; 是 预先 给 定 的 精度 ) , 则 停止 计算 ,输出 * ”= xi,y” =y3; 否 则 ,计算 
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太 (zy) 太 Cx) 





。 fo) 妨 (osyi) 
2 0y 其 中 i12 用 sx 代 
蓓 加 内 (0) ,各 9 ,于 San ,其 中 =1,2, 重 复 步 又 2 至 步 颈 5, 直 
到 误差 满足 要 求 为 止 . 


说 明 : 为 了 便于 将 二 元 非 线性 方程 组 推广 到 元 非 线性 方程 组 和 编程 方便 ， 
我 们 把 迭代 停止 条 件 (2. 48 ) 改 为 


-上 
norm( 下 4， 一 下 ) = [sx 一 2 + (yu 一 7 ) ] <e2i1， 





norm( 大 一 在 ) _ [xs 一 后) + (ys 一 各) ] 
norm( 下 ) [x+ 
且 norm( 环 ，) = [CAGCxssysyes 7) + (让 (xyis))] <e， 
(2. 49 ) 
其 中 norm( 天 一 下 ) = [ (zx 一 5) +《(yuai 一 入 ] 表示 点 4(Cxesiyyusiy) 
到 点 4.(x yi) 的 臣 离 ,也 称 作 向 量 ( 天 ， 一 下 ) = {2s 一 Xis+l -入 上 的 2 范 
数 , 记 作 


< Bl， 


二 
| 和 一 有 | > = [xs 一 xx) 二 (7 一) ] 


同 理 ，| X 1，= nom (和 ) = [Cr + (2 二 即 表示 点 
4 (xiytsn) 到 原点 0(0,0) 的 距离 ,也 表示 向 量 也,， = {zsvyiv 的 2 
范 数 . 

1 P， 1 = nom(E) = [CCD))2+(CassysD))2] 
表示 点 Bt (xi,yisi) 到 原点 0(0,0) 的 臣 离 ,也 称 作 向 量 本， = {A (xi， 
yo ,PCxtsiyyisi) 的 2 范 数 ， 

将 向 量 的 2 范 数 的 概念 推广 到 维 向 量 e = { zi ,zs ，… ,xz ], 即 呈 维 向 量 
的 2 范 数 为 

上 al， = norm(a) =( 难 + 大 + 十 过 计 . 


(二 ) 求解 二 元 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 程序 
1. MATLAB 主 程序 


用 牛顿 法 求 二 元 非 线 性 方程 组 (2. 40) 的 近似 根 x% ,yt( 精度 为 zo 六 需要 自行 
编制 程序 . 
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解 二 元 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :初始 值 芝 = [xo,yo], 要 求 的 近似 根 ( 办 ,yi) 的 误差 限 如 1， 
(xz 和) 的 函数 值 F(z 因 ) ,=1,2 的 误差 限 piol ,迭代 次 数 的 最 大 值 ngmax 
和 丽 数 A(x,y) ,=1,2 及 其 一 阶 偏 导数 ; 

输出 的 量 : 迭 代 c, = 大 次 得 到 的 迭代 向 量 值 于 = (xs,y)、 向 量 的 函数 值 
7={TA(Cxsyb 万 (msy) 了 的 2 范 数 hanfan ,迭代 方程 组 (2. 44) 的 系数 行 
列 式 也 的 值 . 相 邻 两 次 选 代 向 量 的 2 范 数 danjan = norm( 和 已, -已 ) 和 它 的 2 
范 数 的 相对 误差 xddf = dananvnomm (和 ,,) 的 值 . ( 当 和 迭代 次 数 超过 最 大 值 
ngmax 时 运行 后 输出 信息 ' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 ngmax ,请 重 
新 输入 初始 值 x0 ,y0 ; 当 忆 =0 时 ,运行 后 输出 信息 ,请 注意 ! 迭代 方程 组 
(2 .44 ) 的 系数 行列 式 的 值 等 于 零 …) 

使 用 两 个 初始 值 x。 ,yo ,根据 式 按 公 式 (2. 45) ,(2. 46) ,(2.47) 和 (2. 49 ) ， 
编写 一 个 名 为 newtonzu2.m 的 M 文 件 


function [ci,D,danfan,xddf,hanftan,Xk,Yk] = newtonzu2 (X,tol， 











ftol ,ngmax) 
Y=2Z(X); 
for 1 =1:ngmaX 
qdY =J2zZ(X);iD=det(dY); 
RL=ftY(1),daY(1,2);Y(2),daY(2,2)];RA=aet(AL); 
B1 =[dy(1,1),Y(1); dy(2,1),Y(2)];B=det(B1);xXk=X-[aA,B] Di 
hanfan =norm(Y);idanfan =norm(Xk -X); 
xqdf = danfanv(norm(Xk) +eps); 
X=XkiY=Zz(X)yci=ii 
ID~=0 
ci=iyXk=X-[a,B] Di 
Yk =Y; fci,p,danfan，xddf ，hanfan ，X,Y]; 
elSe 
disp(' 请 注意 ! 选 代 方 程 组 (2 .44) 的 系数 行列 式 的 值 等 于 零 …) 
enaQ 
if (hanfan <ftol)&(( adaanfan <tol)1(xddf < tol)) 
[ci,D,danfan，xddf，hanfan , X, Y]; 
return; 
endG 
E 奔 >mngmax 
aisp(' 请 注意 :迭代 次 数 超 过 给 定 的 最 大 值 ngmax ,请 重新 输入 初始 值 x0 ,y0 " ) 


eturni 
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ena 
end 
2. 用 解 二 元 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 主 程 序 求解 二 元 非 线 性 
方程 组 (2.40) 近似 根 的 步骤 

步骤 1 取 两 个 初始 值 xo,yo; 
步骤 2 ”建立 并 保存 名 为 Zn 的 M 文 件 ; 

functionEFE=2(X) 

Xx=X(1)3y=X2); FF=zeros(1,2); 

F(I) =fi(x,y)5EFE(2) =f2 (xyY)i 
步 对 3 首先 计算 虹 人 人 = 扫 e 对 全 2 = dy, 同 2 -dpr 


加 5 = dpy, 然 后 建立 并 保存 名 为 72 .m 的 中文 伯 


function GF =J2Z(X) 
x=X(1)3y=X(2);i aqF=zeros(2,2); aF(1,1) =aftl1x; 
qdF(1,2) =dfly;y dF(2,1) =dqft2x;i GaF(2,2) =df2y; 
步骤 4 保存 名 为 newtonzu2 .mm 的 M 文 件 ; 
步骤 SS 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> X=[ x0,yvo]i 
Lci,D,Gaanfan，xdqdf，hanfan ，XKk，YKk] = newtonzu2 (X, tol,ftol,ng- 


maX) 


步 最 6 运行 后 输出 结果 . 
例 2.9.1 用 选 代 公式 (2. 46) 求 解 方程 组 | 。 


解 ”这 里 介绍 两 种 求解 已 知 方程 组 的 方法 . 
方法 1 用 解 二 元 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 主 程序 求解 . 
(1) 设 F(xz) = 巡 + 和 刀 一 16， 
PCxz) = 和 -多 -2， 
df xy) 坟 (Cxz,y) 咏 (x,y) of4x,7) 
则 DOx =2x， 0 =27， DOx =27， Dy 
(2) 作 函 数 站 (*) 和 廊 (x) 的 图 形 ( 见 图 2 -29) , 取 两 个 初始 值 xy =2,yo =2. 
(3) 建立 并 保存 名 为 2Z.m 的 M 文 件 
functionEF=2Z(X) 
X=X(1)3Y=X(2); FE=zeros(1,2); 
F(L1) = x*2+y*2 -16; F(2) =- x*2 -Yy^2 -2 


(4) 建立 并 保存 名 为 IJz .mm 的 M 文件 


和 +7 =16， 
-和 刀 =2. 





= 一 27. 
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图 2 -29 


function qF =JZ(X) 
x=X(1);y=X(2); daF =zeros(2,2); daF(1,1) =2*Xi 
aqaF(1,2) =2*yidF(2,1) =2*#Xi GdF(2,2) = -2*xyYyi 
(5) 保存 名 为 newtonzu2 .om 的 M 文 件 ; 
(6) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> X=[2,2]; [k,D,danfan，xdqdaf，hanfan ，Xk， YKk] = newtonzu2 (X， 
le-4,1le-4,100) 


(7) 运行 后 输出 结果 


-63 .49803146638493 

Ganfan = 

3 .932201289951168e -011 
xdadft = 

9.830503224877920e -012 
hanfan = 

3 .336593498083849e -010 
Xk 
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2.99999999996068 2.64575131106449 
YK = 
1.0e 一 015 # 
0 -0.88817841970013 
方法 2 用 解 矩 阵 方程 的 方法 求解 . 
编写 如 下 程序 
>> X0 =2;Y0 =2; ngmax =103Col =1e -63x(1) =x0jy(1) =Yy0;y =1l1i;u= 
[11];k(1) =1; 
while(norm(u) >toly#mnorm([x(i),y(iz)])) 
&A=2*[x(i),y(i);x(i)，-Y(i)]i 
bD=[16-~x(i)*2-Yy(i)*2;,2-x(i) 2+Yy(i) 2]'; 
uU=AmDix(i+l)=x(i)+ul(1Ll);yy(i+l)=y(i) +ru(2);ii=i+lik(Ci) =ii 
It(i > ngrmax) 
error(' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 ngmax ,请 重新 输入 初始 值 ') ; 
endQ 
enqQ 
[kW 和 xy 
运行 后 输出 结果 , 取 初 始 值 x = (2,2) ,迭代 次 数 m=6, 精 度 e =10… ,xs = 
3. 000 000 ,ys =2. 645 751 与 精确 解 的 误差 已 不 超过 e. 


2.9.2 求解 ”元 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 求解 二 元 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 

一 般 的 ,方程 组 记 作 
COxz) =0， (2. 50 ) 
其 中 xz=(zx)7,Fz) =(POz) Fr))7 设 xD = (xx )7 是 
方程 组 (2. 50) 的 第 夺 步 近似 解 , 与 2.9. 1 中 的 牛顿 法 类 似 , 在 *… 作 泰勒 展开 ， 
线性 化 后 用 z*“ 人 代替 可 得 
CreeD =A(zc) 4 用 Ge ) oo 

0xw， 


() 
入 人 ) (ae -xD) (=1,2， mn)， (2. S1 ) 


-xz(9 ) 十 。…. 十 
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of 及 妨 
Oxl 0x， DOx 
及 及 .， 及 
jx) =| oo0x: Ox ， (2. 52 ) 
妨 及 .及 
Oxl 0x， Dx 
称 (2. 52) 为 了 的 雅 可 比 矩 阵 . (2. 51) 式 可 写作 
Orz) = ) +) 一 )， (2. 53 ) 
若 f (xz ) 可 逆 , 则 由 (2. 53) 可 得 求解 方程 组 (2. 50) 的 牛顿 迭代 公式 
WCGrD 一 克昌 - [7 (xcD ) ] FPCzco )，. (2. 54) 
实际 上 在 计算 过 程 的 第 下 步 , 先 计 算 .FCz' 人 2 ) 和 三 (xz ” ) ,再 解 方程 组 
jz )Ar = -Fr )， (2.55) 
得 到 Ax 人 多 后 , 令 
十 Axz( (2. 56 ) 


即 可 ，. 

有 定理 表明 ,牛顿 欠 代 公式 (2. 54) 是 超 线性 收敛 的 , 稍 加 条 件 就 至 少 是 平 
方 收敛 的 . 

(二 ) 求解 上 元 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 程序 

用 牛顿 法 求 ”元 非 线性 方程 组 (2. 50) 的 近似 根 z (精度 为 toD) 需 要 自行 
编制 如 下 两 个 调用 函数 程序 和 主 程序 . 

1. 建立 调用 函数 程序 1 

根据 非 线性 方程 组 (2. 50) 编写 调用 函数 程序 的 M 文件 , 取 名 为 Z.m: 


functionEF=Z(X) 





xl =X(1);x2 =X(2);…;xn=X(n)iFRF=zeros(1,n); 
F(1) =fl(X);F(2) = f2(X);…35FECn) = fn(X)3 
2. 建立 调用 函数 程序 2 
在 在 大 
首先 计算 和 ) -dh 本 ) - 帮 和 ， 2 ) -dpal 人 ) _ 
在 在 
dz 2 ) a1 ， 后 根据 /的 雅 可 比 矩阵 (2. 52) 


编写 调用 函数 程序 的 M 文 件 , 取 名 为 Z.m : 
function GqF =JZ(X) 
xl1 =X(1)3x2 =X(2);…;，xn=Xn);idGF =zeros(n)n); 
aF(1,1) = aflxl; …; qdF(1,n) = dflxni 
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daF(2,1) = df2x1;…;，dF(2,n) = df2 xn; 


daF(n,1) = afnxl; …; daF(n,n) = dfnxni 
3. 建立 MATLAB 主 程序 
解 呈 元 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 主 程 序 
输入 的 量 :初始 值 忆 oo ,要 求 的 近似 根 x*'” 的 误差 限 tol,x'% 的 函数 值 
ACz ) =1,2,…,ma 的 误差 限 iol, 和 迭代 次 数 的 最 大 值 gzmax 和 函数 
PCz)=1,2,…,n 及 其 一 阶 偏 导 数 ; 
输出 的 量 : 选 代 上 大 次 数 得 到 的 和 迭代 向 量 值 x .向 量 的 函数 值 A(z'” ) 
zi=1,2,…,m 及 其 2 范 数 hanon 、 和 迭代 方程 组 (2. 51 ) 的 雅 可 比 和 矩阵 (2. 52) 的 
行列 式 刀 的 值 . 相 邻 两 次 迭代 向 量 的 2 范 数 danfan = norm(z… 7 -YY ) 和 它 
的 2 范 数 的 相对 误差 xddf = danjfan/norm(z“… ”) 的 值 . ( 当 和 迭代 次 数 超过 最 大 
| 值 gxmax 时 运行 后 输出 信息 ' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax，, 请 
重新 输入 初始 值 '; 当 忆 = 0 时 ,运行 后 输出 信息 ' 请 注意 ! 和 迭代 方程 组 (2 .51) 
的 系数 行列 式 的 值 等 于 零 …) 
使 用 两 个 初始 值 x ,y ,根据 式 按 公式 (2. 45) ,(2. 46) ,(2.47) 和 (2. 49 ) ， 
编写 一 个 名 为 newtonzu2 .的 M 文 件 


function [ci,D,daanfan，xddf，hanfan ，XKk，YKk] = newtonzun (X， tol， 














Etol ,gxmax) 
Y=2Z(X); 
for 奎 =1:Gxmax 
GdY =J2Z(X)3D=aQet(dYyY);Xk =X-(GYNY DG 
hanfan =mnorm(Y);ydanfan =morm(Xk -X) ; 
xddf =qanfan/v (norm(Xk) +eps);iX=XkiY=2Z(X)ici=I; 
ifD~=0 
ci=iyXk=X-(dqy' 小 zk=Yi[ci,D,danfan,xddf,hanfan,X,Y]; 
el1Sse 
disp('" 请 注意 ! 和 迭代 方程 组 (2 .51) 的 系数 行列 式 的 值 等 于 零 . ') 
end 
if (hanfan <ftol)&(( aqanfan <tol)1I xdqdf < ol)) 
[ci,D,danfan，xddf ，hanfan ，X,，Y]; 
zetUzni; 
end 
enQ 
斌 E 工 > GXmaX 


aisp(' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax ,请 重新 输入 初始 值 …) 
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returni 
enaQ 
4. 用 解 上 元 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 主 程序 求解 上 元 非 线性 方 
程 组 (2. S0) 近 似 根 的 步 节 与 二 元 类 似 . 


2 2 =16， 
例 2.9.2 用 迁 代 公式 (2. 54) 求 解 方程 组 |,。 ,。- 3 “要求 精 度 e = 10 


解 ”这 里 介绍 两 种 求解 已 知 方程 组 的 方法 . 

方法 1 用 解 半 元 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 主 程序 求解 
(1) 至 (4) 步 骤 与 例 2.9.1 完全 相同 ; 

(5$) 保存 名 为 newtonzun .的 M 文 件 ; 

(6) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> X=[2,2]; 


多 


fk,D,danftan，xdqdaf，hanfan ，XKk，Yk] = newtonzun (X,1e-6,1Ie-6， 
100) 
(7) 运行 后 输出 结果 
k=5,D= -63.49803146638493 ,Qanfan =3 .932201289951168e -011 
xdaqf =9.830503224877920e -012 ,hanfan =3.336593498083849e -010 
Xk = 3.00000000000000 2 .64575131106459 
YK = 1.0e -015 冯 
0 -0.88817841970013 
方法 2 用 解 矩阵 方程 的 方法 求解 
(1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> x0 =2;jy0 =2;gxmax =10jitol =le-6;x(1) =x0jy(1) =Y0;i=13u= 
[11]3k(1) =1; 
while(norm(u) >tolxnorm([x(i),y(i)]')) 
RAR=2+[x(i),y(i)sx(i)，-Y(i)]i 
b=[16-x(i)*2-y(i)*2,2 -x(i) "2+yYy(i) 2]9 
u=Rix(i+rl)=x(i) +u(l);Yy(i+l)=y(i)+u(2)31=+1l1i 
K(i) = 工 ; 
ift(i > gxrmax) 
error(" 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax ,请 重新 输 和 人 初始 值 ') ; 
endQ 
enQ 
[kx ,xy 
(2) 运行 后 输出 结果 
已 有 LS 三 


1.00000000000000 2.00000000000000 2.00000000000000 
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2.00000000000000 3.25000000000000 2.75000000000000 
3 .00000000000000 3.00961538461538 2 .64772727272727 
4.00000000000000 3.00001536003932 2.54575204838080 
5.00000000000000 3.00000000003932 2.64575131106469 
6.00000000000000 3.00000000000000 2.64575131106459 


即 , 取 初始 值 zx= (2,2) ,和 迭代 次 数 ”=6, 精 度 e = 10…,xs =3. 000 000， 
y6 =2. 645 751 与 精确 解 的 误差 已 不 超过 e. 


2.9.3 求解 元 非 线性 方程 组 的 拟 牛 顿 法 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 求解 二 元 非 线性 方程 组 的 拟 牛顿 法 
用 公式 (2. 54) 求解 方程 组 (2. 50) 时 ,每 一 步 都 要 计算 雅 可 比 和 矩阵 
J xz” ) , 当 函 数 了 比较 复杂 时 显然 是 不 方便 的 . 希望 能 用 较 简单 的 矩阵 4…” 代 
替 广 (* ” ) ,将 (2.54) 式 变 为 
ZX (4 ) Fr )， (2.57) 


仿照 2.7 节 解 一 元 非 线性 方程 的 割 线 法 中 用 插 商 六 芭 ) - 太 2- 岂 代 和 


MX 一 Mk -1 
(xz ) 的 作法 ,使 4 满足 
(9 _7(Y” ) -ze  ) 





TD (2.58) 
但 是 (2. 58) 式 不 足以 确定 4 ,通常 再 用 选 代 
1 一 并 性 +AAGD (2. 59) 


计算 之 . (2. 57) 一 (2. 59) 所 采用 的 方法 称 为 拟 牛 顿 法 . 至 于 (2. 59) 式 中 的 
A4'” 又 有 不 同 的 构造 方法 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 其 他 数值 分 析 书 . 

(二 ) 拟 牛 顿 法 的 MATLAB 程序 

用 拟 牛 顿 法 求 盖 二 元 非 线性 方程 组 (2. 50) 的 近似 根 *“ (精度 为 tof) ,需要 
根据 (2. 530) 式 和 (2. 58) 式 分 别 自 行 编制 名 为 NN.m 和 NF.m 的 M 文 件 作为 调 
用 函数 程序 ,然后 根据 (2. 57) 式 ,编写 名 为 ninewton .nm 的 主 程序 


function [k,hanfan,dqanfan,xddqf,Xk,Yk]j =ninewton(X01 ,X02 ,tol， 
ftol ,gxmax) 

X=[Xx01;X02];jn=1Length(X); 

for j =1 :gxmax 
Y =NN(X);A=NF(X)iD=det(RA);Xk=X-((RA+tones(n)*eps)\ YY 
hanfan =norm(Y(2))yadantfan =mnorm(Xk(2) -X(2))， 
xdadft = aanfan/(norm(Xk(2)) +eps);j=j+l1i 
X=XKkiY=Z(X)iIYKk =YiIk =J;ywarning off MATLRB:SsingularMatIIiX 
itD~=0 
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Xk =X-(RANY' 3Yk=Yij=j+rliy [3j-1,D,dqanfan，xd- 
df ,hanfan ,Xk，YK]， 
elSe 


qisp(' 请 注意 ! 选 代 方 程 组 (2 .59 ) 中 的 矩阵 (2 .58 ) 行 列 式 的 值 等 于 零 …) 


enda 
if (hanfan <ftol) (aqanfan <tol)1(xaddf < ol)) 
[jjJ-1,D,danfan，xdGdf ， hanfan ,XK，YK]'…; 
warning off MATLAB:SsSingu1arMatIrIiX 
returni 
enaQ 
enaQ 
if(j > gxmaxy) 
error(' 请 注意 :迭代 次 数 超过 给 定 的 最 大 值 gxmax .…); 
endQ 。 
其 中 输入 的 量 : 初 始 值 Ko ,Ko ,要 求 的 近似 根 xz% 的 误差 限 tol,z ”的 函数 值 
xz@)=1,2,… 和 的 误差 限 jio1, 和 迭代 次 数 的 最 大 值 gzmax 和 函数 户 (z… ) ， 
1=1,2,…,n 及 其 一 阶 偏 导数 . 
运行 后 输出 的 量 :迭代 并 次 得 到 的 迭代 向 量 值 xz” .向 量 的 函数 值 P(x” ) ， 
1=1,2,…) 及 其 2 范 数 Ranfan、 迁 代 方 程 组 (2. 51) 的 雅 可 比 和 矩阵 (2. 52 ) 的 行 
列 式 刀 的 值 . 相 邻 两 次 迭代 向 量 的 2 范 数 donon = nomrn(xz -zz ) 和 它 的 
2 一 范 数 的 相对 误差 xddf = donjanynom(z'e*7 ) 的 值 . ( 当 矩 阵 (2. 58) 行列 式 的 
值 等 于 零 时 ,输出 信息 ' 请 注意 ! 选 代 方 程 组 (2. 59) 中 的 矩阵 (2. 58 ) 行列 式 的 
值 等 于 零 .'; 当 迭 代 次 数 超过 最 大 值 gsmex 时 运行 后 输出 信息 ' 请 注意 :和 迭代 次 
数 超过 给 定 的 最 大 值 gsxmax ,请 重新 输入 初始 值 ') . 


习题 2.9 





1. 考虑 如 何 用 牛顿 法 和 拟 牛 顿 法 解 非 线性 方程 组 窜 + 姑 =4, 笠 - 姑 =1, 精确 到 se= 
10 …. 

2 用 牛顿 法 解 非 线性 方程 组 妇 +47 =4 ,2x -4z -27 = -1 , 取 初 始 值 (xo,yo) = (2， 
0.25) ,精确 到 e = 10 . 

3. 证 明 方程 x+sinx=1 在 (0,1) 内 有 一 个 实 根 ,用 二 分 法 求 误差 不 大 于 0.5 x 10 的 
根 ,需要 迭代 多 少 次 ? . 

4. 用 两 种 方法 求 方程 xi -12x+x -3 -4=0 的 精确 解 . 

5. 利用 作 图 法 判断 方程 se。 =2- 10x 是 否 有 正 根 , 如 果 有 ,请 确定 正 根 所 在 的 区 间 ,并 且 
用 二 分 法 .逐步 搜索 法 和 和 迭代 法 求 之 ,精确 到 e = 10 
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6. 用 两 种 方法 判断 下 列 方程 是 否 有 实 根 ,如 果 有 ,请 确定 其 隔 根 区 间 ,并 且 用 五 种 方法 
求 之 ,精确 到 = = 10 一 . 

(1) e =2-x; (2) 呈 =Sx2 +3. 

7. 用 割 线 法 .牛顿 切线 法 和 抛物 线 法 

(1) 求 方程 扩 z) = 和 -3 -x+9=0 的 全 部 实 根 的 近似 值 % ,使 精确 到 =10”; 

(2) 求 方程 Kx) =2cos x-2sinx-1=0 的 最 小 正 根 的 近似 值 x ,精确 到 e=10…; 

(3) 求 方程 拟 z) =3ecos x -10x+10=0 的 全 部 实 根 的 近似 值 x ,使 精确 到 e =10“. 

8. 用 和 迭代 公式 xx, =&(si) 计 算 序 列 { ,分 析 其 收敛 性 ,其 中 g(z) 为 ( 任 选 其 一 ) : 

(1) g(x*) =r(l1-x),r 分 别 取 1.7, 2.8, 3.3, 3.5, 3.6, 初始 值 0<xo<1; 

(2) g(x) =ax ea 分别 取 5,11,15,5 ( >0) 任 意 ,初始 值 xz。 = 1. 

9 就 下 列 函 数 讨论 牛顿 切线 法 的 收 伍 性 和 收敛 速度 : 


， xz0， V 于 ， x0， 
ov -| 人 > oa-| 
~V-xz，x<0; -Vi，x<0. 


10、 水槽 由 半圆 柱 体 水 平 放 置 而 成 ,如 图 2 - 30. 圆柱 体 长 工 ,半径 r, 当 给 定 水 槽 内 盛 水 
的 体积 了 后 ,要求 计 算 从 水 槽 边沿 到 水 面 的 距离 x. 今 已 知 世 =25.4 mm,r=2 m, 求 了 分 别 为 
10 m3 ,50 m: ，100 ms: 的 x-. 





图 2-30 


11， 某 地 区 现 有 人 口 二 百 万 ,十 年 前 为 一 百 万 ,又 知 平均 每 年 净 迁 人 人 人口 八 万 , 问 十 年 来 
人 口 的 平均 增长 率 是 多 少 . 
12. 炮弹 发 射 视 为 斜 殷 运动 ,已 知 初 速 为 200 m/s, 问 要 击 中 水 平 距离 360 mm .垂直 距离 
160 mm 的 目标 , 当 忽 略 空气 阻力 时 ,发射 角 应 多 大 . 如 果 只 考虑 水 平方 向 的 阻力 , 且 设 阻力 与 
(水 平方 向 ) 速 度 成 正比 ,系数 为 0. 1 s ,结果 又 如 何 . 
13、 分 别 用 和 迭代 公式 (2. 54) 和 (2. 57) 求 解 下 列 方程 组 ,要 求 精度 e=10. 
好 + 和 刀 -2x=3， 2z -2y7-4x+1=0， 
0 人 G) |。 ， 
4x -=1; x+47 =4. 
14. 分 别 用 制 线 法 .牛顿 切线 法 .抛物 线 法 .加权 欠 代 法 和 艾 特 肯 加 速 方法 求 下列 方 程 的 
数值 解 ,并 且 对 各 种 方法 比较 . 
(1) x =3x -2 给 定 区 间 (0.7,1.2) 内 的 数值 解 ,精确 到 e =10…; 
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(2) e =1《/x 在 0.5 附近 的 数值 解 ,精确 到 e =10 一 ; 
(3) 4x” = ex- 的 数值 解 ,精确 到 se = 10 ”. 


15. 给 定 迭 代 公 式 二 ,=g(z) ,其 中 p(z) =x- -1 +(mt+1)a,m>2, 并 且 假设 


(mm +1)x” +(Pm-1)aw 
mo 充分 接近 -a =0 的 某 个 根 *”, 试 证 { xx 上 至 少 具 有 三 阶 收敛 速度 . 


16. 不 用 除法 运算 ,如 何 求 1/e (其 中 ec>1) 的 值 ? 
17. 用 牛顿 切线 法 求 下 列 各 式 的 值 ,精确 到 se =10 “. 


(1) \; (2) 好 ; (3) 
18. 求 抛物 线 y = 安 +2 与 曲线 7= -sin x 之 间 的 最 小 垂直 距离 处 的 * 值 , 精 确 e = 


10 "9. 











在 科技 .工程 .医学 和 经 济 等 各 个 领域 中 ,经 常 遇 到 求解 包含 = 个 未 知 数 .由 
杰 个 方程 构成 的 线性 方程 组 


CHXI + GD2X2 十 … 十 Ginxn 二 吃 ， 


Ga21X1 十 G22Xl 十 十 GO = 六， 
(3. 1) 
QIXI 十 Go2X2 十 十 CnX 一 已。 
的 问题 . 线性 方程 组 (3.1) 的 解法 一 般 有 两 类 : 

1 直接 法 ”经 过 有 限 次 算术 运算 求 出 精确 解 ( 如 果 计 算 过 程 中 没有 舍 人 误 
差 ). 但 实际 计算 中 由 于 有 伟人 误差 的 存在 和 影响 ,只 能 得 到 近似 解 . 本 章 介 绍 
这 类 方法 中 最 基本 的 高 斯 (Gauss) 消 元 法 、 列 主 元 消 元 法 .直接 三 角形 分 解法 及 
其 MATLAB 程序 等 等 ,并 对 误差 分 析 作 简 单 讨 论 . 这 类 方法 是 解 低 阶 稠密 矩阵 
方程 组 的 有 效 方法 ,也 可 用 于 求解 具有 较 大 型 稀 朴 矩阵 方程 组 . 

2. 和 迭代 法 ”从 初始 解 出 发 ,根据 设计 好 的 步骤 用 逐次 求 出 的 近似 解 盘 近 精 
确 解 的 方法 .常用 的 迭代 法 有 雅 可 比 (Jacobi) 和 迭代 法 和 高 斯 - 塞 德 尔 ( Gauss-Sei- 
del) 和 迭代 法 等 . 迭代 法 具有 需要 计算 机 的 存储 单元 较 少 ,程序 设计 简单 .原始 系 
数 拖 阵 在 计算 中 始终 不 变 等 优点 ,但 存在 收敛 性 和 收敛 速度 问题 ( 见 第 四 章 ). 
迭代 法 是 求解 大 型 稀 朴 阜 阵 方程 组 ,尤其 是 由 微分 方程 离散 后 得 到 的 大 型 方程 
组 的 重要 方法 . 

这 些 方法 适用 于 实际 问题 中 出 现 的 = 达到 几 百 、. 几 和 干 甚至 上 万 的 方程 组 . 例 
如 ,大 型 的 土建 结构 .机 械 结构 ,大 型 的 输电 网 络 .管道 网 络 , 简单 的 分 析 可 以 直 
接 归 结 为 线性 方程 组 ,复杂 一 些 要 用 到 偏 微分 方程 , 求 数值 解 时 将 转化 为 二 非常 
大 的 方程 组 . 在 这 章 中 我 们 要 学 习 线性 方程 组 的 直接 法 ,特别 是 适合 用 数学 软件 
在 计算 机 上 求解 的 方法 . 


3.1 方程 组 的 逆 和 矩阵 解法 及 其 MATLAB 程序 


3.1.1 逆 和 矩阵 .行列 式 及 其 MATLAB 命 


定义 3.1 对 于 ” 阶 和 矩阵 4, 如 果 有 一 个 = 阶 和 矩阵 如 ,使 
4 五 = B4 = 已， 
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则 称 矩 阵 4 是 可 逆 的 ,并 把 矩阵 妞 称 为 4 的 逆 和 矩阵 . 
4 的 逆 和 矩阵 记 作 4…, 则 召 =4- 且 44… =4 4 = 五. 
当 抢 阵 4 为 方 阵 时 ,4 的 行列 式 通常 表示 为 det 4 或 141. 当 det4 关 0 时 ,4 
可 逆 , 且 可 以 用 表 3 -1 中 的 MATLAB 命令 求 4 的 道 矩 阵 和 行列 式 . 
表 3-1 






3  ，，，，” 
NR =inv(R) 输入 矩阵 4 ,运行 后 输出 4 的 逆 矩 阵 全”…; 


HA = det(RA) 输入 矩阵 4 ,运行 后 输出 4 的 行列 式 det 4 的 值 . 


例 3.1.1 求 下 列 矩 阵 的 逆 矩 阵 和 行列 式 





TO 二 : 雪 7 间 
CD4=| 外 (2 了 本 汪 | 应 0 与 寺村 -87 人 梧 呈 OSITT25H 
0 二 到 娃 避 1 


解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> AM=[1 -5;-14];NRA=inv(A),B=[12 -3;204;0 -15];，NB= 
inv(B) ， 
Syms qd 
丰台 上 和 汪汪 页 届 二 开 束 7 芝 挝 as NC =inv(C) ， 
HR=daet(A),，HB =dqet(B),HC =daet(C) 
运行 后 分 别 输出 4 ,B,C 的 逆 和 矩阵 和 行列 式 为 
NR = -4 -5 
号 建 二 & 
NB = -0.40000000000000 0.70000000000000 -0.80000000000000 
1.00000000000000 -0.50000000000000 1.00000000000000 
0 .20000000000000 -0.10000000000000 0 .40000000000000 


NG = [IEAe(aEE57X2 GE 工 Z2 =1372X22G=3 放 
[ = 10 人 M2*d-3)] 
[ = 十 碟 记 二 册 二 3 3 忒 戏 了 剑侠 研 3 
HR = -1,HB = -10,HC = 一 4*aQ+6 


3.1.2 方程 组 的 逆 矩 阵 解法 及 其 MATLAB 程序 

在 MATLAB 中 引进 了 和 矩 阵 除 法 的 概念 , 它 包 括 左 除 和 右 除 . 设 两 矩阵 4, 刀 
为 于 阶 方 阵 , 且 4, 召 皆 可 逆 , 则 矩阵 方程 4X = C,ZB = 刀 ,4ZB = 下 的 解 都 可 以 
用 表 3 -2 中 的 命令 求 出 . 
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表 3-2 
相同 功能 的 命令 





输入 矩阵 4 和 C ,运行 后 输出 矩阵 方 
程 4X=C 的 解 和 =4-C 













X=RANC = 了 V( 和 A) 节 忌 





输入 矩阵 妃 和 厂 ,运行 后 输出 矩阵 方 
程 ZB = 万 的 解 了 =DB-… 


Y=Dxkinv(B) 





输入 矩阵 4, 召 和 环 , 运 行 后 输出 矩阵 
方程 4ZB = 下 的 解 Z=4-FB- 


2=RAANEF 人 全 2Z= inv(RA)*F*x inv(B) 


例 3.1.2 解 下 列 矩 阵 方程 


人 jz ?1 中 |- 0 


全 下 二 出 1 世 4 2 
(371 了 | 壹 | 性 让 
T 汉 2 记 2 本 | 
解 ”下面 用 两 种 方法 求 矩阵 方程 的 解 . 
方法 1 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> RL1=[1 -5;-14];C=[32;14];X=aAlc， 
是 王 于 二 二 生 下 032 于 汪 下 二 [下放 3200 和 全 <， 
芝 三 了 TaA2 EL 三 开工 ?了 .1032 工 工 ]3 
B2=[1 =1I1iI10;321]iF=s[423340 -153211];2S3AM2 NB2 


运行 后 输出 矩阵 方程 (1)、(2)、(3) 的 解 分 别 为 


用 三 万 二 二 
< 查 二 6 
YY = 
贡 站 二 有 
3 EC 
= 妆 | 于 记 
五 三 


--8.99999999999999 --51 .99999999999999 20 .99999999999999 

4.99999999999999 28 .99999999999999 -12.00000000000000 

12 .99999999999999 73 .99999999999999 一 28 .99999999999999 
方法 2 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> RM=[1 -5;-14];C=[32;14];X= inv(AL)*C， 
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BL=[1 -11;110;211]j:D=[12 -3;204;0 -15]; 
Y=Drinv(B1),R2=[L1 -11;110;3211]; 
B2-=[1 -11;110;321];3F=[423;30 -15;21 1]; 
2 = inv(R2)*# 忆 *y inv(B2) 
运行 后 输出 矩阵 方程 (1) (2) 的 解 与 方法 1 相同 ,矩阵 方程 (3) 的 解 
2 = ~9.00000000000000 -52.00000000000000 21 .00000000000000 
5.00000000000000 29 .00000000000000 -12.00000000000000 
13 .00000000000000 74 .00000000000001 -29.00000000000001 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> (RAR2 NAE)AB2 -inv(RA2)*EFxk inv(B2) 
运行 后 输出 矩阵 方程 (3) 的 两 种 解法 的 解 的 差 为 
ans = 1.0e-013 
0.07105427357601 0.14210854715202 -0.-10658141036402 
-0.07105427357601 -0.07105427357601 0.03552713678801 
-0.17763568394003 -0.28421709430404 0 .14210854715202 
例 3.1.3 利用 逆 和 抢 阵 解 下 列 线性 方程 组 
MX +2x， +3x3 = 工 ， Xi 一 % 一 %a =2， 


(1) /2x，+2x， +Sx =2， (2) /2x，， -2% -3x =]， 


3X， +3Sx， +X%a =3; 3x，+2x， -SSx =0. 
1 2 31 入 了 
解 (1) 方程 组 可 表示 为 |2 2 5 |=|2 
3 5 工人 和 3 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>>R=[123;3225;351]iC=[13243];3X=ANC 


地 


>>R=[123;j225;351];C=[1;233];X= inV(A) *C 
运行 后 输出 线性 方程 组 (1) 的 解 为 w =1,z =0,x =0. 
(2) 同 理 , 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>>RA-=[l -1 -1;2 -1 -3;3 2 -5];C=[2;140];X=ANC 


运行 后 输出 线性 方程 组 (2) 的 解 为 xi =5,z; =0,x; =3. 
3.1.3 线性 方程 组 有 解 的 判定 条 件 及 其 MATLAB 程序 


定理 3.1 元 线性 方程 组 4。., 忆 =5 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 的 
秩 等 于 增 广 和 矩阵 召 =(4 ;83) 的 秩 , 即 R4) = 忌 ( 妇 ). 

当 R(4) = 有 R( 刀 ) < 时 元 非 齐 次 线性 方程 组 4。x,X = 有 无 穷 多 解 ; 

当 R(4) =R( 吾 ) = 时 避 m 元 非 齐 次 线性 方程 组 4。 下 = 有 唯一 解 ; 
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当 尽 (4) 关 及 ( 吾 ) 时 ,元 非 齐 次 线性 方程 组 4 ,于 =2 无 解 . 
解 非 齐 次 线性 方程 组 ,将 其 增 广 抢 阵 化 成 行 阶梯 形 矩 阵 , 便 可 判断 其 是 否 有 
解 . 若 有 解 ,化 成 行 最 简 形 和 矩阵 , 便 可 写 出 其 通 解 . 


判定 线性 方程 组 4,。., 工 =8 是 否 有 解 的 MATLAB 程序 

输入 的 量 : 系 数 和 矩阵 4 和 常数 向 量 8; 

输出 的 量 :R4 和 RB 分 别 是 系数 矩阵 4 和 增 广 扯 阵 吾 的 秩 , = 是 方程 组 
中 未 知 量 的 个 数 ,另外 还 输出 有 关 方 程 组 解 的 信息 . 

说 明 《〈1) 求 矩 阵 4 的 秩 用 MATLAB 命令 :rank(R). 

(2) 如 果 有 唯一 解 , 则 用 表 3 - 2 方法 求解 ; 如 果 有 无 穷 多 解 , 则 将 其 增 
广 矩 阵 化 成 行 最 简 形 和 矩阵 , 便 可 写 出 其 通 解 . 


根据 线性 方程 组 有 解 的 判定 条 件 , 现 编写 了 判定 线性 方程 组 是 否 有 解 的 
MATLAB 程序 
function [RA,RB,n] =Jjiepb(A,b) 
B=[RAblin=1length(b);RRAR=rank(RA); 
RB =zank(B)izhica =RB -RARA; 








IE zhica >0， 
Gisp( "请 注意 :因为 RA ~ =RB, 所 以 此 方程 组 无 解 …) 
returny,warning off MATLRAB;Teturn_outside_ocf_1L1oop 
end 
zfE RARA= =RB 
E RA = = 电 
aisp( "请 注意 :因为 Ra =RB =n, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 …) 
elSse 
qisp( "请 注意 :因为 RA =RB <m, 所 以 此 方程 组 有 无 穷 多 解 …) 
enaQ 


enQ 
例 3.1.4 判断 下 列 线性 方程 组 解 的 情况 . 如 果 有 唯一 解 , 则 用 表 3 -2 方 
法 求解 . 


2x| +T3x， -xi +Sx =0， 3xi 二 4x，- Sx3 +7x4 =0， 

0 3x +X2 +223 一 7X4 =0， 2) 2x 一 3x,， +3x3 -2xX4 =0， 
4x, +xa -3x +6x =0， 4x, +11x，- 13x: +16x, =0， 
Xi 一 2X 十 42%3 一 7X4 =0; 7x -2x +xa +3x4 =0; 
4xi +T2x 一 X%a =2， 2x +7y-z+z=1， 

(3) /43x, -% 二 2x; =10， (4) /4x +2y -2z+20=2， 


11x, +3x。 =8; 2x +yY 一 z-2 = 
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解 (1) 步 野 1 保存 名 为 jiepb.m 的 M 文 件 ; 
步 野 2 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>A-[23 -15;312 -7341 -3631 -24 -7]; 
b=[0;0;0;0];[RA,RB,n] =jiepb(A,b) 
步骤 3 运行 后 输出 结果 为 
请 注意 :因为 RAR = RB =n, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 . 
RAR = 4;,RB =4n =14 
步骤 4 在 MATLAB 工作 窗口 输入 
>>X = 有 Am， 
运行 后 输出 结果 
X=(0000). 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>A-[34 -57;2 -33 -2;411 -13 16;7 -213];b=[0;0;0;0]; 
[RARA,RB,n] =jiepb(RA,b) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 RA =RB <n, 所 以 此 方程 组 有 无 穷 多 解 . 
RARA -2,RB =2,n =4 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>A-[42 -1;3 -12;1130];b=[2310;8]; [RA,RB,n] =jiepb(aA,D) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 RA ~ =RB, 所 以 此 方程 组 无 解 . 
RRA =2,;RB =3,n =3 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> ARA=[21 -11342 -21321 -1 -1 工 ] ; 
b=[1;2;1];[RA,RB,n] =jiepb(A,b) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 RA =RB <n, 所 以 此 方程 组 有 无 穷 多 解 
RA =2,RB =2n =3 
Xi +2x， +2x3 +X4 =0， 
例 3.1.5 ”求解 齐 次 线性 方程 组 ! 2x, +x -2xi -2x4 =0， 
xi 一 ”2 一 4x3 -3x4 =0. 
解 ” 对 系数 矩阵 4 施行 初等 行 变换 
1 2 2 1 1 2 2 1 
4=|2 1 -2 -2|->I0 -3 -6 -4 
1 -1 -4 -3 0 -3 -6 -4 
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5 
1 0 -2 -也 


和 


4 
3 
0 


Xi =27X3 +w， 
得 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 令 和 =cx4=c， 


X2 = 一 2X3 -人 xs 


因此 ， = ci +ci| - 


例 3.1.6 用 初等 行 变换 解 例 3.1.4 中 非 齐 次 线性 方程 组 (4). 
解 ” 对 方程 组 的 增 广 矩阵 施行 初等 行 变换 ,化 为 行 最 简 型 矩阵 为 








21 -1 11 21 -101 
站 2 -2 1 :| 00 o%1o0| 
21 -1 -11 00 0o00 
< x 1 (ro 7o0 
得 1 -2 ，，， 即 | 2 | = 二 | | + 二 | | +| |, 其中 二, 为 任意 沉 数 
2%=0 细 0 0 0 


1 求 于 列 方 阵 的 秩 : 


102 -1 02 -3 1 
(1)|203 1 (0)io3 -4 3 
3 0 4 -3 04 -7 -1! 
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1 -13 -4 3 2 3 1 -3 -7 
3 -35 -4 1 1 20 -2 -4 
(3) ; (4) 
2 -23 -2 0 3 -28 3 0 
3 -3 4 -2 -1 2 -37 4 3 
2. 求 下 列 方 阵 的 逆 窍 阵 : 
3 -2 0 -1 
3 2 1 
(1)|13 1 5 (2) 0 2 1 
1 -2 -3 -2 
3 2 3 
0 1 2 1 
3. 解 下 列 矩阵 方 程 ; 
4 1 -2 1 -3 
(1 设 4=|2 2 1|B=|2 2| 求 天 使 4 蕊 = 瑟 ; 
3 1 -1 3 -1 
0 2 1 
2 3 
(2) 设 4=| 2 -1 路- ， |] 六 zx 使 囊 =B 
-3 3 -4 


2 1 3 1 1 
4.， 求 下 列 行列 式 : 
4 1 2 4 2 1 4 1 
卫 1 2 0 2 2) 3 -1 2 1 
I10 5 2 0 1 2 3 2| 
0 1 137 5 0 6 2 
如 0 0 
-0B CC Qe 
(3) | 妈 d (4) 本 
的 0 -1 ee。 二 
矿 of - 必 


0 0 -1 Cd 
5. 判断 下 列 线性 方程 组 解 的 情况 ,如果 有 了 唯一 解 , 则 求 出 解 ， 


Sx, +0Ox2 =1 
Xi 二 Ma 二 %3 十 %4 5， 
Xi 士 Sx 十 6x3 =0， 
xi 二 2x -5X%a +4x4 = 一 2， 


(1) (〈(2) X2 十 Sxi 十 6xs =0， 
2xi -3x 一 33 -SSx4 = 一 2， : 、 
| xx +Sx4 +6xs =0， 
3x， +x。 +2x3 +11x =0; 
X4 十 3x5 二 1 


Xi 一 2xs +3x3 一 %s =1， xi +2x: +2xs +X4 =0， 
(3) /3x, -x+Sxi -3x4 =2， (4) /42x, +x -2x; -2x, =0， 


2x, +X% +2x3 一 2X4 =3; Xi 一 Xa 一 4x3 一 3x4 =0. 
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3.2 ”三 角形 方程 组 的 解法 及 其 MATLAB 程序 


用 初等 行 变 换 解 线性 方程 组 是 解 线性 方程 组 的 一 般 方法 . 从 例 3.1.6 可 见 ， 
当 方程 的 个 数 和 未 知 量 的 个 数 很 大 时 ,用 初等 行 变换 解 线性 方程 组 的 工作 量 相 
当 的 大 ,如果 在 计算 过 程 中 某 一 步 发 生 错误 ,那么 就 会 得 出 错误 的 结果 . 人 们 非 
常 想 用 计算 机 的 程序 解 线性 方程 组 ,而 高 斯 消 元 法 以 及 各 种 变形 的 高 斯 消 元 法 
使 得 用 初等 行 变 换 解 线性 方程 组 实现 机 械 化 计算 成 为 可 能 . 

因为 高 斯 消 元 法 以 及 各 种 变形 的 高 斯 消 元 法 都 归结 为 下 三 角形 方程 组 和 上 
三 角形 方程 组 的 解法 ,所 以 首先 介绍 三 角形 方程 组 的 解法 .下面 介 绍 解 上 三 角形 
线性 方程 组 回 代 法 ,而 将 下 三 角形 线性 方程 组 回 代 法 留 给 读者 完成 . 


3.2.1 三 角形 方程 组 的 解法 
设 上 三 角形 线性 方程 组 


CUXI +CiMX2 二 十 Cn_1Xn_ 1 十 CnXn 三 轧 ， 
02zXz 二 十 Gy 1X 1 十 GonX = 六 2， 
(3.2) 
Ca -Un-1Xn -1 二 GinXn 二 D 1， 
as = 加 
的 系数 匹 阵 . 常 系数 向 量 和 未 知 数 的 向 量 分 别 为 
0 ay ii Cn &， 
ao C2 1 a2 02 
入 = 古 = 
CT Qi D。，， 
Q b 
Xi 
X2 
天 =| : |( 其 中 4 称 为 上 三 角形 矩阵 ) ， 
Xn_1 
和 
则 (3.2) 式 可 表示 为 怎 阵 方程 
4 下 =0. (3.3) 


定理 3.2 ”如果 上 三 角形 线性 方程 组 (3.2) 的 系数 年 阵 4 中 的 主 对 角 线 上 
的 所 有 元 
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au F0，F=1,2， (3.4) 
则 方程 组 (3.2) 有 唯一 解 . 
证 明 因为 ouz 关 0， 丰 =1,2,…,m,， 所 以 从 (3.2) 式 的 最 后 一 个 方程 解 出 











一 b 
稳 n CO 
现在 x, 已 知 , 将 它 代 入 它 上 面 的 一 个 方程 解 出 
2。 一 Gu _1linXn 
Xn-1 = 
Cn -tn-i 
现在 x. 和 x*,。 ,已 知 ,将 它们 代 和 人 它们 上 面 的 一 个 方程 后 , 解 出 
b。， 2 一 CQ-2n-1Xn-i 一 Ga-2nXn 
Mn -2 二 ， 
Go_2,n-2 


当 Xp ,%iy1 都 求 出 之 后 , 则 可 得 到 一 般 步 又 为 


忆 - > Q5X 
= 一 一 ”= -Tom 一 2,…,1. 
au (3.5) 


和 


Go 
并 如 此 进行 下 去 , 即 可 依次 将 * ,…,x 全 部 解 出 . 根据 第 n 个 方程 可 推出 x, = 
刀 是 。 的 唯一 可 能 值 , 然 后 用 有 限 数学 归纳 法 可 证 明 * ,…,x 是 唯一 的 解 . 这 


种 方法 称 回 代 法 . 
例 3.2.1 用 回 代 法 解 上 三 角形 线性 方程 组 


Sx， 一 x+2x +3x4 =20， 





-2x， +7x3 -4x4 = -了 ， 
6x; +Sx4 =4， 463. 9) 

3x, =6. 
解 因为 ouz0,=1,2,3,4, 所 以 从 (3.6) 式 的 最 后 一 个 方程 解 出 xm = 2. 
将 代入 三 个 方程 解 出 凡 = -1 现在 风 = -1 和 呈 =2 代入 二 个 方程 后 , 解 出 
_ 二 7-7 (人 -t 世 +4. 2 


-4. 
-2 





X2 


最 后 求解 出 第 一 个 方程 中 的 x% ,可 得 
-20+1(-4) -2 (-1-3.2 
1 5 
定理 3.3 如 果 m xn 阶 矩 阵 4 是 上 三 角形 矩阵 或 下 三 角形 怎 阵 , 则 当 


=2. 4. 





用 


det 4 = auaz…Qw = 苛 ow 天 0 
=j 


时 ,人 对 应 的 上 三 角形 线性 方程 组 或 下 三 角形 线性 方程 组 有 唯一 解 . 
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3.2.2 解 三 角形 方程 组 的 MATLAB 程序 


下 面 编写 的 MATLAB 程序 是 利用 回 代 法 解 上 三 角形 线性 方程 组 , 解 下 三 角 
形 线性 方程 组 的 程序 类 似 . 





解 上 三 角形 线性 方程 组 4 巨 = 下 的 MATLAB 程序 
输入 的 量 :系数 和 矩阵 4 和 常 系数 向 量 5; 


运行 后 输出 的 量 : 系 数 矩 阵 4 和 增 广 抢 阵 召 的 秩 Rh,RB, 方程 组 中 未 知 
量 的 个 数 上 和 有 关 方 程 组 解 王 及 甚 解 的 信息 . 





function [RA,RB,n,X] =shangsan(A,b) 

B=[Ab]in=length(b); RARA=rank(RA); RB =rank(B);zhica =RB -RARA; 
if zhica >0， 

qisp( 请 注意 :因为 RA ~ =RB, 所 以 此 方程 组 无 解 …) 


return,warning oft MATLAB:return _ outside_of_1oop 
enda 


IE RA = =RB 
E RRA = = 荆 
disp( ' 请 注意 :因为 RA =RB =n, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 …) 
X=zeros(n,1);XCn) =bln)A 久 (nn); 
for KK=mn-1l:-I:1 
X(Kk) =(b(k) -sum(A(k,k+1l:n)*Xk+l:n)))A 包 (kk); 
end 
else 
disp( "请 注意 :因为 RA =RB <n, 所 以 此 方程 组 有 无 穷 多 解 …) 
enaQ 


enQ 


例 3.2.2 ”用 解 上 三 角形 线性 方程 组 的 MATLAB 程序 解 例 3.2.1 中 的 方 
程 组 . 


解 《1) 分 别 写 出 方程 组 的 系数 抢 阵 和 常 系数 向 量 


5 -1 2 3 20 

0 -2 7 -4 一 了 
帮 = 好 二 

0 0 6 5 4 

0 0 0 3 6 


(2) 保存 名 为 shangsan.m 的 M 文 件 ; 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>A=[5 -123;0 -27 -4;0065;0003]; 
b=[20; -7; 4;6];fRRA,RB,n,X] =shangsan(A,b) 
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(4) 运行 后 输出 结果 


请 注意 :因为 RR =RB =n, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 . 
RR=-4,RB =4n=4'X=-[2.4 -4.0 -1.0 2.0]' 


习题 3.2 





1. 用 回 代 法 解 上 三 角形 线性 方程 组 


4x, + 8x + 4x3 =8， Xi 十 2X2 一 和 4 =9， 
3x, + 3x; - 3x， = -0， -xx -2 +2x4 = -9， 
〈1) 〈2) 
x+ X =3， -2x; +3x， = -10， 
3x， =06， 3x4， = -6 
2. 用 回 代 法 解 下 三 角形 线性 方程 组 
一 6x， = -24， 一 2xi = ~42， 
一 2x，+3x2 二 6， 2X， 十 2%2 = 52， 
〈1) (2) 
4x， 一 2x 二 2x3 = 10， 3x，+2X 十 X3 = 79， 
Xi +2x，+4x +x = 21; 4xz，+% +2x +x4 = 82. 


3.3 ”高 斯 (Gauss) 消 元 法 和 列 主 元 消 元 法 及 其 MATLAB 程序 


3.3.1 高 斯 消 元 法 及 其 MATLAB 程序 


定义 3.2 在 (3. 1) 中 设 mm =P 01 天 0 将 第 1 行 乘 以 ( -auvai ) ,加 入 第 天 
行 ( 开 =2,... ,ma) ,得 
af 和 + al ya 二 + al xn =1 7 9 
aaa + aa = 


(3.7) 


《2) 《2) 了 (2) 
Co M 十 十 Co Mn 二， 


(其 中 ao =ab0 = 局 ). 再 设 cx0, 将 (3.7) 式 的 第 2 行 乘 以 ( - ae 7 
a2) ,加 入 第 下行 (上 =3,…,n), 并 如 此 进行 下 去 ,最 终 得 到 上 三 角形 线性 方 
程 组 
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(1) 


(1) 
QI XI 十 Qil2 


(1) 
MX2 十 十 QIn_l 


《1) 了 (0U 
Xi1+am Xe=bi ， 
2 2 2) ， 
a)xa 十 +GO Xi 二 02 = 中 2 ， 
(3.8) 


(mr-1) 
Cn 


+a ix 一 ， 

oo = 有 人" . 
用 上 节 介绍 的 回 代 法 解 上 三 角形 线性 方程 组 (3. 8) , 即 可 依次 将 *,,…;” 全 部 
解 出 . 这 样 ,在 a 品 关 0 (下 =1,2,…,) 的 假设 下 ,由 上 而 下 的 消 元 和 由 下 而 上 的 
回 代 ,就 构成 了 方程 组 的 消 元 法 , 称 高 斯 消 元 法 . 

消 元 法 的 步骤 可 用 和 抢 阵 .向 量 符号 描述 . 

若 记 4 = (ojy) ,下 = (2 = (0)7, 当 于 = 天 时 ,(3.1) 式 
可 表示 为 


下 一 


4 五 三 (3.9) 
定理 3.4 如 果 = xp 阶 矩 阵 4 的 秩 R(4) =m, 那 么 存在 mxz 阶 上 三 角形 
矩阵 0 = (wu ) 和 xz 阶 单位 下 三 角形 矩阵 改 ( 对 角 元 为 1, 上 三 角 元 为 0) ,并 
且 zu 天 0 (大 =1,2,…,m) 使 得 4 下 = 有 了 唯一 解 
Xx = 了 1 MO. 
证 明 由 (3.1) 化 为 (3.7) 式 的 过 程 相 当 于 用 单位 下 三 角形 矩阵 (对 角 元 为 
1, 上 三 角 元 都 为 0) ， 
1 
-aa 1 
AM = 
-av[ef 1 
左 乘 (3.9) 式 , 即 M,4x = Mi 再 依次 分 别 用 单位 下 三 角形 矩阵 M, ,…,M，, 左 
乘 Mi,4xr = M5 两 端 , 最 终 将 (3.9) 式 化 为 (3.8) 式 , 即 
MH， MOM4r=MH， …MD MD. (3. 10) 
记 M，…M2M = 于 , 则 M 仍 为 单位 下 三 角形 矩阵 ,而 按照 (3. 8) 式 的 上 三 
角形 状 ,M4 已 化 为 上 三 角形 矩阵 〈 下 三 角 元 为 0) ; 记 作 也, 其 对 角 元 为 wu = 
aa 名 天 0 (=1,2,…,). 于 是 (3.8) 式 可 写成 
Pr = 1M45. (3. 11) 
(3. 11) 式 是 消 元 法 最 终 得 到 的 (3.8) 式 的 矩阵 表达 形式 . 因为 吕 可 道 ,所 以 方程 
组 (3. 11) , 即 方程 组 (3.9) 的 解 为 
xz = 了 MD. (3. 12 ) 
这 样 ,求解 (3.8) 式 的 主要 过 程 相当 于 用 单位 下 三 角形 卸 阵 左 乘 4, 将 4 化 
为 上 三 角形 矩阵 的 过 程 ,而 且 不 难 证 明 , 消 元 中 关于 e 避 关 0 (上 =1,2,…,) 的 
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假设 ,等 价 于 4 的 各 阶 顺 序 主 子 式 
CI ”2Q4 
忆 ,=| : : | 关 0 (=1 2，……, 普 ). 
例 3.3.1 用 高 斯 消 元 法 和 MATLAB 程序 求解 非 齐 次 线性 方程 组 ,并 且 用 
道 逢 阵 解 方程 组 的 方法 验证 . 


一 Xo 一 2 +Xx4 =0， 
x， -%， +% 一 3x， = |， 
1 2 3 4 (3.13) 
2x，-2x，--4xi +6x4 = -1， 
Xi -2x -4x +x4 = -1. 


解 步骤 1 将 非 齐 次 线性 方程 组 (3. 13 ) 的 系数 保存 在 增 广 矩阵 吾 中 , 进 
. 行 初等 行 变换 ,o9" 的 上 标 表示 第 一 次 保存 在 位 置 (ij) 中 的 元 

0 -1 -1 1 0 

1 -1 1 -3 了 

2 -2 -4 6 -1 

1 -2 -4 1 -1 

步 枝 2 因为 cf， =0, 所 以 交换 第 1 行 和 第 2 行 ,然后 第 1 行 乘 以 ( -2) 加 

到 第 3 行 ,第 1 行 乘 以 ( -1 加 到 第 4 行 , 即 


0 -1 -1 1 0 1 -1 1 -3 1 
1- 1 -3 1pooo -1 -1 1 0 
12 -2 -4 6 -1! 2 -2 -4 6 -1! 
1 -2 -4 1 -1 1 -2 -4 1 -1 
0 -1 1 -3 1 
mr 0 -1 -1 1 0 
一 一 


0 0 -6 12 -3| 
0 -1 -5$ 4 -2 
步骤 1 和 步骤 2 的 计算 过 程 用 MATLAB 程序 表述 为 
>> AR=[0 -1 -11 和 1 -11 -3;32 -2 -46L -2 -4 1];b=[oi1; -1; -1]; 
B=[RAb]; n -length(b);X=zeros(n,1);c-=zeros(1lint+1)j 
if (B(1,1) = -=0)&(B(2,1) ~- =0) 
C=B(1,:);B(1,:) =B(2,:);B(2,:) =Ci 
Eor xx =2:n 
mrl = B(r,1)/B(1,1); B(r,1L) =03; %， =aG)Vat je) =0 
for C =2:n+1| 
B(r,c) = B(r,c) -mrl* B(1,c); 和 ae) =ae) -mm 二 a0) 


re 
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enQ 
end 


enQ 
步骤 3 将 第 2 行 乘 以 ( - 1 加 到 第 4 行 ,得 
1 =- 1 -3 1 
0 -1 -1 1 0 
0 0 -6 12 -3 
0 0 -4 3 -2 
步骤 3 的 计算 过 程 用 MATLAB 程序 表述 为 
for TY =3 :7 
mrl = B(r,1)/B(1,1);B(r,1) =03 为 mu =a)]et ia =0 
for C =3:n+1 


BCryc) = B(ryc) -mrl * B(1,c)3;% ca = Ge) 一 到， 本 


enQ 


enaQ 


一 用 4 必 一 AL 
步骤 4 将 第 3 行 乘 以 ( -五 ) 加 到 第 4 行 , 此 过 程 用 MATLAB 程序 表述 为 
for =4:n 
mrl= B(r,1I)/B(1,1)3B(r,1) =0; 和 了 mx =a@t][el ia6) =0 
for C =4:n+1 


B(r,c) = B(r,c) -mrl*# B(1,c)3%aG) -ea - 可 CC 


enaQ 


1 =1 1 -3 1 
0 -1 -=-1! 1 0 
0 0 -6 12 -3| 
0 0 0 -5 0 
步 枝 5 用 解 上 三 角形 线性 方程 组 的 MATLAB 程序 解 下, 对 应 的 方程 组 . 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> R=fl -11 -3;0 -1 -11;00 -612;000 -5]; 
Dp=[1;0; -3;0];[RA,RB,n,X] =shangsan(&RA,b) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 Ra =RB =ma, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 . 
RARA =4;RB =4n=4X=[0 -0.50.50]' 


步骤 6 ”并且 用 逆 和 插 阵 解 方程 组 的 方法 验证 . 在 MATLAB 工作 窗口 输入 
程序 
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>> RAR=[0 -1 -11i1 -11 -3;2 -2 -46;1 -2 -41]; 
b=[0;1; -1;-1];x=RAv 
运行 后 输出 结果 相同 . 
下 面 提供 的 MATLAB 程序 是 利用 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 组 4 天 =z 的 
MATLAB 主 程序 . - 





用 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 组 4X = 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 : 系 数 矩 阵 4 和 常 系数 向 量 8; 

输出 的 量 :系数 和 矩阵 4 和 增 广 矩 阵 召 的 秩 Rh4,RB, 方程 组 中 未 知 量 的 
个 数 m 和 有 关 方程 组 解 互 及 其 解 的 信息 . 


function [RARA,RB,n,X] =gaus(A,b) 











B=[Abjin=length(b);RA=rank(RA); 
RB =tzank(B);zhica =RB -RARAi; 
f zhica >0， 
aisp( "请 注意 :因为 Ra ~ =RB, 所 以 此 方程 组 无 解 .) 
上 etUuzrDn 
endq 
if RARA = =RB 
E RRA = = 咽 
daisp( "请 注意 :因为 RA =RB =m, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 …) 
X=zeros(n,1);C=zeros(l,n+1l); 
forPp= 1 :mn-1 
for k =P+13:n 
m= B(k,p)/vB(P,P); 
B(k,p:n+l)= B(k,Pp:n+1l) -mx B(P,p:n+1l)i 
end 
endQ 
b=B(L:nin+l);A=B(1:n,L1:n); Xn)=bln)A 包 (nn)s 
for SG =D0n-1I: -1:1 
X(q) =(b(q) -sum(RACd,G+1in)*XCq+limn))) AdG)3; 
end 
elSe 
disp( ' 请 注意 :因为 RA =RB <n, 所 以 此 方程 组 有 无 穷 多 解 ) 
endQ 
end 
例 3.3.2 用 高 斯 消 元 法 和 MATLAB 程序 求解 下 面 的 非 齐 次 线性 方程 组 ， 
并 且 用 逆 和 气 阵 解 方程 组 的 方法 验证 . 
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Xi -X +Xa 一 3x4 = 
-2%， -x+X =0， 
2x，-2x，-4x: +6x4 = 一 |， 
xl -2x， -4x +x%4 = 一 1 
解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> A=[1 -11 -3;0 -1 -11;2 -2 -4631 -2 -41]5 
b=[1;0; -1; -1]; [RARA,RB,n;X] =gaus(RA,b) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 RA =RB =n, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 . 


RA = 
4 X= 

RB = 0 
4 -0.5000 

n = 0.5000 
4 0 


3.3.2 列 主 元 消 元 法 及 其 MATLAB 程序 


从 例 3.3.1 可 见 , 用 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 组 时 ,alo zx0 (上 =1,2,…,m) 是 
十 分 重要 的 条 件 . 实际 上 ,在 用 消 元 法 解 方程 组 的 过 程 中 ,即使 ci 关 0 ( 丰 = 1， 
2,…,m) ,但 是 其 绝对 值 |at |( 上 =1,2，…) 很 小 时 ,用 它 作 除数 会 导致 侈 人 误 
差 的 增加 很 大 ,所 以 在 进行 到 第 正 步 时 不 论 e 拓 是 否 为 0, 都 按 列 选择 jax | (4 
= 大 ,ma) 中 最 大 的 一 个 , 称 为 列 主 元 ,将 列 主 元 所 在 行 与 第 丰 行 交换 后 再 按 上 
面 的 高 斯 消 元 法 进行 下 去 , 称 为 列 主 元 消 元 法 . ， 

下 面 提供 的 MATLAB 程序 是 利用 列 主 元 消 元 法 解 线性 方程 组 . 





用 列 主 元 消 元 法 解 线性 方程 组 4X = 的 MATLAB 程序 

输入 的 量 :系数 矩阵 4 和 常 系数 向 量 8; 

输出 的 量 : 系 数 和 矩阵 4 和 增 广 矩 阵 召 的 秩 R4,RB， 方 程 组 中 未 知 量 的 
个 数 ”和 有 关 方程 组 解 站 及 其 解 的 信息 . 





function [RARA,RB,n,X] =lJiezhu(RA,b) 
B=[Apbjin=length(b);RA=ITank(RA)i 
RB =zank(B);zhica =RB -RA; 
if zhica >0， 


disp(' 请 注意 :因为 RR ~ =RB, 所 以 此 方程 组 无 解 …) 
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EetUrDn _ 
warning off MATLAB:return_outside_of_l1oop 
enaQ 
it RA = = 有 RB 
E RA = = 呈 
disp( ' 请 注意 :因为 RAR =RB =n, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 …) 
X=zeros(n,1);C=zeros(l,n+1); 
for PP= 工 :na -=- 工 
[Y,jl] =max(abs(B(p:n,p)));C=B(p,:); 
B(P,:)= B(j+Pp-1,:);B(j+Pp-1,:)=Ci 
tor K = 叫 + 寺 3n 
= B(k,p)/B(p,p); 
B(k,p:n+l)= B(k,p:n+1l)-myx B(pPp,p:n+1l); 
enaQ 
end 
b=B(i:nn+l)iA=B(lI:n,1:n);iXn) =bn) 和 名 (nn); 
for G=Dn-1: -1:1 
X(G) =(b(q) -sum(A(q,G+1:n)*Xq+l:n)))A(dG); 
end 
elSsSe 
aisp( "请 注意 :因为 RA =RB <n, 所 以 此 方程 组 有 无 穷 多 解 …) 
enQ 


end 
例 3.3.3 用 列 主 元 消 元 法 解 线性 方程 组 的 MATLAB 程序 解 例 3.3.1 的 方 
程 组 . 
解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> RAR=[0O -1 -11;i1 -11 -3 和 32 -2 -46 和 1 -2 -41]; 
b=[0o;i1;-1; -1]; [RARA,RB,n,Xj =1iezhu(R,b) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 Ra =RB =na, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 . 
RAR = 4;RB =-4n=4;X=[o -0.50.50】 
例 3.3.4 设 抛物 线 y=a+a +ex: 经 过 点 (0.1,6),( -3,5),(0.07,1)， 
求 此 抛物 线 方程 . 
解 将 点 (0.1,6),(-3,5),(0.07,1) 分 别 代 人 抛物 线 方程 y=a + +ex 
中 ， 
G +0.12 +0.0lc =6， 
得 @ 一 32 +9c =5S， 
a +0.078 +0.004 9c =1. 
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在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>> 有 RA=[I 0.10.01;1 -39310.07 0.0049 ]; 
b=[6;531]; 


[RA,RB,n,X] =1iezhu(R,b) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 RA =RB =mn, 所 以 此 方程 组 有 唯一 解 . 
RA =3,RB =3 ,n =3 ,X=[-52985S 1590301 15334283 了】 


_ _5 298 15 903 13 334 : 
所 求 的 抛物 线 方程 为 7y= -1 + 0 YX + -783 YX， 








习题 3.3 





1. 用 高 斯 消 元 法 解 下 列 线性 方程 组 : 


4x, +8x: +4x3 =8， Xi 二 2Xa2 十 2x3 二 3X4 二 1， 
Xi +Sx,， +4x; -3x = 一 4， 和 二 3x。+6xi +X4 =3 了 3， 
(1 1 2 3 4 (2) 1 2 3 十 和 4 
Xi +4x: +7xi +2x4 =10， 3x -ax -3xas +15x4 =3， 
Xi +3x +X3 一 7x4 = -4; xi ~ Sx - 10x; + 12x。 = 5. 
2， 用 列 主 元 消 元 法 解 下 列 线性 方程 组 : 
xi +20x, ~x +0.001x, =0， xz2 +2x5 +0.03x4 =1， 
2x, --Sx, +30x; -0. 1x, =1， 0. 1x +3x,， +0.6x; +z =0， 
(1) 上 2 3 4 (2) 上 2 了 1 
Sx, +xa -100x; -10x, =0， 3x, -~-%2 -3xi +15x4 = -3， 
2xi - 100x，- x3 +x4 =0i xl -Sx, -10x; +12x4 =0. 


3. 设 抛物 线 y=a+bz +exr 经 过 点 (1,6),(3,5),(7,2) , 求 此 抛物 线 方程 . 


3.4 LU 分 解法 及 其 MATLAB 程序 


3.4.1 判断 矩阵 LU 分 解 的 充 要 条 件 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 和 矩阵 的 LU 分 解 
高 斯 消 元 法 的 过 程 说 明 ,矩阵 4 左 乘 单位 下 三 角形 矩阵 好 ,可 化 为 上 三 角 


形 矩 阵 避 , 即 


Mh4 = 1 
因为 单位 下 三 角形 矩阵 的 逆 仍 为 单位 下 三 角形 矩 阵 , 记 斑 … = 工 , 则 
4 = 工 U (3. 14 ) 


将 矩阵 4 分 解 为 一 个 单位 下 三 角形 矩阵 工 和 一 个 上 三 角形 怎 阵 避 的 积 
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4 =Z, 这 种 分 解 称 为 矩阵 LU 分 解 . (3. 14) 式 用 抢 阵 的 形式 可 表示 为 


CI 0 ”Qnrn 1 0 … 0 Lo 
CQ21  G22 cz | /1 0 0 zz … tan (3. 15) 
Qi Qi2 。。 CQ 7 ， 1 1 1 人 0 0 ee 开 


定义 3.3 mmxz 阶 矩阵 4 的 左上 角 r>xr(1<rsminlm,nl ) 阶 子 矩 阵 4， 
的 行列 式 


Ca ca ”2r 
021 02 ”2Qz 

det 4,= | . . . (3. 16) 
Cn QG2 C 


称 为 4 的 r 阶 顺序 主子 式 . 

mn 阶 和 矩阵 4 能 否 进行 LU 分 解 的 充 要 条 件 , 可 由 如 下 定理 描述 . 

定理 3.$ m” 阶 和 矩阵 4 有 唯一 的 LU 分 解 的 充 要 条 件 是 4 的 各 阶 顺 序 主 子 
式 det 4，(r=1,2,…,) 不 为 零 . 

(二 ) 判断 矩阵 4 能 否 进行 LU 分 解 的 MATLAB 程序 

根据 定理 3.5 和 (3. 16) 式 编写 的 MATLAB 程序 如 下 : 





判断 矩阵 4 能 否 进行 LU 分 解 的 MATLAB 程序 

输入 的 量 : 系 数 矩 阵 4; 

运行 后 输出 的 量 : 和 矩阵 4 的 秩 Rh4 和 各 阶 上 顺序 主子 式 det 4,(r=1,2,…， 
n) 的 值 il 及 其 相关 信息 ,4 能 否 进行 LU 分 解 的 信息 . 





function hl =pdLUfJ(R) 
[nn]l =size(R); RARA=Lrank(RA); 
it RA ~ = 世 
aisp(" 请 注意 :因为 A 的 n 阶 行列 式 hl 等 于 零 , 所 以 A 不 能 进行 LU 分 解 .aA 的 
秩 RRA 如 下 : ) 
RRA,hl = aet(A); 
LetuzzR 
endQ 
IfE RA = = 联 
for P = 本 : 
h(P) =aet(RA(1:p,，1:p)); 
enQ 


hl =h(1:n); 
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for 研 =13:n 
ifh(1,i)= =0 
disp( ' 请 注意 :因为 A 的 上 阶 主子 式 等 于 零 , 所 以 RA 不 能 进行 LU 分 解 .aA 的 


秩 RA 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 hl 依次 如 下 : ”) 
P13;RRA 
TetUYrDn 
end 
endQ 


ifh(1,i)~=0 
aisp( 请 注意 :因为 A 的 各 阶 主 子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 A 能 进行 LU 分 解 .aA 的 秩 


RRA 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 nl 依次 如 下 : ) 


Ph1;RR 
end 
end 
例 3.4.1 判断 下 列 矩 阵 能 否 进行 LU 分 解 ,并 求 矩 阵 的 秩 . 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 
(1)|1 12 7|;(2)|1 2 7|;(3)|11 2 3|. 
4 35 6 4 5 6 4 5 6 


解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>>A=[123;11273;3456];hl=PaLUftj(A) 


运行 后 输出 结果 为 
请 注意 :因为 A 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 , 所 以 和 能 进行 LU 分 解 .A 的 秩 RA 和 各 


阶 顺 序 主 子 式 值 hl 依次 如 下 : 
FRR -3,hl-1 10 -48 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>>R=f1l123i127;456];hl=pdaLUftj(aA) 


运行 后 输出 结果 为 
请 注意 :因为 习 的 上 阶 主子 式 等 于 零 , 所 以 A 不 能 进行 LU 分 解 .&A 的 秩 RAR 和 各 阶 


顺序 主子 式 值 nl 依次 如 下 : 
FRR =3,hl-=1 0 132 


(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> ARA=[123;123;4456];ihl=paLUftj(A) 
运行 后 输出 结果 为 
请 注意 :因为 A 的 n 阶 行列 式 Phl 等 于 零 ,所 以 和 不 能 进行 LU 分 解 .A 的 秩 RAR 如 下 : 
RAR = 2,hl =0 - 


3.4.2 直接 LU 分 解法 及 其 MATLAB 程序 
这 里 将 无 行 交 换 的 年 阵 4 的 LU 分 解 称 为 矩阵 的 直接 LU 分 解 . 
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(一 ) 和 矩阵 的 直接 LU 分 解 的 方法 
设 n 阶 矩 阵 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 det 4，(r=1,2,…,m) 不 为 零 , 则 4 有 唯 
一 的 LU 分 解 (3.15) 式 . 由 矩阵 的 乘法 ,得 oj = (=1,2，). 当 i>1 时 ,有 


了 
> ja， 当 < i， 
才 =1 


胃 间 (3. 17 ) 
它 太 风 + 汝 世 
102 0 
01 0 1 
例 3.4.2 用 直接 LU 分 解法 分 解答 阵 4 = 1 4 3 ,并 写 出 对 应 的 
0 1 0 3 
MATLAB 程序 . 
解 设 
1 0 2 0 1 0 0 0Y La 2 1 
0 1 0 1 1 0 0|0 ua ta to 
1243| 5 10o 0 mu 
0 1 0 3 1 10O 0 0 us 


根据 (3. 17) 式 可 以 逐 行 逐 列 求 出 志和 zw , 即 
(1) 由 ay=u =1l2,3,4) ,得 zu =1ua=0,ua=2,u4=0. 对 应 的 
MATLAB 程序 
>> for j =1:4 
U(1,j) =&A(L1,J); 
enQ 
(2) 由 已 =al[i(i=2,3,4), 得 1 =0,) =1, 1 =0. 对 应 的 MATLAB 
程序 
>> for 奔 =23:4 
Li,I)=RAi,1)(1,1); 
enQG 
(3) 由 ay=Duv+zi (=2,3,4) ,得 zi =a-Da (=2,3,4) ,zz =1， 
la =0,u =1. 对 应 的 MATLAB 程序 
>> ftor JJ =2:4 
U(2,Jj) =A(2,j) -LDL(2,1)*UGL,J)i 
end 
(4) 由 as = t+ioz (=3,4)， 得 1 风 =(aos -Do)va (=3,4)，, 即 
1 =2,12 =1. 对 应 的 MATLAB 程序 
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>> for =3:4 
Li,2)=(ACi,2) -Li,1)*UG1,2))/U(2,2); 
enQ 
($) 由 aa = 32 十 12U2 十 13 (1 =3,4) 得 
za =aay- (Dr+bzur) (1 =3,4) , 即 uas =2，,uat =1. 
对 应 的 MATLAB 程序 
>> for ] =3:4 
(3,j) =A(3,) -LG3,1:2)*U(L:2,]j)i; 
endQ 
(6) 由 os =14us +1atos +1aouss ,得 1 =(asas 一 Pauna + lotos ) /us =0. 
对 应 的 MATLAB 程序 
>> L(4,3) =(RA3,3)- LDL(4,1:2)*U(1:2,3))7/U(3,3); 
(7) 由 au =Dui +lavuas +lara +ua ,得 
U4 = 04 一 (1224 + at +1aua4) =2. 
对 应 的 MATLAB 程序 
>> U(4,4) =RA(4,4) -L(4,1;3)*U(1:3,4); 


故 


号 一 
全 己 避 


1 
0 
1 


一 叫 号 


0 
0 
0 


划 则 王 已 
一 II 呈 已 
口 品 避 一 
忆 巴 王 呈 
忆 了 记忆 虽 
忆 一己 


0 
1 
2 
1 


它 


0 0 0 1 
(二 ) 移 阵 直接 进行 LU 分 解 的 MATLAB 程序 
根据 定理 3.5 和 (3. 16) 式 编写 MATLAB 程序 如 下 : 














将 矩阵 4 进行 直接 LU 分 解 的 MATLAB 程序 

输入 的 量 :系数 矩阵 4; 

输出 的 量 :矩阵 4 的 秩 Rh 和 各 阶 顺 序 主子 式 det 4,(r=1,2,…,n) 的 值 
Al 及 其 相关 信息 ,4 能 否 进行 LU 分 解 的 信息 . 如 果 4 能 进行 LU 分 解 , 则 输 
出 工 和 忆 . 








function hl =zhJjLU(RA) 
[nn]l =size(A); RARA =Tank(A); 
E RA ~ = 了 
aisp(' 请 注意 :因为 A& 的 阶 行 列 式 hl 等 于 零 , 所 以 A 不 能 进行 LU 分 解 . 
有 的 秩 RRA 如 下 : )，RRA,hl =dqet(A) 
工 etUID 


endQ 
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It RA = = 匡 
for P =1 工 :nm 
h(P) =det(A(1:pP，1:P))i 
endQ 
hl =h(C1L13n); 


for 奔 =1:m 
ith(1,1) = =0 
disp(' 请 注意 :因为 &A 的 z 阶 主子 式 等 于 零 , 所 以 A 不 能 进行 LU 分 解 . 
和 的 秩 RAR 和 各 阶 顺序 主子 式 值 hl 依次 如 下 : ) ，hl1;RRA 
eturDn 
endQ 
endQ 
ifh(l,i)~=0 
aisp(' 请 注意 :因为 A 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 能 进行 LU 分 解 .& 的 
秩 RAR 和 各 阶 顺 序 主 子 式 值 hl 依次 如 下 : ) 
for J =1 :mn 
U(1,j) =&AC1L1,j)i 
end 
Eor K =2 :了 
for 1 =2:Dn 
for j =2:n 
L(1,1)=1;D(i,I) =1; 
ifE ii>5 
L(1) =1;D(2,1) =A(2,1)M(1,1); LT) =AGL)ACLI); 
LU(i,k)=(RAi,k)- Li,1:k-1)*U(1L:Kk-1,k))ACGK,k); 
elSse 


U(k,j) =RAGk,j) -L(k,1:k-1)*U(G1L1:k-1l1 林 ); 


end 
endQ 
enG 
enG 
hli;iRRA,U,L 
end 
endQ 
例 3.4.3 用 矩阵 进行 直接 LU 分 解 的 MATLAB 程序 分 解 和 矩阵 
1 0 2 0 
0 0 ji 
他 = 有 
1]2 4 3 
0 1 0 3 
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解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> RAR=[1020;0101;1243;0103];hl=zhj(aA) 
运行 后 输出 结果 . 
请 注意 :因为 A 的 各 阶 主 子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 A 能 进行 LU 分 解 .A 的 秩 RAR 和 各 


阶 顺序 主子 式 值 hl 依次 如 下 : 
RA =4 II=-1 0000 
dg=102 0 0 1 .00 
0 1 01 1 210 
0 0 2 1 0 101 
0 002 hl=1 1 2 4 
由 此 可 见 , 例 3.4.3 和 例 3.4.2 中 4 的 LU 分 解 式 相同 ， 


3.4.3 含 交 换 和 矩阵 的 LU 分 解法 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 含 交 换 矩 阵 的 LU 分 解法 

如 果 只 知道 呈 阶 矩阵 4 可逆 而 不 能 保证 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 不 为 零 ,那么 
在 消 元 过 程 中 可 能 会 遇 到 某 个 ec 如 =0 的 情况 ,但 这 时 必 至 少 有 一 个 ai 关 0， 
i = 大 +1, nm, 只 需 像 列 主 元 消 元 法 那样 ,将 第 大 行 与 第 守 行 交 换 ,就 可 以 继续 施 
行 前 面 的 消 元 过 程 ,而 这 种 行 交换 相当 于 4 左 乘 一 个 由 单位 矩阵 第 上 与 第 ; 行 
交换 所 得 的 初等 交换 矩阵 已 , ,于 是 将 4 化 为 上 三 角形 矩阵 的 过 程 相当 于 4 
左 乘 一 系列 的 初等 交换 抢 阵 和 单位 下 三 角形 矩阵 ,可 写作 


MB …MB 4A= 了 (3. 18) 
记 已 ，，,… 互 ,，= 忆 , 忆 是 单位 矩阵 经 若干 次 行 交 换 得 到 的 交换 矩阵 ,由 (3. 18 ) 
式 可 推出 
AMfP4 = 也 . 
仍 记 M- = 工 ,就 得 到 P4 = 工 0， 
定理 3.6 若 阶 矩阵 4 可 送 , 则 存在 交换 矩阵 书 使 
P4 = 工 1 (3. 19) 
工 ,7 分 别 为 单位 下 三 角形 矩阵 和 上 三 角形 抢 阵 ， 
(二 ) 含 交换 矩阵 的 LU 分 解法 的 MATLAB 程序 


含 交 换 和 矩阵 的 LU 分 解法 的 MATLAB 程序 是 使 用 列 主 元 消 元 法 进行 的 ,其 
命令 和 功能 如 下 : 
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MATLAB 命令 









输出 下 为 一 交换 矩阵 己 ” 与 单位 下 三 角形 矩阵 工 之 积 ,U 为 
上 三 角形 和 矩阵 ,使 得 4 =XU, 其 中 五 = 书 -  * 工 . 


输出 工 为 单位 下 三 角形 甜 阵 ,X 为 上 三 角形 矩阵 ,P 为 一 交换 
矩阵 ,使 P4 = 工 U. 


[xU]= Iu(RA) 





[EUBP]=1l1u(A) 






例 3.4.4 用 两 种 方法 将 下 列 矩 阵 进行 LU 分 解 ,其 中 


切 业 和 0 了 光 

-1 2 -3 4 2 8 6 4 

〈(1) 4 = 和 2 
I 2 10 8 8 
人 4 12 10 6 


解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> ARA=[0.1234;-12 -3 4;11 21 13 41;5789]; [XU]=1Iu(A) 
识 三 【可 2 东 汪 二 工区 订 忆 区 下 工 和 4 人生] 人 [ 生 衣 世 ] 二 Ca 


运行 后 输出 结果 

X = 0.0091 0.46281.0000 0 U=ll.000021.0000 13.0000 41.0000 
-0.0909 工 .0000 0 0 0 了 .909 一 工 -8182 727273 
1 .0000 0 0 0 0 0 3572331 :0512 
0 .4545 -0.6512 0 .2436 1.0000 0 0 0 -4.6171 

D = 1 工 .0000 0 0 0 P=0 0 1 0 

=030909 1.0000 0 0 gu 9 

0 .0091 0.4628 工 .0000 0 二 人 

0.4545 -0.6512 0.2436 1.0000 8 机 ) 放 


使 4=XU 和 P4 = 工 0. 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> B=[0241;2864;31088;412106];[XxU]=1lu(B) 
B=[0241;2864;31088;i412106]; [LUP]= 1lu(B) 


运行 后 输出 结果 


驻 三 0 1.0000 工 .0000 0 可 =4 了 2 了 090， 克 
0.5000 工 .0000 0 0 0 2 直 和 盖 
0 有 0 500OR 0 工 .0000 G” 浊 3 
1 .0000 0 0 0 人 DO Un iiS 
EECQO06 0 0 0 P =0 0 0 1 
0.5000 工 .0000 0 0 吕 
0 1.0000 1 工 .0000 0 二 
0.7500 0.5000 人 0000 0 人 站 
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使 妃 =XU 和 PB = 也 LU7. 


3.4.4 判断 正定 对 称 矩 阵 的 方法 及 其 MATLAB 程序 


定理 3.7 对称 矩阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 为 正 . 
根据 定理 3. 7 编写 的 MATLAB 程序 如 下 : 








判断 矩阵 4 是 否 是 正定 对 称 和 矩阵 的 MATLAB 程序 

输入 的 量 : 系 数 矩 阵 4; 

输出 的 量 : 和 拖 阵 4 的 转 置 矩 阵 z4 和 4 的 各 阶 顺 序 主 子 式 det 4，(r= 
2,…,m) 的 值 Al 及 其 相关 信息 ,4 能 理 进 行 LU 分 解 的 信息 . 








function hl =zddc(RA) 
[nnj =size(&A); 


for BP =1:Tn 
h(P) =det(RA(1:P,，1:P)); 
emd 
hl =h(1l:n);zA=A'" ;ichaaA = 和 -2ZRA; 
E chaaAa = = 
qisp(' 请 注意 :A 是 对 称 矩 阵 ') 
elsSe 
disp( "请 注意 :&A 不 是 对 称 和 矩阵 ) 
end 


for 奎 =13n 
ifh(l,i)< =0 
disp( "请 注意 :因为 A 的 各 阶 顺 序 主 子 式 hl 不 全 大 于 零 , 所 以 RAR 不 是 正定 
的 .A 的 转 置 矩 阵 za 和 各 阶 顺序 主子 式 值 hl 依次 如 下 : ) ， 
了 1 ;2ZA 
etUzDn 
end 
emqQq 
ifh(1,i) >0 
disp( "请 注意 :因为 A 的 各 阶 顺 序 主 子 式 hl 都 大 于 零 ,所 以 A 是 正定 的 .&A 的 
转 置 矩 阵 zA 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 nl 依次 如 下 : ) 


DPIiyzA 
eDn ad 
例 3.4.5 判断 下 列 矩 阵 是 否 是 正定 对 称 和 矩阵 ， 
01 2 3 4 1 -1 2 1 
站 | -1 2 -3 4 | -1 3 0 -3 
la 4 > 0 9 -6 


5 7 8 9 1 -3 -6 19 
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工 -二 0% 
避 v2 
1 1 
-下 下 0 0 -2 1 1 
(3) 如 放 1 el -6 
0 0 二 -二 _ 
万 -万 1 0 -4 
0 -1 上 工 
2 


解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> AR=fo0.1234;j-12 -34;1121134135789]ihl=zddc(RA) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :A 不 是 对 称 矩 阵 
请 注意 :因为 A 的 各 阶 顺 序 主子 式 hl 不 全 大 于 零 , 所 以 A 不 是 正定 的 .A 的 转 置 矩 
阵 za 和 各 阶 顺 序 主 子 式 值 hl 依次 如 下 : 


zRA =1A40 - 工 工 | 5 
2 2 21 7 
3 一 3 13 8 
4 4 41 9 
hl=1A40 11 和 5 -1601A0 3696 石 


因此 ,4 既 不 是 正定 矩阵 ,也 不 是 对 称 和 矩阵 . 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>R-[fl -121;-130 -3;209 -6;1 -3 -619]j,hl=zddc(A) 
运行 后 输出 结果 
有 = 工 一 工 2 1 
一 工 3 0 一 3 
2 0 9 -6 
1 -3 -6 19 
请 注意 :a 是 对 称 矩 阵 
请 注意 :因为 aA 的 各 阶 顺 序 主子 式 hl 都 大 于 零 , 所 以 A 是 正定 的 .A 的 转 置 矩 阵 zA 
和 各 阶 顺 序 主 子 式 值 hl 依次 如 下 : 
ZA = 工 一 工 2 工 
一 】 3 0 一 3 
2 0 9 -6 
1 一 3 -6 19 
hlL= 工 2 6 24 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> RAR=[1Aqrt(2) -1《/sart(2)00; -1《Asqrt(2) 1/sqrt(2)00;30017 
sqrt(2) -1Aqrt(2);00 -1Aart(2)1Aqrc(2)]j,， hl=zddc(A) 


运行 后 输出 结果 
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&RA= 985A393 -985 393 0 0 
-985 393 985 393 0 0 

0 0 985 人 393 -985 393 

0 0 -985 人 393 985 和 393 


请 注意 :AR 是 对 称 矩 阵 
请 注意 :因为 A 的 各 阶 顺 序 主子 式 hl 不 全 大 于 零 ,所 以 A 不 是 正定 的 .A 的 转 置 邱 
阵 za 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 hl 依次 如 下 : 


zA = 985 393 -985 393 0 0 
-985 人 4393 985 393 0 0 

0 0 985 393 -985 和 393 

0 0 -985 人 393 985 4393 
Dll = 985 和 393 0 0 0 


可 见 ,4 不 是 正定 矩阵 ,是 半 正 定 和 矩阵 ;因为 4 =4… 因此 ,4 是 对 称 矩 阵 . 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>R=[-211;1 -60310 -4];ihl=zddc(A) 
运行 后 输出 结果 
RAR=-2 1 1 
1 -6 0 
1 0 -4 
请 注意 :a 是 对 称 和 矩阵 
请 注意 :因为 A 的 各 阶 顺序 主子 式 hl 不 全 大 于 零 , 所 以 R 不 是 正定 的 .A 的 转 置 和 矩 
阵 zA 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 hl 依次 如 下 : 


ZRA = -2 工 工 hl = -2 11 -38 
工 -6 0 
工 0 -4 


4 不 是 正定 抢 阵 ,是 负 定 矩 阵 ; 因 为 4 =4 ,因此 ,4 是 对 称 矩 阵 . 
3.4.5 正定 对 称 和 矩阵 的 楚 列 斯 基 ( Cholesky ) 分 解 及 其 MATLAB 程序 


一 些 实际 问题 如 用 有 限 元 法 作 结构 力学 计算 , 常 归结 为 求解 系数 矩阵 为 正 
定 对 称 的 线性 方程 组 ,这 时 形 如 (3. 15 ) 式 的 LU 分 解 有 更 简化 的 形式 . 
定理 3.8 若 ” 阶 矩阵 4 是 正定 对 称 矩阵 , 则 4 可 分 解 成 对 角 元 为 正 的 上 
三 角形 卸 阵 及 的 转 置 矩阵 与 它 自 身 之 积 , 即 
4 = 尺 " 尺 (3. 20) 
或 者 表示 为 。 
4 =DLF (3.21) 
其 中 玉 是 单位 上 三 角形 算 阵 ,p 是 对 角 元 为 正 的 对 角 惩 阵 . 这 种 分 解 称 三 角 分 
解 或 楚 列 斯 基 分 解 . 
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! 阶 正 定 或 半 正 定 的 对 称 和 矩阵 4 站 MATLAB 加 









输出 玉 为 上 三 角形 矩阵 ,使 三 层 " 起 
输出 R 为 上 三 角形 矩阵 ,使 RR =4 (1:p-1,1:p-1) 


二 GE 











[R,P] =chol(RA) 


如 果 读 者 想 了 解 关 于 chol 更 多 的 使 用 信息 ,可 以 在 MATLAB 工作 窗口 输入 
查询 命令 
>>help chol . 
例 3.4.6 用 两 种 方法 将 例 3.4.5 中 的 矩阵 进行 楚 列 斯 基 分 解 . 
解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
5 三 [ 人 证人 了 2 全 3135.7 3 二] Ru Bali RE] 
= chol(A) 
运行 后 输出 结果 
?3? Error using = = > chol,Matrix must be positive definite. 
即 4 不 是 正定 矩阵 ,也 不 是 半 正 定 矩 阵 , 又 不 是 对 称 矩 阵 ,不 能 进行 楚 列 斯 基 分 解 . 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


> [iD 2213 -30 -3 全 09 -6 -3 -6I9]7 Rd 三 GEhol(Ca7[， 


PP] =chol(A) 
运行 后 输出 结果 
R1， = 三 仁 一 工 2 1 
0 1393 凡 85，1393 心 85. 三 工 393 罗 85 
0 0 1351/780 -135190 
0 0 0 2 
并 :三 汗 一 工 2 灿 
0 1393 /985 1393 /985 -1393 /985 
0 0 35 工 3Q， 135172390 
0 0 0 2 
P = 


(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> B=[1Adqrt(2) -1/Sdqrt(2) 0 0; -1/dqrt(2) 1/Sdqrt(2).00;00 
1/sdqrt(2) -1/edqrt(2);00 -1《dqrt(2) 1Mdqrt(2)]; RL =chol(B)，[R,p] = 
chol(B),R'*R,B 


运行 后 输出 结果 
R1 =0.8409 -0.8409 0 0 R=0.8409 -0.8409 0 0 
0 0.0000 0 0 0 0.0000 0 0 
0 0 0.8409 -0.8409 0 0 0.8409 -0.8409 


0 0 0 0.0000 0 0 0 0.0000 
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P = 0 
了 B= 0.7071 -0.7071 0 0 B= 0.7071 -0.7071 0 0 
-0.7071 0.7071 0 0 -0.7071 0.7071 0 0 
0 0 0.7071 -0.7071 0 0 0.7071 -0.7071 
0 0 -0.7071 0.7071 0 0 -0.7071 0.7071 


可 见 , 虽 然 召 不 是 正定 矩阵 ,是 半 正 定 矩阵 和 对 称 矩 阵 , 但 也 可 以 进行 楚 列 
斯 基 分 解 , 且 她 = 玉 ' 玉 . 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> RAR=[-211;1 -60;10 -4];R1 =chol(RA),[R,p] =chol(A) 
运行 后 输出 结果 
?3?? Error using = = > chol,Matrix must be Positive definite . 
由 输出 的 结果 可 以 看 出 ,虽然 4 是 对 称 和 矩阵 ,但 4 既 不 是 正定 矩阵 ,也 不 是 
半 正 定 矩 阵 , 所 以 4 不 能 进行 楚 列 斯 基 分 解 . 
综 上 所 述 ,正定 抢 阵 或 半 正 定 矩 阵 的 对 称 矩 阵 可 以 进行 楚 列 斯 基 分 解 ,反之 


习题 3.4 





1 判断 下 列 和 矩阵 能 否 进 行 LU 分 解 ,如 果 可 以 进行 LU 分 解 , 则 求 工 , 过 使 4 = 工 5, 并 求 卸 
阵 的 秩 . 


2 4 -6 1 6 
(1)|11 5 31(2) | -1 2. 9 
1 3 2 1 -2 3 ~ 


2. 判断 下 列 矩 阵 能 否 进行 LU 分 解 ,如 果 可 以 进行 LU 分 解 , 则 用 丙种 方法 将 下 列 和 矩阵 
进行 LU 分 解 ,其 中 


0.2 2 3 4 0 26 4 1 
-1 0.1 -3 4 l]2 8 6 4 
(1) 4= ;(2) 下 = 
11 21 13 41 3 10 8 8 
S 7 8 9 4 12 10 6 
3. 判断 下 列 矩 阵 是 否 是 正定 对 称 怎 阵 ,如 果 是 正定 对 称 矩 阵 , 将 矩阵 进行 楚 列 斯 基 分 解 . 
1 1 
二 二 两 
1 -1 2 1 1 1 1 
一 -一 一 0 一 
- 3 0 -3 ”0 2 2 人 
〈1) (2)|0 4 0 上 (3) ; 
2 0 9 -6 0 4 11 0 
-3 -6 19 2 2 
1 1 1 
2 三 
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3.5 求解 线性 方程 组 的 LU 方法 及 其 MATLAB 程序 


将 和 矩阵 4 的 LU 分 解 后 ,代入 和 抢 阵 方程 (3.9) 中 ,得 
卫 苛 世 = 三 (3.22) 
求 (3.9) 式 的 解 等 价 与 求 下 面 两 个 方程 组 的 解 


了 y = 厂 ， 
| (3.23 ) 
17 = 
即 
力 = 必 ， 
/yi + 7 = ， 
六 yi 十 32y， + 73 = 站 3， 
/yi + 12y2 + Lay3 + + + =， 
LN 二 Lox + 13 + UL + … +LX =》i， 
LU22X 二 1 二 + 2 二 + =》 
1L33X3 十 34 光 4 十 2 十 13 和 an 三 3 9 
1 二 + 
于 an 和 一 yn 
求 得 递 推 公式 为 
y;， = & 一 > 有 1 = 1 2) 于， 
加 (3.24) 


= 二 (7 一 > 0) =-1,…,2,1, 上 且 大 三 
3.5.1 求解 线性 方程 组 的 楚 列 斯 基 分 解法 及 其 MATLAB 程序 


车 矩 阵 方程 4 下 =8 的 壮 阶 系数 矩阵 4 是 正定 对 称 矩 阵 , 则 4 可 分 解 成 对 角 
元 为 正 的 上 三 角形 矩阵 灵 的 转 置 矩 阵 与 它 自 身 之 积 , 即 
4 = 尺 " 尺 . (3.25 ) 
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将 (3.25) 式 代 人 (3.9) 中 ,得 屎 玉生 =, 故 
下 = 民 一 ( 玉 一 )78 (3. 26 ) 
这 种 解 矩 阵 方程 4X =2 的 方法 称 为 楚 列 斯 基 分 解法 . 
例 3.5S.1 先 将 矩阵 4 进行 楚 列 斯 基 分 解 ,然后 解 矩阵 方程 4 下 =2, 并 用 其 
他 方法 验证 . 


1 -1 2 1 1 
-1 3 0 -3 3 

4 = ,5=| -| 
2 0 9 -6 5 
1 -3 -6 19 7 


解 ”根据 (3. 26) 式 编写 MATLAB 程序 ,然后 在 工作 窗口 输入 
>>RAR=[1 -121;-130 -3;209 -6;i1 -3 -619]; 
bl =1:2:7;4b=bl';iR=chol(A);IC=RA-R'yR,RL=iIinv(R);R2 =R1 
X=R1:*R2#kp;，RX= 人 AD- 六 


运行 后 输出 方程 组 的 解 和 验证 结果 


和 = RX =1.0e-014* CC =1.0e-015 站 
-8 .0000 -0.7105 0 0 0 0 
0 .3333 -0.0833 0 -0.4441 0 0 
3.6667 0 .2220 0 0 0 0 
2 .0000 0 .1332 0 0 0 0 


3.5.2 求解 线性 方程 组 的 直接 LU 分 解法 及 其 MATLAB 程序 


若 矩 阵 方程 4 于 = 的 阶 系数 矩阵 4 是 可 以 直接 分 解 为 一 个 单位 下 三 角 
形 矩 阵 世 和 一 个 上 三 角形 矩阵 的 积 4 =ZLU ,将 世 5 代入 4 下 =5 中 ,得 亏 DX = 
有 , 故 
下 = 了 -二 (3.27) 
这 种 解 矩 阵 方 程 4 丰 =2 的 方法 称 为 直接 LU 分 解法 . 
例 3.S$.2 首先 将 矩阵 4 直接 进行 LU 分 解 ,然后 解 矩 阵 方程 4 下 = 


1 0 2 0 1 

0 1 0 1 2 
4 = ,六 = 、 

1 2 4 3 -1 

0 1 0 3 


解 〈1) 首先 将 矩阵 4 直接 进行 LU 分 解 . 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>A=[102030101;1243;0103]ijb=f1;2;-1;5]; hl =zhjLU(RA) ， 

运行 后 输出 LU 分 解 
请 注意 :因为 A 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 , 所 以 A 能 进行 LU 分 解 .A 的 秩 RR 和 各 
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阶 顺 序 主 子 式 值 nl 依次 如 下 : 
RRA =4 L=1 0 0 0 
U=-1 0 2 0 0 1 0 0 
0 1 0 1 1 2 1 0 
0 0 2 1 0 1 0 1 
0 0.0 2 hl=1 1 2 4 


4 分解 为 一 个 单位 下 三 角形 抢 阵 工 和 一 个 上 三 角形 矩阵 避 的 积 4 = 工 局. 
(2) 然后 根据 (3.27) 式 编写 MATLAB 程序 ,然后 在 工作 窗口 输入 
>> U=[1020;0101;0021;0002]; 
L=[1000;0100;1210;0101]; 
b=[1;2;-1;5];U1 =inv(U);LL =inv(L); X=U1*L1L*Db 
运行 后 输出 方程 组 的 解 
X = 8.50000000000000 
0.50000000000000 
-3.75000000000000 
1 工 .50000000000000 


3.5.3 求解 线性 方程 组 的 选 主 元 的 LU 方法 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 若 和 矩阵 方程 4X = 的 二 阶 系数 和 矩阵 4 可 以 分 解 为 
P4 = 工 D， 
其 中 世 是 一 个 单位 下 三 角形 矩阵 ,V 是 一 个 上 三 角形 矩阵 ,PP 是 由 单位 矩阵 经 若 
于 次 行 交 换 得 到 的 交换 矩阵 . 将 艺 5 代 人 4 = 中 , 则 原 方程 的 同 解 方程 为 
P4X = P8 , 即 工 7 瑟 =P8, 解 得 
瑟 = 了 -5P8 (3.28 ) 
(二 ) 若 和 矩阵 方程 4 天 = 天 的 ” 阶 系数 和 矩阵 4 可 以 分 解 为 
4 = 严 U， 
其 中 羽 是 一 个 单位 下 三 角形 和 抢 阵 与 交换 抢 阵 的 积 ,V 是 一 个 上 三 角形 抢 阵 ,将 
严 O 人 代 人 4 五 =5 中 , 原 方程 的 同 解 方程 为 RDK = , 解 得 
天 = 1 (3.29) 
用 (3. 28 ) 式 或 (3. 29) 式 解 矩 阵 方程 4 天 = 的 方法 称 为 选 主 元 的 LU 方法 . 
例 3.$.3 先 将 矩阵 4 进行 LU 分 解 ,然后 解 矩阵 方程 4 于 = ,其 中 


01 2 3 4 1 

-1 2 -3 4 2 
4= 证 = 
l1 21 13 41 -1 

5 7 8 9 5 


解 方法 1 根据 (3.28) 式 编写 MATLAB 程序 ,然后 在 工作 窗口 输 人 
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SS 有 及 二 攻 和 二 病征 攻 41;5789]; 
b=[1;2;-1;5]; [LUP]=1lu(R)，Ul =inv(U); 
IE 三 InTZ(CE73 基 三 可 1 本 了 工 1 本 ,Bi 二 


运行 后 输出 结果 

= 1 工 .0000 0 0 0 吾 和 专业, 有 江 8 
=0..0309 1.0000 0 0 和 人 
0 .0091 0.4628 1 工 .0000 0 业 “= 入世 -和 
0.4545 -0.6512 0.2436 1.0000 了 蓝本 

U =11.0000 21.0000 13.0000 41.0000 X= = 工 .2013 

0 359091 “三 二 :8L82 了 .7273 353677 

0 0 3233 0 .0512 0.0536 

0 0 0 = 站 .6171 -1.4440 


方法 2 根据 (3.29) 式 编写 MATLAB 程序 ,然后 在 工作 窗口 输入 
>> ARA=[0.1234;-12 -34311211341;5789]) 
:二 [全 二 王 汪 放 5 [FU]=1lu(A),Ul =inv(U);F1 =inv(FE);X=UL*Fl*xDb 


运行 后 输出 结果 


PE= 0.0091 0.4628 1.0000 0 U=1l1.0000 21.0000 13.0000 41.0000 
-0.0909 1 工 .0000 0 0 0 3290831 二 6182 73572973 
1 工 .0000 0 0 0 0 0 327233 0.0512 
0.4545 ” -0.6512 0.2436 1.0000 0 0 0 -4.6171 


又 =[ -1.2013 3 .3677 0 .0536 -1.4440】]' 

例 3.5.4 投入 产 出 综合 平衡 分 析 . 

国民 经 济 各 个 部 门 之 间 存 在 着 相互 依存 的 关系 ,每 个 部 门 在 运转 中 将 其 他 
部 门 的 产品 或 半成品 经 过 加 工 ( 称 为 投入 ) 变 为 自己 的 产品 ( 称 为 产 出 ) ,如 何 根 
据 各 部 门 间 的 投入 - 产 出 关系 ,确定 各 部 门 的 产 出 水 平 ,以 满足 社会 的 需求 ,是 
投入 产 出 综合 平衡 模型 研究 的 课题 . 试 讨论 如 下 的 简化 问题 . 

设 国民 经 济 仅 由 农业 制造 业 和 服务 业 三 个 部 门 构成 ,已 知 某 年 它们 之 间 的 
投入 产 出 关系 、 外 部 需求 、 初 始 投入 等 如 表 3 -3 所 示 ( 数 字 表 示 产 值 ,单位 为 
亿 元 )， 

表 3 -3 国民 经 济 各 个 部 门 间 的 关系 


农 业 | 制 造 业 | 服务 业 | 外 部 需求 | 总 产量 


25 20 30 110 
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表 中 第 一 行 数字 表示 ,农业 总 产 出 为 110 亿 元 ,其 中 25 亿 元 农产品 用 于 农业 生 
产 本 身 ( 如 提供 种 子 ) ,20 亿 元 用 于 制造 业 ( 如 提供 木材 、 毛 皮 ) ,30 亿 元 用 于 服 
务 业 , 剩 下 35 亿 元 农产品 用 来 满足 外 部 需求 (包括 消费 .积累 .出口 等 ). 可 以 类 
似 地 解释 第 二 .三 行 数字 . 第 一 列 数字 中 ,25 亿 元 如 前 所 述 ,30 亿 元 是 制造 业 对 
农业 的 投入 (如 提供 农具 ) ,20 亿 元 是 服务 业 对 农业 的 投入 ,35 亿 元 的 初始 投入 
包括 工资 .税收 .进口 等 ,总 投入 110 亿 元 与 总 产 出 相等 . 
假定 每 个 部 门 的 产 出 与 投入 是 成 正比 的 ,由 表 3 -3 和 MATLAB 程序 

>> nn=25/410,zn=30A410,fn=20 人 10,cn=35A10， 

nzt =nn+zn+ftn+cn， 

nz =20200,zz=10[200,fz=60200，,cz =110 200， 


Zzt =DnZ+ZzZz+EzZ+C2z， 


nf =30M450,zf=45A50,ff =0A450,cf=75A450,fzt=nf+Zf+ftft+cf 
能 够 计算 出 这 三 个 部 门 的 投入 产 出 表 , 如 表 3 -4- 
表 3-4 投入 产 出 表 














表 3 -4 中 第 一 行 、 第 二 列 的 数字 0. 100 0 表示 ,生产 1 个 单位 产值 的 制造 
业 产品 需 投 入 0.100 0 个 单位 产值 的 农产品 ,这 是 由 表 3 -3 中 20 亿 元 农产品 
投入 制造 业 , 可 以 产 出 200 亿 元 制造 业 总 产值 而 来 的 (20 = 200 =0.1). 同样 ,第 
三 行 .第 一 列 的 数字 0.181 8 表示 ,生产 1 个 单位 产值 的 农产品 需要 0.181 8 个 
单位 的 服务 业 产值 ,因为 表 3 -3 中 20 亿 元 的 服务 业 产 值 投入 农业 ,得 到 110 亿 
元 的 农业 总 产值 . 表 3 -4 的 数字 称 为 投入 系数 或 消耗 系数 ,如 果 技 术 水 平 没有 
变化 ,可 以 假设 投入 系数 是 常数 . 

(1) 设 有 mm 个 部 门 ,已 知 投入 系数 ,给 定 外 部 需求 ,建立 求解 各 部 门 总 产 出 
的 模型 . 

(2) 设 投入 系数 如 表 3 -4 所 给 ,如 果 今 年 对 农业 、 制 造 业 和 服务 业 的 外 部 
需求 分 别 为 50,150 ,110 亿 元 , 问 这 三 个 部 门 的 总 产 出 分 别 应 为 多 少 . 

(3) 如 果 三 个 部 门 的 外 部 需求 分 别 增加 1 个 单位 ,它们 的 总 产 出 应 分 别 增 
加 多 少 . 

(4) 如 果 对 于 任意 给 定 的 \ 非 负 的 外 部 需求 ,都 能 得 到 非 负 的 总 产 出 ,模型 
就 称 为 可 行 的 . 问 为 使 模型 可 行 , 投 入 系数 应 满足 什么 条 件 . 
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解 (1) 若 共 有 个 部 门 , 记 一 定时 期 内 第 半 个 部 门 的 总 产 出 为 %, 其 中 对 
第 7 个 部 门 的 投入 为 5， 清 足 的 外 部 需求 为 4, 则 

- + 机 (= 1,2， mn). (3.30) 


表 3 -3 的 每 一 行 即 满足 (3. 30) 式 . 记 第 7 个 部 门 的 单位 产 出 需要 第 守 个 部 门 的 
投入 为 oj ,在 每 个 部 门 的 产 出 与 投入 成 正比 的 假定 下 ,有 

Ci =MiA[Ni 《=1 2，…) 寻 )， (3.31 ) 
表 3 -4 中 的 投入 系数 即 为 oj,(3.31) 式 代入 (3.30) 式 得 


- oo +d (=1,2,…),). (3. 32) 


人 人 ) ,xs 产 出 向 量 下 = (zx …,x) ,需求 向 量 姜 = (d,…， 
) , 则 (3. 32) 式 写作 


下 =4 瑟 + 万 ， 〈3.33) 
或 
( 百 -4) 瑟 = 万 . (3.341) 
若 ( 瓦 -4) 可 关 , 则 
= (已 -4) -1.D. (3. 35 ) 


当 投 入 系数 4 和 外 部 需求 刀 给 定 后 , 即 可 算出 各 部 门 的 总 产 出 天 
(2) 表 3 -4 中 的 投入 系数 及 对 三 个 部 门 的 外 部 需求 ,可 输入 MATLAB 
程序 
>> ARA=[0.22730.10.2;0.27270.050.3;0.18180.30]; 
D=[50150110]】'; 
B=eye(3) -AyC=inv(B)，X=BND 


运行 后 输出 结果 
C = X = 
1.4805 0.2754 0.3787 156.9994 
0.5633 1.2676 0.4929 272.5308 
0.4382 0.4304 1 工 .2167 220.3017 


得 到 三 个 部 门 的 总 产 出 分 别 应 为 156.999 4 ,272.530 8 ,220.301 7( 亿 元 ). 
(3)(3.35) 式 表明 总 产 出 互 对 外 部 需求 刀 是 线性 的 ,所 以 当 P 增加 工 个 单 
位 时 ,天 的 增 量 由 (已 -4) 决定 .在 上 面 程序 中 已 经 算出 C = (已 -4) ,其 第 
一 列 数字 表明 , 当 对 农业 的 需求 增加 革 个 单位 时 ,农业 、 制 造 业 和 服务 业 的 总 产 
出 应 分 别 增加 1. 480 5 ,0. 563 3 ,0. 438 2 单位 . 其 余 类 似 . 这 些 数字 称 部 门 关联 
(4) 要 使 模型 可 行 , 即 对 任意 的 外 部 需求 刀 =>0, 由 (3.35) 式 能 够 得 到 总 产 
出 天 己 0, 显 然 只 ( 忆 -4) -=0( 指 每 个 元 素 非 负 ,下 同 )， 
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因为 4>0,( 玉 -4)(+4+4 +T…+4) = 一 4 ， 
所 以 只 要 44-.0 (va ) ,就 有 (已 -4)-: =- 耿 4f>0. 由 矩阵 范 数 定义 可 知 
44-0 与 41 -0 等 价 , 且 1 .41 < 1 4 1, 故 只 要 |4 外 <1 (这 里 取 便于 
应 用 的 1 范 数 ) , 即 

>w <10 =12,…,nm) (3.36) 

模型 就 是 可 行 的 . 

如 果 投入 系数 4 是 根据 实际 数据 算出 的 ( 如 由 表 3 -3 得 到 表 3 -4) ,由 
(3.31) 式 可 知 (3. 36) 式 等 价 于 


了 < 三 G = 1 ,2，…，) (3. 37 ) 
zi=1 


可 以 看 出 ,只 要 初始 投入 非 负 ,(3. 37) 式 是 自然 成 立 的 . 
(三 ) 解 线 性 方程 组 4,., 工 =2 的 选 主 元 的 LU 方法 ,编写 MATLAB 程序 
如 下 : 





用 U0 分 解法 解 线 性 方程 组 4, .= 的 MATLAB 程序 

输入 的 量 : 系 数 和 矩阵 4 和 常数 向 量 7; 

输出 的 量 :系数 撼 阵 4 和 增 广 抢 阵 恕 的 秩 R4,RB， 方程 组 中 未 知 量 的 
个 数 m 和 方程 组 解 及 其 有 关 的 信息 . 


function [RAR,RB,n,X,Y] =LUjfcz(A,b) 
[fnn]j =size(RA);B=[Ab]l; RARA=rank(A);，RB=rank(B); 





for P =1 工 :了 
h(P) =aet(RCLI:pP,，TI:P)); 
endQ 
hl =h(13sn); 
for 工 =1L3n 
if h(1,i)= =0 
daisp( 请 注意 :因为 六 的 阶 主子 式 等 于 零 , 所 以 A 不 能 进行 LU 分 解 .& 
的 秩 RaA 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 nl 依次 如 下 : ) 
hl;RRA 
eturDn 
end 
end 
ifh(l,i)~=0 
aisp( "请 注意 :因为 aA 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 aA 能 进行 LU 分 解 . 
& 的 秩 RAR 和 各 阶 顺 序 主 子 式 值 hl 依次 如 下 : ) 
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X=zeros(n,1);Y=2zeros(n,1);C=zeros(1l,n)3r=1:1; 
for P=13:n -1 
[max1l1,j]j =max(abs(A(pP:n,p)));C=RP,:)i; 
RAR(p,:)= RARj+Pl,:);C= ARj+PlL,:); 
g=r(p);TY(P) = z(J+Pl)3rz(J+P1) =g9gi; 
tor kK =P +13:mn 
H= RARk,P)A(Pp,p);RACk,Pp) = Hi 
RAR(k,p+1l:n)=Ak,p+i:n)- Hyr Ap,Pp+lin)i 
endQ 
emDnQ 
Y(1)=BCr(1)); 
fotr KkK =2:n 
Y(k) = B(r(k)) - RARCk,1:k-1)* YL:kK-1); 
endQ 
X(n) = Y(n)/ An n)i; 
for TI=n-1:-1LI:1L 
Xi)=(Y(i)- Ai, i+t:n) xxX(i+lin))vaACiI)i 
end 
end 
[RRA,RB,n,X,Y] ; 


习题 3.5S 





1 先 将 矩阵 吾 进 行 楚 列 斯 基 分 解 ,然后 解 矩 阵 方程 Br = 上 : 


1 -1 2 1 1 2 -3 2 1 6 
-1 3 0 -3 3 -3 23 -7 -3 3 
(1) 召 = ) 古 = ; (2) 吨 = ;五 = 。 
2 0 9 -6 5 2 -7 9% -6 -16 
1 -3 -6 19 7 1 -3 -6 19 7 
2. 先 将 和 矩阵 4 进行 LU 分 解 ,然后 解 矩 阵 方 程 4 瑟 = 瑟 : 
002 7 3 4 0.5 
-1 012 -3 14 1.2 
(1) 4= ,5 = ; 
ll 21 13 41 _1 
5 7 8 9 5 
1 3 2 
一 一 7 -一 _ 一 一 
了 -2 76 玫 5 霹 
|3 工 0 -7 8s9 -2 
(2) 4=| ,6 =| 3 
156 0 -1 3 13 51 
21 6 -7 8 15 5 
23 76 5 62 8l! 页 





184 ”第 三 章 ，” 解 线性 方程 组 的 直接 方法 


3. 解 线性 方程 组 : 
12x，-3x，+3x， +4x， = 15 ， 2x， + X2 =3 
-18x，+3x，， -2 -x4 = 一 15， Xi + 2X。， 一 3X3 = -3， 
〈1) (2) . 
和 +% + 和 +TX =6， 3x，-7x +4x， = -10， 
3x， +x，， 一 X +X4 = 了 2; 2x， +Sx，= 2. 


3.6 误差 分 析 及 其 两 种 MATLAB 程序 


对 于 实际 问题 导出 的 线性 方程 组 4 下 =5 的 系数 矩阵 4 和 右 端 向 量 & 往往 
带 有 误差 (扰动 ) ,下 面 讨 论 当 4 或 尺 有 微小 变化 对 解 瑟 的 影响 . 


3.6.1 误差 分 析 


(一 ) 两 个 例子 
例 3.6.1 解 下 列 矩阵 方程 4 = ,并 比较 方程 (1) 和 (2) 有 何 区 别 , 它 们 
的 解 有 何 变化 . 其 中 


4-|: 2 oo 2= 人 (人 4-|: 2 oo 2=(s ol 


解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>=[22;22.001];p=[4;4];X =A 
运行 后 输出 方程 的 解 为 下 =(2.000 0.000) 7. 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输 人 程序 
>>R=[22;22.001]jb=[4;4.01];X=A 
运行 后 输出 方程 的 解 为 下 =( -8.000 10.000)7. 
方程 (1) 和 (2) 的 系数 生 阵 相同 ,常数 向 量 = [4] 和 = (4 


4 0 的 差 为 85 = 


(更 = 的 角 ( 们 和 人 的 大 为 sX = { -的 各 小 变化 ,引起 


的 很 大 变化 , 即 瑟 对 的 扰动 是 敏感 的 . 从 方程 组 本 身 看 ,是 由 于 4 接近 奇异 ， 
求解 过 程 中 4 用 很 小 的 数 做 除数 的 缘故 . 
例 3.6.2 解 下 列 矩阵 方程 4 开 = ,并 比较 方程 (1) 和 (2) 有 何 区 别 , 它 们 
的 解 有 何 变化 . 其 中 
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1X2 13 14 17S$ 1V6 17Z7 
lt/2 1l《3 1《4 1 ，1A6 17Z7 1《X8 
1X/3 1《X4 417 16 1Z7 1《/8 17Z9 
(1)4=|1lM4 1 1m6 17 18 1 11015 = 
LIMS LIL6 IAA7 178 179 1Z10 ELZLIE 
lX6 17 18 19 1Zi0O 1Zit 1Z12 
L[7 1《X8 1li9 1710 4171 1712 1713 
1.001 12 13 14 17ZS$ 176 17Z7 
1/2 1X3 14 17 1/6 17Z7 178 
17Z3 1[/4 LI《S LA6 1X7 1AM8 1X9 
(2)4=|1lM4 1 1l6 17 LU8 19 Lv101.5 = 
17Z5$ 1X6 1X7 178 17/9 1Z10 1711 
1/6 1/7 18 179 17Z10 llil 1712 
177 1/[/8 1《9 10 1 112 1713 2 
解 (1) 乞 阵 方程 4& = 的 系数 矩阵 4 为 7 阶 希 尔 伯 特 (Hitber) 拖 阵 ， 
我 们 可 以 用 下 列 命令 计算 阶 希 尔 伯 特 和 矩阵 
>>h =hilb(ny) 和 输出 为 nn 阶 希 尔 伯 特 抢 阵 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> ARA=hilb(7)ib=[1;2;2;2;42;2;2];X=RAb 
运行 后 输出 4 五 =5 的 解 为 下 =(-353 5S$04 -1260 -4200 20790 
-27720 12012) 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>B =[0.001,zeros(1,6);zeros(6,1),zeros(6,6)]; 
RA=(B+hilb(7)):b=[1;2;2;2;2;2;2];X = 
运行 后 输出 方程 的 解 为 站 =(-33 465 -966 -5S$181 22409 ” -29015 
12413) 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> X =[-33, 465, -966, -5181,22409, -29015,12413 ]'; 
X1 =[ -35,504, -1260, -4200,20790,， -27720,12012]'; wu =X1'- X' 
运行 后 输出 方程 (1) 和 (2) 的 解 的 误差 为 
5XY=(-2 39 -294 981 -1619 1295 -401)7. 


0.001 O， 
方程 (1) 和 (2) 的 系数 矩阵 的 差 为 54 -| 


Itibibhbbb 一 


bbbhbnb 一 


] 天 由 昌 相 同 


在 xX1 Ouxs 
4x = 五 的 解 的 差 为 8SK=(-2 39 -294 981 -1619 1295 -401)7.4 
的 微小 变化 ,引起 天 的 很 大 变化 , 即 下 对 4 的 扰动 是 敏感 的 . 
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(二 ) 误差 分 析 

定义 3.4 如 果 系 数 矩 阵 4 或 常数 向 量 五 的 微小 变化 ,引起 方程 组 hx =8 
的 解 刺 的 很 大 变化 , 则 称 此 方程 组 是 病态 的 ,也 称 系数 矩阵 4 是 病态 的 ,否则 称 
此 方程 组 是 良 态 的 ,系数 矩阵 4 是 良 态 的 . 

可 以 想到 ,几乎 接近 奇异 的 矩阵 大 概 是 病态 的 . 为 了 定量 地 估计 互 对 五 或 4 
的 扰动 敏感 的 程度 ,需要 度量 向 量 和 和 抢 阵 “大 小 ”的 数量 指标 . 向 量 范 数 和 和 所 阵 
范 数 正 是 这 样 的 指标 ,它们 分 别 用 1 下 二 ,1 上 ,141 表示 .矩阵 4 的 条 件数 

Cond(4) = 1 4 一 1 41 

是 方程 组 4 下 = 六 的 解 对 系数 矩阵 4 或 常数 向 量 上 有 微小 变化 时 敏感 性 的 一 
种 度量 ,为 了 证 明 这 个 问题 ,首先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 3.9 ”如果 和 气 阵 吾 的 范 数 ‖ 互 | <1, 五 为 单位 矩阵 , 则 羽 上 如 为 非 奇异 
和 矩阵, 且 


1 
(五 土 万 ) -| 和 一 -一 一 一 . 
| 天 放 1 瑟 


证 明 ( 用 反 证 法 ) 如 果 丈 + 如 为 奇异 矩阵 , 即 det( 吾 +B) =0, 则 ( 吾 土 吾 ) 玉 
= 0O 有 非 零 解 , 即 存在 忆 关 O 使 得 BE = + 成立, 从 而 上 中 ‖1, 与 假设 
1 吾 ‖ <1 了 矛盾 . 又 由 ( 土 召 ) (五 土 召 ) -= 五 ,有 

(至 土 玉 ) -! = 五 干 甩 (五 土 召 ) ” ， 


即 上 (如 十 吾 ) 一 人 和 才 吾 村 + 站 好 首 人 (至 二 好) 于， 
1 
上 (五 二 如 ) 到 行 -有 记 下 TI 
定理 3.10 设 线性 方程 组 
4 天 =5 (5r 关 0) (3.38) 
的 系数 矩阵 4,,., 是 非 奇异 矩阵 ， 


(1) 如 果 条 件数 Cond (4), 很 大 时 , 即 Cond(4),， >> 1, 则 (3. 38) 为 病 
态 的 ; 

(2) 如 果 条 件数 Cond (4), 相对 较 小 时 , 则 (3.38) 为 良 态 的 ; 

(3) 如 果 4 不 变 ,8 的 绝对 误 关 为 88 , 解 下 的 绝对 误差 为 8 并 , 则 互 的 相对 
误差 为 





1 8 _ 让 82 
和 Cond (4) ; (3. 39 ) 
[| 本 人 | 1 81 


(4) 如 果 石 不 变 ,4 的 绝对 误差 为 84 , 解 下 的 绝对 误差 为 8X, 则 于 的 相对 
误差 为 
1 8 区 | 1541 
IC+SXT 1 4 
如 果 14-1 .1 8s4 1 <1, 则 瑟 的 相对 误差 为 


< 和 Cond (4) ， (3. 40) 
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| 84 下 
Cond(4) 
15X1 141 0 .41 
TIz1 ea 
-Con 
1 4 


证 明 (1) 设 4 不 变 , 若 2 的 误差 (扰动 )88 引起 互 的 误差 (扰动 ) 为 8X. 
于 是 有 4(X+85X) =5+85, 即 438X =35 ,可 得 








8 天 =4 835， (3.42) 
从 而 
1sxi <14-1 1851. (3.43) 
另 一 方面 ,由 (3.38) 有 151 < 4 1 .| 天 二, 即 
开 | > 了 | 3.44 
| 1>T4 (3.44) 
联合 (3.43) 式 和 (3.44) 式 得 到 
lsx1 vvA .188| 
ii <Cod 4) 和 


可 见 , 互 对 28 扰动 的 敏感 程度 取决 于 4 的 条 件数 Cond (4).4 的 条 件数 可 
作为 误差 的 上 界 , 即 天 的 (相对 ) 误 关 可 以 达到 五 的 (相对 ) 误 盖 的 Cond(4 ) 倍 . 
显然 ,条 件数 越 大 ,( 由 到 的 误差 引起 的 ) 下 的 误差 可 能 越 大 . 
(2) 设 不 变 , 可 类 似 地 考虑 4 的 误差 (扰动 )84 引起 下 的 误差 ( 扰 动 ) 
5XT, 即 (4+34)( 瑟 +8X) =5, 从 而 58 = -4 34. (+8E) 得 1831 
上 4 让， 1384。 | 丰 +8 王 ‖， 





8 | -1 | 84 1 
即 _84| < 14- 1 .141. ， 
8 1 841 
就 是 _8XI cond ay) -1541 
IC+SXETSCco 4) 14 
所 以 (4+84)388E = -(54) 蕊 (3.45) 


如 果 84 不 受 限 制 的 话 ,4+834 可 能 是 奇异 的 ,而 
4+84=4( 王 +4- :34)， 
由 定理 3.9 知 , 当 l|4-541 <1 时 ,( 互 +4 34) 存在 ,由 (3.45) 式 得 
5E= -( 瑟 +4- 584) 2 4084) 开 ， 











、 4 1 1841 | 瑟 | 

所 以 1 8 王 ‖ < - 。 

1- 14-…(84) | 
设 14 | 上 1 84 1 <1, 即 得 

- 84 | 
4-1 .141 .二 

1 sx _ | 上 ”41 14 

环 || - 354 | 


上 41 
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即 为 (3.41) 式 .证 毕 


如 果 1 84 |‖ 充分 小 , 且 在 14-… 1 .is4 | <1 的 条 件 下 , 则 (3.41) 式 说 明 
算 阵 4 的 相对 误差 -在 解 中 可 能 放大 Cond( 4 ) 信 . 


总 之 ,Cond(4) 越 小 ,由 系数 德 阵 4 或 常数 向 量 祖 的 相对 误差 引起 方程 组 
(3.38) 的 解 下 的 相对 误差 就 越 小 ,此 时 方程 组 (3.38) 是 和 良 态 的 ,系数 矩阵 4 是 
良 态 的 . 反之 ,如 果 条 件数 Cond(4), 越 大 , 即 Cond(4),，>>1, 由 系数 矩阵 4 或 
常数 向 量 8 的 相对 误差 引起 方程 组 (3.38 ) 的 解 下 的 相对 误差 就 可 能 越 大 ,此 时 
方程 组 (3.38) 是 病态 的 ,系数 矩阵 4 是 病态 的 ,也 越 难得 到 方程 组 (3. 38) 的 比 
较 准 确 的 解 . 


3.6.2 求 已 条 件数 和 讨论 4X = 解 的 性 态 的 MATLAB 程序 


根据 定理 3. 10 可 知 ,判断 线性 方程 组 (3. 38 ) 是 否 病态 需要 计算 条 件数 ,在 
第 一 章 中 我 们 已 经 给 出 了 计算 矩阵 4 的 2 范 数 条 件数 1 范 数 条 件数 、o 范 数 条 
件数 . 弗 罗 贝 尼 乌 斯 (Frobenius ) 范 数 条 件数 .条 件数 倒数 等 MATLAB 命令 . 用 这 
些 命令 计算 各 种 条 件数 非常 方便 . 现 编写 了 下 面 求 已 条 件数 和 讨论 4XE = 解 的 
性 态 的 MATLAB 程序 . 


求 已 条 件数 和 讨论 4X = 解 的 性 态 的 MATLAB 程序 

输入 的 量 : 系 数 矩 阵 4; 

输出 的 量 : 系 数 矩 阵 4 的 om 条 件数 ,1 条 件数 ,2 条 件数 , 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
条 件数 和 方程 组 解 的 性 态 的 有 关 的 信息 . 


function Acp = 2ZPJjJxppb(RA) 
RARcw = cond (A，inf);aAcl = cond (RAR,1L); 
RARc2 = cond (ARA,2);RAcf = condq (ARA，fro ')3ida = daet(RA); 
if (Acw>50)&(daa<0.1) 
aisp(" 请 注意 :Ax = b 是 病态 的 ,AR 的 = 条 件数 ,1 条 件数 ,2 条 件数 ,Frobe- 
nius 条 件数 和 aa 的 行列 式 的 值 依 次 如 下 : ) 
Rcp =[Acw ”1 Ac2 RARcf qRA] 3; 
else 
disp(' AX =b 是 良 态 的 ,A 的 o 条 件数 ,1 条 件数 ,2 条 件数 ,Frobenius 条 
件数 和 &a 的 行列 式 的 值 依 次 如 下 : ) 
Acp =[Acw RAcl RARc2 Acf qR]'; 
endQ 








I 1Z2 … 1 


1/2 173 117L[Cz+l 
n 阶 希 尔 伯 特 矩阵 定义 为 吾 =-| 。 《7 |, 当 m 各 


lm 1《x(z+l) … 12 -1) 
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大 时 呈 严 重病 态 , 常 作为 研究 病态 现象 的 系数 矩阵 . 
例 3.6.3 根据 定理 3. 10 ,讨论 线性 方程 组 4X =2 解 的 性 态 , 并 且 求 出 4 
的 4 种 条 件数 . 其 中 


2 3 -1 5 
(1) 4 为 7 阶 希 尔 伯 特 和 矩阵;(2) 4=|” 一 
4 1 一 3 6 
1 一 2 4 -7 


解 (1) 首 先 将 求 已 条 件数 和 讨论 4 瑟 = 解 的 性 态 的 MATLAB 程序 保存 
名 为 zpjxpb .nm 的 M 文 件 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> AcP =zpjJxpb(hilb(7)); Acp ,det(hilb(7)) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :ax =b 是 病态 的 ,A 的 = 条 件数 ,1 条 件数 ,2 条 件数 ,Frobenius 条 件数 和 
& 的 行列 式 的 值 依次 如 下 : 


ans = 1.0e+008 
9 .8519 9.8519 4.7537 4.8175 0.0000 
ans = 4.8358e -025 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>A=[23 -15;j312 -7;41 -36j1 -24 -7];acp =zpjxpb(RA); Acp 
运行 后 输出 结果 
&AX =b 是 良 态 的 ,A 的 = 条 件数 ,1 条 件数 ,2 条 件数 ,Frobenius 条 件数 和 & 的 行 
列 式 的 值 依 次 如 下 : 
ans = 


14.1713 19.4954 ”8.2085 11.4203 327 .0000 
3.6.3 用 忆 范 数 讨 论 4X =2 的 解 和 4 的 性 态 的 MATLAB 程序 


可 以 用 下 面 编写 的 MATLAB 程序 讨论 线性 方程 组 4 导 =8 (其 中 4 是 m 阶 
希 尔 伯 特 矩阵 ) 解 的 性 态 ,并 利用 (3. 39) 式 和 (3.40) 式 讨论 当 4 或 上 有 变化 时 ， 
4X = 五 的 解 .4 或 及 其 相对 误差 


用 己 范 数 讨 论 4 开 =5 解 和 4 的 性 态 的 MATLAB 程序 

输入 的 量 : 系 数 和 矩阵 4 .4 的 近似 矩阵 jJ4 =4 +84 ,常数 向 量 瑟 沁 的 近似 
向 量 记 =p+388 和 忆 , 其 中 PP = 1,2,inf, 或 fo. 

输出 的 量 :系数 矩阵 4 的 相对 误差 x4 ,4 下 = 五 的 解 生 和 (4+354) 瑟 =P 
或 4 和 =5+85 的 解 w 尼 = 大 +38X, 和 +83E 和 4 的 绝对 误差 zx 和 jxz4, 解 的 绝 
对 误差 限 xxX, 4 的 行列 式 的 秩 和 已 条 件数 及 其 方程 组 解 的 性 态 的 有 关 的 


信息 . 
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function Acp =zpjwc(RA,ja,b,jb,P) 
Acp = condq (ARA,P);daA =qet(A);X=RAYi 
QertaRA = 有 -了 Ri; 
Pndaa = normg dertaAa，P);dertab =b -jb 
Endb =mnorm(daertab，P); 
t Pnab >0 
jxX =ANbi Pnb = norm(b，P)iPnjJx = norrm(jJX,P); dertaX =-JX; 
PnjdX = norm( dertaX，P);jxx = PnjqXAPnjxy PnjX = norm(JX,P); 
PnX = norm(X,P); JxX= PnjdXAnjX; xX = PnjdXvAPnX; 
Pndb =morm(aqQertab,P); 
xab = Pndab /nbi;iPnbj =norm( jb,P); XxAbj =Pndb nb]Jj ; 
XGXX = Acp XAD; 
endQ 
Ift PnaA >0 
jX=Jjai aertaxX =X-JjXiyPnX = norm(X,P); 
Pnjdx = norm( dertaxX，P):; 
PnJjX = norm(jX,P); JxX= PnjaxXAPnjXxixXx = PnjJdXvAPnXi; 
PnJjA =mnorm(jRA,P);i Pna =norm(RA,P); 
BPnda =norm( dertaa,P);xaAbj = PndavAPnjaAsXxab = PnaaA AnAi 
XgXX = AcPpXAbi; 
endQ 
if (AcPp >50)&(aAa<0-.1) 
aisp(' 请 注意 :AX =P 是 病态 的 ,A 的 了 条 件数 Acp,R 的 行列 式 值 aa , 解 X， 
近似 解 jxX, 解 的 相对 误差 jxx, 解 的 相对 误差 估计 值 Xgxx,b 或 a 的 相对 误 关 xab 依次 如 
下 : ) 
RARcp ,GRA,X 7 ,jX 7" ,xX ' ,jxX',Xgxx '",XxRb ',XxRbj 
elSse 
aisp(' 请 注意 : AX =b 是 良 态 的 ,A 的 P 条 件数 Acp,RA 的 行列 式 值 归 , 解 x， 
近似 解 jx, 解 的 相对 误差 jxX, 解 的 相对 误差 估计 值 Xgxx,b 或 &A 的 相对 误差 xab 依次 如 
下 : ) 
Acp,dGRA,X ',]jX ,XXX ,JJxX ,XXX " ,XxADb ' ,XAb]j 
enda 
例 3.6.4 根据 定理 3. 10, 讨 论 线性 方程 组 4 =8 解 的 性 态 ,并 利用 
(3.40) 式 讨论 当 4 的 每 个 元 都 取 4 位 有 效 数 字 时 ,其 解 的 相对 误差 . 其 中 4 为 
了 
7 阶 希 尔 伯 特 矩阵 ,5= 人 1 于 422 2 ?| . 


解 (1) 取 wm 范 数 和 = 条 件数 ,线性 方程 组 4E = 的 & 不 变 时 , 取 o 范 数 和 
om 条 件数 ,系数 矩阵 4 为 7 阶 希 尔 伯 特 矩阵 ,4 中 的 每 个 元 取 4 位 有 效 数字 , 即 
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1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0. 1429 
0. 3000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0. 1250 
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 
J4 =|0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 |. 
0. 2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 
0. 1667 0. 1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833 
0. 1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833 0.0769 


用 忆 范 数 讨论 4X = 解 和 4 的 性 态 的 MATLAB 程序 保存 名 为 zpjwc .mm 
的 文件 ,然后 在 工作 窗口 输入 MATLAB 程序 


>> jA =[1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 
0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 
0.1667 0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833 
0.1429 0.1250 0.1111 0.1000 0.0909 0.0833 0.0769]; 

ARA=hilb(7)jb=[1;13;i4;2;2;2;2]; 


jb =[1;0.3333344;2;2;32;2]; Acp =zpjwc(R,ja,b,jb,inf) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :Ax =b 是 病态 的 ,A 的 P 条 件数 Acp,a 的 行列 式 值 da , 解 X, 近 似 解 jx, 解 
的 相对 误差 jxX, 解 的 相对 误差 估计 值 Xgxx,b 或 A 的 相对 误差 xab 依次 如 下 : 
AcP = dqRA = 
9.8519e +008 4.8358e -025 
ans = 
1.0e+007 闲 
0 .0020 -0.0697 0 .6243 -2.3054 4.0677 -3 .4123 .0943 
ans = 
1.0e+004 站 
0 .0349 -0.4807 2.1126 -5.1087 7.6557 -6.3239 2 .1112 
XX = 了 XxXX = XgSXX = 
0 .9981 530 .3248 4.9291e+004 
xab = xRbj = 
5.0032e -005 5.0031e -005 
由 此 可 见 ,因为 o 条 件数 Cond(4)。=985 194 889. 719 848 3 >> 工 ,所 以 此 
方程 组 为 病态 的 4 瑟 =2 的 解 为 
下 =(19 365,，- 697 256 ,6 243 300, - 2. 305 380 ,40 676 790, - 34 123 320 ， 
10 942 932)  ， 
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(j4) 王 =8 的 解 为 
= (349, -48 079 ,21 126, -S$1 087 ,76 557 , - 63 239 ,21 112 ) 7 
解 的 相对 误 善 
L SX 1 。 上 51 。 目 54 1 。 -5 
一 一 一 一 0.998 12 ,一 一 一 一 一 530.32 ,一 一 一 ~.0032x10-5， 
儿 下 外。 外 环 +8XE1。 1 4 1 。 
8 蕊 & 
| | 。_ < 和 Cond(4) 。 49 291. 27 ， 


让 天 二 3 | 。 


即 相 对 误差 放大 了 约 985 194 889. 72 倍 . 
(2) 如 果 取 2 范 数 和 2 条 件数 计算 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> RARcPp =zpjwc(RA,jAb,jb,2) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :ax =b 是 病态 的 ,aA 的 P 条 件数 Acp,A 的 行列 式 值 Ga , 解 和 ,近似 解 jX , 解 


的 相对 误差 jxX, 解 的 相对 误差 估计 值 Xgxx,b 或 &A 的 相对 误差 xab 依次 如 下 
QGA = 


Acp = 

4.7537e+008 4.8358e -025S 
anSs = 

1.0e+007 光 

0.0020 -0 .0697 0 .6243 -2.3054 4.0677 -3 .4123 1.0943 
ans = 

1.0e+004 六 

0 .0349 -0.4807 2 .1126 -5.1087 7.6557 -6.3239 2 .1112 
XX = JXX -= . XGXX = 

0 .9981 511.0640 2.995l1e +004 
XRADb]j = 


XRAb = 
6.3005e -005 


6.3006e -005 
因为 2 条 件数 Cond(4);:=475 367 356. 59 >> 1 ,所 以 此 方程 组 为 病态 的 . 解 











的 相对 误差 
1 5 1 ， | 854 1 > 5 sx 
~-0. 998 1 ， ~6.300 5x10- ,一 一 一- ~511.06， 
外 天 用， 1 41， 外 下 + ， 
| 5X |， 154 | 
过 Cond(4)，-. 一 29 950. 85. 
上 +85 王 |， ” 41， 


即 相 对 误差 放大 了 约 475 367 356. 59 倍 
例 3.6.5 用 1 条 件数 ,根据 定理 3. 10 讨论 例 3.6.1(1) 线 性 方程 组 4 巨 =5 
解 的 性 态 ,并 利用 (3. 39 ) 式 讨论 当 厂 的 绝对 误差 为 85 =(0 0.01) 7 时 ,其 解 的 


相对 误差 . 
解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> R=[22;22.001]; jaAa=RAib=f4;4] 
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jb=[4;4.01];RAcp =zpjwc(A,ja,b,jb,1) 
运行 后 输出 结果 

请 注意 :ax =b 是 病态 的 ,aA 的 条 件数 Acp,A 的 行列 式 值 aa , 解 和 ,近似 解 jX, 解 
的 相对 误差 jxx, 解 的 相对 误差 估计 值 Xgxx,b 或 &A 的 相对 误差 xAp 依次 如 下 : 


AcDPp = QA = amnS = 

8.0040e +003 0 .0020 2.0000 0.0000 
anS = XX = 了 xX = 

-8.0000 10.0000 10 .0000 工 - 夺 111I 
XGXX = XRAb = XRAbj = 

10 .0050 0 .0012 0.0012 


因为 1 条 件数 Congd(4),=8 004 >> 1, 所 以 此 方程 组 为 病态 的 . 当 此 方程 组 
解 和 近似 解 等 如 上 所 示 . 当 常 数 向 量 避 有 微小 误差 88 = (0 0.01) 时 , 则 & 和 

















8 | ， 、 
解 开 的 相对 误差 限 分 别 为 -5 0. 001 2, 由 (3.39) 式 估计 
1 8X 1， 1 85 |， 
< Cend(4)，. ~10. 005 0， 
EAI 
六 古 
即 相对 误差 放大 了 约 8 004 信 . | : -1111 与 估计 的 误差 限 10. 005 0 有 
差距 . 
习题 3.6 
10 7 32 0. 工 
工 设 4=| ”> 5 | 当 5 -| 23 情 徽 小 误差 3 =| -0 工时 ,估计 方程 组 hr -= 
， | 88610 9 一 |33 | 0 
7 5S 9 10 31 -0.1 
解 的 变化 . 


2. 解 下 列 矩 阵 方程 4 互 =, 并 比较 方程 (1) 和 (2) 有 何 区 别 , 它 们 的 解 有 何 变化 . 其 中 


(4=f 人 1 pa)4= 人 1 5 人 
-(， oo， -(j): -(， oo， -(: 


3. 根据 定理 3. 10 讨论 第 2 题 的 线性 方程 组 4 和 = 五 解 的 性 态 ,并 利用 (3. 39) 式 讨论 当 书 
的 绝对 误 关 为 88 = (0 0.01) 时 ,其 解 的 相对 误差 . 

4. 根据 定理 3.10, 用 wm 范 数 讨 论 线性 方程 组 4 天 =8 (其 中 4 为 4 阶 希 尔 伯 特 和 矩阵 ) 解 的 
性 态 ,并 利用 (3. 40) 式 讨论 4 中 每 个 元 都 取 4 位 有 效 数 字 时 〈 见 下 面 的 矩阵 ) ,其 解 的 相对 
误差 . 其 中 
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1. 0000 
0. 5000 
0. 3333 
0. 2500 


0. 5000 
0. 3333 
0. 2500 
0. 2000 


0. 3333 
0. 2500 
0. 2000 
0. 1667 


0. 2500 1.93 
0.2000 | ，_| 工 2 
0.1667 | |0.81 
0. 1429 2.21 


S. 通过 试验 观察 分析 下 列 问题 是 否 病态 ,结果 的 计算 误差 与 理论 分 析 是 否 相 符 . 
12. 648 


3. 021 2.714 6.913 
(1)4=|1.031 -4.273 


为 -4.275 ,再 解 4X =6; 
3. 01 6.03 
(2) 4=| 1.27 4. 16 


0.987 -4.81 


1. 121 
5.084 -SS.832 9.155 


一 1.23 


1. 99 
9. 34 


为 3.00,4(3,1) 改 为 0.99 ,再 解 4X=5; 
(3) 4 为 m 阶 希 尔 伯 特 矩阵 , 令 x 为 全 1 向量 ,算出 03 令 二 变化 1% ,求解 二 ,分析 误差 


(mn=30~50). 


]， | 一 2. 昌 | ammraorremaeans 


38. 407 


1 


1 
| ,求解 矩阵 方程 4X =23; 分 别 将 4(1,1) 改 











求 出 的 近似 解 逼 近 精 确 解 . 在 第 三 章 中 介绍 的 解 线性 方程 组 的 直接 方法 一 般 适 
合 于 4 为 低 阶 稠密 矩阵 ( 指 = 不 大 且 元 多 为 非 零 ) 的 情况 ,而 在 工程 技术 和 科学 
计算 中 常会 遇 到 大 型 稀 朴 矩阵 ( 指 n” 很 大 且 零 元 较 多 ) 的 方程 组 , 选 代 法 在 计算 
和 存 贮 两 方面 都 适合 后 一 种 情况 . 由 于 迭代 法 是 通过 逐次 迭代 来 逼近 方程 组 的 
解 ,所 以 收敛 性 和 收敛 速度 是 构造 迭代 法 时 应 该 注意 的 问题 . 另外 ,因为 不 同 的 
系数 矩阵 具有 不 同 的 性 态 ,所 以 大 多 数 和 迭代 方法 都 具有 一 定 的 适用 范围 . 有 时 ， 
某 种 方法 对 于 一 类 方程 组 迭代 收敛 ,而 对 另 一 类 方程 组 迭代 时 就 发 散 . 因此 ,我 
们 应 该 学 会 针对 具有 不 同性 质 的 线性 方程 组 构造 不 同 的 迭代 . 本 章 主 要 介绍 和 挝 
代 法 的 一 些 基 本 理论 和 雅 可 比 (Jacobi) 和 迭代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 ( Gauss-Seidel ) 迭 
代 法 , 超 松 弛 选 代 法 及 其 MATLAB 程序 ,并 对 迭代 的 收 和 敛 性 作 简单 说 明 . 


4.1 迭代 法 和 敛 散 性 及 其 MATLAB 程序 


4.1.1 和 迭代 法 的 思想 


先 用 一 个 例子 说 明和 迭代 法 的 思想 . 

例 4.1.1 求解 方程 组 
10x,， --% 一 2x3 = 7.2， 
-as (4.1) 


-Xi 一 % +Sx， = 4.2. 


10 -1 -2 fo 7.2 
解 设 4=| -1 10 -2 |X=|z|5=|18.3 
-1 -1 5 2 4.2 


4 下 =8. 将 方程 组 (4.1) 改 写 为 
xi =0.1x, +0.2x: +0.72， 
人 =0.1x, +0.2xi +0.83， 
xx =0.2xi +0.2x +0. 84， 
或 写 为 下 = 有 和 +， (4.2) 


, 则 方程 组 (4. 1) 为 
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0 0.1 0.2 0. 72 
妥 二 0. 1 0 0. 2 全 了 二 0， 83 多 履 二 
0.2 0.2 0 0. 84 5 


显然 ,4 = 万 (已 - 互 ) , 则 妇 = 瑟 -万 4,f=p 38. (4.2) 形 式 的 好 处 是 ,将 一 组 x， 
代入 右 端 ,可 立即 从 左 端 得 到 另 一 组 (=1,2,3) ,如 果 这 两 组 和 相等 ,那么 它 
就 是 方程 组 的 解 . 而 当 它们 不 等 时 , 即 可 形成 迁 代 过 程 . 任意 取 初 始 值 瑟 ”= 
(0,0,0) 7 ,代入 右 端 后 从 左 端 得 到 瑟 ' = (0.72,0. 83,0. 84) ,再 将 这 组 值 代 人 
右 端 计算 ,如 此 下 去 ,得 到 方程 组 (4.2) 的 欠 代 形式 


oo = 0.1e9 + 0.2xg + 0.72， 


其 中 
10 
10 








0 = 0 +0.2x0 +083，(=012m) (4.3) 
xl = 0.2xf9 +0.2x 人 9 + 0.84 
将 (4.3) 简 记 为 


系 (trD 二 轴 龙 司 + 丰 
其 中 上 (=0,1,2,…) 表 示 和 迭代 次 数 . 当 和 欠 代 至 上 =9 次 ,可 得 
瑟 9) = (1.099 9,1.199 9,1.299 9) ， 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>&A=[1I0 -1 -2;-110 -2;3-1 -15]jb=[7.2;8.3;4.2]1;x =RAb 
运行 后 输出 方程 组 (4. 1) 的 精确 解 导 * = (1. 100 0,1. 200 0,1.300 0) ,可 见 ， 
天 与 下 "非常 接近 . 如 果 记 玉 ') = 天? -于 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> R9=[1.1-1.099;1.2 -1.19931.3 -1.2999];nR9 =norm(R9 ,inf) 
运行 后 输出 结果 
nnR9 =0.0010 
即 , | Re | 。=0.001 0. 从 此 例 可 见 ,由 和 迭代 法 产生 的 迭代 向 量 序列 | 于 ”| 逐 
步 逼 近 方程 组 4X = 的 精确 解 瑟 ” . 
对 于 由 线性 方程 组 4X = 通过 便 等 变形 得 到 的 任何 一 个 等 价 方程 组 的 和 渤 
代 形 式 素 " = 肆 盛 + 帮 , 做 出 的 欠 代 向 量 序列 { 瑟 ” 1 不 是 一 定 逐 步 逼 近 4 瑟 = 
的 精确 解 ,请 看 下 面 的 例题 . 
例 4.1.2 讨论 由 方程 组 (4. 1) 的 第 2 个 ,第 3 个 第 1 个 方程 分 离 出 ”， 
”2 ,xs 得 到 的 等 价 方程 组 的 迭代 形式 
xl = 10x 人 9 -2x99 -8.3， 
xD = -x+5x0 -4.2， (=0,1,2，…)， (4.4) 
xl = Sxz(9 -0.5 一 3.6 


做 出 的 迭代 向 量 序列 1 环 ”是否 逐步 逼近 (4. 1) 的 精确 解 导 ， 
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解 ” 取 初始 值 ”= (0,0,0) , 代 人 (4.4) 式 的 右 端 ,从 左 端 得 到 珠 ”= 
( -8.3, -4.2, -3.6) .再 将 这 组 值 代 人 (4.4) 式 的 右 端 计算 ,得 瑟 ”= ( -43.1， 
-13.9, -43) .继续 迭代 下 去 已 无 必要 ,因为 由 程序 

>> R1=[1.1+8.3;1.2 +4.2j1.3 +3.6];nR1 =norm(R1 ,inE) 
R2 =[1.1+43.1i1.2+13.9;1.3+43];nR2 =norm(R2 ,inf) 

运行 后 得 到 误差 向 量 的 范 数 人 及 人。= 半 下 ”一 天" 上 。=9.4000,， 1 妆 站 
= | 天 ”~ 下 。=44. 300 0 越 来 越 大 ,可 见 和 多 代 形式 (4. 4) 是 发 散 的 , 即 由 
(4.4) 式 做 出 的 选 代 向 量 序列 { 互 ”1 不 逼近 (4. 1) 式 的 精确 解 大” . 

由 例 4.1.1 和 例 4.1.2 可 匈 , 由 同一 个 方程 组 (4.1) 得 到 的 两 个 等 价 方程 
组 的 迭代 形式 (4.3) 和 (4.4) ,前 者 做 出 的 迭代 向 量 序列 | 天 ”1 逐步 逼近 (4. 1) 
式 的 精确 解 王 ” ,而 后 者 则 不 然 . 因此 ,所 有 的 和 迭代 法 都 需要 讨论 收 和 敛 性 和 误差 
估计 问题 . 


设 线性 方程 组 
4 = 及 (4.S) 
有 唯一 解 下 ”, 则 
和 ”= 有 KE + 上 (4.6) 
由 (4. 5) 得 到 一 个 等 价 方程 组 的 欠 代 公式 、 
下 (人 ) = 下 +T 太 (RE = 工 2，……). (4.7) 


任意 取 一 个 初始 向 量 天 "代入 人 (4.7) 式 , 求 出 天 ,将 下 “再 代 人 (4.7) 式 , 求 出 
下 ”, 如 此 反复 进行 求 (4. 5) 式 的 近似 解 的 方法 称 为 迭代 法 . 如 果 lim 下 ”= 瑟 " 存 
在 , 称 此 和 迭代 收敛 . 否则 , 称 此 选 代 发 散 . 


4.1.2 和 迭代 法 剑 散 性 的 判别 及 其 MATLAB 程序 


{ 一 ) 和 迭代 法 伍 散 性 的 判别 

为 了 讨论 由 迭代 公式 (4.7) 产 生 的 和 迭代 向 量 序列 |X2 的 敛 散 性 ,引进 误 
差 向 量 

有 RRO = 时 -天 (= 1,2,…). 

由 (4.7) 式 减 去 (4.6) 式 ,Re =BRO(E=1,2,…), 递 推 得 玉 ' = 天 及 .要 
讨论 1X2 是否 收银 于 于 "等 价 于 研究 下 满足 什么 条 件 时 ,= 玫 玉 一 0 
(1 一 o ) ,而 有 一 0 (1 一 o ) 又 等 价 于 吾 的 所 有 特征 根 ( 取 模 ) 小 于 1 

定义 4.1 若 只 握 阵 召 的 特征 根 为 MA (=1,2,…,m), 称 p( 刀 ) = 
max | Ai 为 至 的 谱 半 径 . 
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由 上 述 分 析 可 得 . 

定理 4.1 和 迭代 公式 (4.7) 收 敛 的 充 要 条 件 是 谱 半 径 pP( 吾 ) <1. 

又 因为 矩阵 的 谱 半径 不 超过 它 的 任 一 种 范 数 ,所 以 迭代 公式 (4.7) 收敛 性 
还 可 以 用 下 面 的 定理 判别 . 

定理 4.2 若 1 中 1 <1, 则 对 于 任意 初始 向 量 下 ” ,迭代 公式 (4.7) 都 收敛 ， 
且 有 


于- 芭 | 


(CD _ 宕 * 过 -一 一 
7 TB 


上 于 ”一天 ,或 


。 吾 中 
1 -和 


可 见 | 她 目 越 小 收敛 越 快 . 

实际 上 ,条件 p( 下 ) <1, 131 <1 只 能 在 构造 出 互 以 后 来 检验 ,我们 更 需 
要 直接 根据 4 来 判断 迭代 的 收敛 性 . 

(二 ) 判别 迭代 法 敏 散 性 的 MATLAB 程序 

根据 定理 4. 1 和 谱 半 径 定义 , 现 提供 一 个 名 为 paapb .mn 的 M 文 件 , 用 于 判 
别 和 迭代 公式 (4.7) 产 生 的 和 迭代 序列 的 敛 散 性 . 


用 谱 半 径 判 别 和 迭代 法 产生 的 和 迭代 序列 的 化 散 性 的 MATLAB 主 程序 
输入 的 量 ; 线 性 方程 组 4 下 =5 的 迭代 公式 (4.7) 中 的 如 ; 








输出 的 量 :矩阵 吾 的 所 有 特征 值 和 谱 半 径 m 玉 =p( 召 ) 及 其 有 关 闪 代 法 产 
生 的 迭代 序列 的 敛 散 性 的 相关 信息 . 





function H=addpbj(B) 
H=eig(B);mH =norm(H,inf); 
ft mH > =1 
disp(" 请 注意 :因为 谱 半 径 不 小 于 1 ,所 以 和 迭代 序列 发 散 , 谱 半 径 mHE 和 3 的 
所 有 的 特征 值 E 如 下 :) 
elSse 
aisp(" 请 注意 :因为 谱 半 径 小 于 1 ,所 以 迭代 序列 收敛 , 谱 半径 mE 和 3 的 所 
有 的 特征 值 E 如 下 : ) 
enG 


mH 


4.1.3 与 迭代 法 有 关 的 MATLAB 命令 


(一 ) 提取 (产生 ) 对 角 和 矩阵 和 特征 值 
可 以 用 表 4 -1 的 MATLAB 命令 提取 对 角 和 矩阵 和 特征 值 . 
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表 4-1 提取 (产生 ) 对 角 和 矩阵 和 特征 值 


2 5 “ 功 :， 能 - 

若 输入 向 量 互 , 则 输出 DX 是 以 焉 为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 ; 

若 输入 矩阵 天 , 则 输出 DX 是 以 下 的 对 角 元 构成 的 向 量 ; 
输入 矩阵 下 ,输出 DXK 是 以 瑟 的 对 角 元 构成 的 对 角 和 矩阵 ， 

可 用 于 和 迭代 法 中 从 4 中 提取 忆 . 

输入 矩阵 4 ,输出 中 是 4 的 所 有 特征 值 . 









DX=dqiag(X) 





DX=aqiag(aiag(X) ) 





lm=eig(A) 





1 喜 
例 4.1.3 已 知 向量 下 =(1,2,3,4) 和 矩阵 4 = ， 


求 (1) 以 互 为 对 角 元 的 对 角 矩 阵 DX; 
(2) 以 4 的 对 角 元 构成 的 向 量 了 ; 
(3) -以 4 的 对 角 元 构成 的 对 角 和 矩阵 忆 ; 
(4) 4 的 所 有 特征 值 /mr. 
解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> X=[1234];DX=daiag(X) 
运行 后 输出 以 互 为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 妃 
芭 六 "全 出 0 0 0 
0 2 0 0 
0 0 3 0 
0 0 0 4 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>RA=[1L33431 = 二 =-3 =480 这 2 .0330435789]3=Qaiag(A) 
运行 后 输出 以 4 的 对 角 元 构成 的 向 量 为 
YsvkaQoo00 -2.000 0 0 .300 0 9 .000 622 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> ARA=[1234;i1 -2 -3 -4;0.10.20.30.4;5789];D=daiag(diag(RA) ) 


运行 后 输出 以 4 的 对 角 元 构成 的 对 角 和 矩阵 忆 为 


三 
1.0000 0 0 0 

0 -2.0000 0 0 

0 0 0 .3000 0 


0 0 0 9.0000 
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(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
[二 三 半 二 开 3 三 40 人 0.4;5789];1lm=eig(RA) 
运行 后 输出 4 的 所 有 特征 值 和 m 
1 斑 二 (954 开心 -0.4205+1.418 1 
(二 ) 提取 (产生 ) 上 (下 ) 三 角形 矩阵 
可 以 用 表 4 -2 的 MATLAB 命令 提取 和 拖 阵 的 上 三 角形 矩阵 和 下 三 角形 
和 卸 阵 . 


-0.4205-1.4181i 0.0000)” 


表 4-2 提取 矩阵 的 上 三 角形 矩阵 和 下 三 角形 矩阵 
MATIAB 人 人 这 的 
输入 矩阵 4 ,输出 忆 是 4 的 上 三 角形 矩阵 . 
输入 矩阵 4 ,输出 三 是 4 的 下 三 角形 矩阵 . 
输入 矩阵 4 ,输出 书 是 4 的 上 三 角形 矩阵 ,但 对 角 元 为 0， 
可 用 于 和 迭代 法 中 从 4 中 提取 忌 

输入 矩阵 4 ,输出 工 是 4 的 下 三 角形 矩阵 ,但 对 角 元 为 0， 
可 用 于 选 代 法 中 从 4 中 提取 工 . 












U=triu(A) 











开 三 上 ETI( 人 ) 





避 二 七 至 TI 








和 故 三光 3 江 玉 胡 三 全 小 


例 4.1.4 从 例 4.1.3 的 矩阵 4 中 提取 如 下 矩阵 : 

(1) 4 的 上 三 角形 矩阵 5;(2) 4 的 下 三 角形 矩阵 研 ; (3) 4 的 上 三 角形 抢 
阵 过, 但 对 角 元 为 0;(4) 4 的 下 三 角形 矩阵 研 ,但 对 角 元 为 0;(5) 考察 命令 U2 
=triu(A.2) 和 L2 =tril(A, -2) 的 功能 ， 

解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


35 放 三 [于 于 地 证 =2 一 和 一 在 网 于 ;00523 浊 3 了 -9.9 大 太 =Eziu( 坟 ) 
站 


运行 后 输出 4 的 上 三 角形 矩阵 避 


U= 1L.0000 2.0000 3 .0000 4.0000 
0 -2.0000 -3.0000 -4.0000 
0 0 0.3000 0 .4000 
0 0 0 9 .0000 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> R=[1234;i1 -2 -3 -4;0.10.20.30:435789]; =Ecril(RA) 


运行 后 输出 4 的 下 三 角形 矩阵 世 


五 二 ”站 0000 0 0 0 
工 .0000 -2.0000 0 0 
0 .1000 0 .2000 0 .3000 0 
5.0000 7.0000 8.0000 9.0000 
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(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 : 


5 有 了 =E[1234i -2 -3 -430.10:20:30.435789]40=EEEG(A 1 


运行 后 输出 4 的 上 三 角形 矩阵 忆 , 但 对 角 元 为 0 
U= 0 2 .0000 3 .0000 4.0000 
0 0 -3.0000 -4.0000 
0 0 0 0.4000 
0 0 0 0 


(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
5 忆 [ 工 世 各 作证 1 = 有 -入 和 江 闪 过 二 二 全 二 3 学 轴 9] 尖 三 SEE = 


运行 后 输出 4 的 下 三 角形 矩阵 工 , 但 对 角 元 为 0 


也 二 0 0 0 0 
1.0000 0 0 0 
0 .1000 0 .2000 0 0 
5.0000 7.0000 8.0000 0 


(5) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> A=[12343j;1 -2 -3 -4;30.10.20.3 0.4;5789]; 
对 忆 三 :起 王 芋 二 (有 2) 5 了 人 三 扎 下 主 ] 有 vs 一 2 


运行 后 输出 结果 

L2 = 0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 .1000 0 0 0 
5.0000 7.0000 0 0 

d2= 0 0 3 4 

0 0 全 .= 

0 0 0 0 

0 0 0 0 


(三 ) 稀疏 矩阵 的 处 理 

对 稀 朴 矩阵 在 存 贮 和 运算 上 的 特殊 处 理 , 是 MATLAB 进行 大 规模 科学 计算 
时 的 特点 和 优势 之 一 . 可 以 用 表 4 -3 的 MATLAB 命令 ,输入 稀 朴 矩阵 的 非 零 元 
( 零 元 不 必 输 入 ) , 即 可 进行 运算 . 
表 4-3 稀疏 矩阵 的 MATLAB 人 







MATLAB 命令 






表示 在 第 * 行 和 矩阵 共 郊 行 几 列 ,输出 
Z4 ,给 出 (rc) 及 ， 为 一 稀 朴 矩阵 . 
输入 稀 玻 矩阵 Z4 ,输出 为 满 和 矩阵 MA( 包 含 零 元 ) 


ZRA=sparse(r,cyv,min) 





MARA=ful1l(2ZRA) 
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例 4.1.5 首先 将 矩阵 4 用 稀 榴 矩阵 Z4 表示 ,然后 将 Z4 表示 为 满 矩 阵 
M4 ,其 中 


7 - 1 
一 舟 7 一 工 
4 = 一 4 一 1 
. 一 7 
解 输入 MATLAB 程序 

>> ZRA1 = Sparse(1:5,1:5,7,5,5); 

ZRA2 = Sparse(2:5,1:4, -4;,5,5); 

ZRA3 = Sparse(1:3,，3:5，-1;,5,5); 

ZRA=ZA1 + ZRA2 + ZR3,MA =full(ZRA) 

运行 后 输出 结果 

2ZA = 
(1,1) 7 MA= 7 0 -1 0 0 一 
(2,1) -4 -4 7 0 -1 0 
(2,2) 7 0 -4 7 0 一 上 
(3 ,2) -4 0 0 -4 7 0 
(1,3) 一 1】 9 0 0 =- 人 4 7 
(3,3) 7 
(4,3) -人 4 
(2,4) 一 工 
(4,4) 7 
(5，,4) -4 
(3，,5) 一 工 
(5;5) 7 


用 下 面 的 例子 说 明 稀 朴 矩 阵 处 理 的 优点 . 


例 4.1.6 用 稀 朴 矩阵 和 满 矩 阵 分 别 求解 4AX = 2 ,进行 比较 ,其 中 = 
2 000 ， 
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解 输入 MATLAB 程序 
>> n=2000;b=[1:n]'; al=sparse(l:n,1:n,5,n,n); 
a2 =sSparse(2:n,1:n-1,3,n,n);ia3 =sSparse(2:n,1:n-1,2,n,n); 
a=al+a2+aa3 
ticix=aitl=toc% 输出 用 稀 疏 矩阵 求解 的 时 间 t1 
aa=full(a)i 儿 与 满 矩 阵 作 比较 
tici xx =aa vi t2 =toc% 输出 用 满 矩 阵 求解 的 时 间 t2 
=sum(x) ,YY = sum(xx)% 为 检验 x 与 xx 相同 分 别 输出 其 分 量 之 和 
运行 后 输出 结果 
tl =0,，t2=2.6900,yY=2.0020e+005,， yy=2.0020e +005 


由 此 可 网, 结果 y 与 Jy 相同 ,而 二 与 相差 很 大 . 


习题 4.1 





70 2 3 4 
1 -2 -3 -4 
1. 已 知 向 量 夺 = ( -1,1,2,3,4) 和 矩阵 4 = , 求 (1) 以 下 为 对 角 
0.1 0.2 0.3 0.4 
5 7 8 9 
元 的 对 角 和 拖 阵 DXE;(2) 以 4 的 对 角 元 构成 的 向 量 Y;(3) 以 4 的 对 角 元 构成 的 对 角 和 矩阵 万 ; 
(4) 4 的 所 有 特征 值 吧 . 
5 2 3 4 
2， 从 矩阵 4 = 一” 一” 才 提 取 如 下 矩阵 ; 
0.1 0.2 0.3 0.4 
5 7 8 9 
(1) 4 的 上 三 角形 矩阵 U4;(2) 4 的 下 三 角形 矩阵 L4;(3) 4 的 上 三 角形 矩阵 慷 , 但 对 
角 元 为 0;(4) 4 的 下 三 角形 矩阵 工 , 但 对 角 元 为 0;(5) 考察 命令 U2 = triu(&A,2) 和 L2 = 
tril(A, -2) 的 功能 . 
3. 首先 将 矩阵 4 用 稀 朴 和 插 阵 Z4 表示 ,然后 将 Z4 表示 为 满 矩 阵 MA4 ,其 中 


6 一 1 
一 2 6 一 1 
4 = 一 2 6 -1 
-2 6 


一 2 6 
4. 用 稀 玻 矩阵 和 满 矩 阵 分 别 求解 4XK =5 ,进行 比较 ,其 中 =20 000， 





204 ”第 四 章 ” 解 线性 方程 组 的 迭代 法 


1 22 
43 15 22 1 
43 15S 22 2 
4 = . ， 古 = 
43 15 22 玉 
43 15/ 
S. 通过 试验 观察 MATLAB 软件 处 理 稀 疏 和 矩阵 的 优势 ,求解 4 下 =8， 其 中 
4 1 
1 4 1 
1 4 1 
4= ,5 是 任意 维 列 向 量 (n 在 100 以 上 ) ,用 稀 朴 矩阵 和 
1 4 1 
1 4 及 里 开 


满 矩 阵 两 种 算法 计算 ,比较 所 需 时 间 . 


4.2 雅 可 比 (Jacobi) 迭代 及 其 MATLAB 程序 


4.2.1 雅 可 比 和 迭代 





如 果 线 性 方程 组 
aiX1 + Qiaxz 十 + Onxn = 0， 
CaiX1 + G2zX2 十 … 十 CanXn = 2， (4.8) 
GanXI 十 Ga2X2 十 十 CQnnXn 二 b， 
的 系数 asz0 (=1,2,…,na), 则 线性 方程 组 (4.8) 的 雅 可 比 和 迭代 公式 为 
Ai = 工人 一 Qi2%2 )” 一 @ 3 一 anxzsy +) 
41 
+ 
2 ”= 二 一 aa 一 aaX3 一 ”一 Gan + b2) ， (4.9) 
ol = 了 工 (- asf -ooao -os 二 有 


将 (4.8) 式 的 系数 矩阵 4 分 解 为 4 = 万 - 世 - 忆 ,其 中 
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CH 
玉 = diag(al az， ，Q) = 2 ， 
0 0 an Cin 
况 aa 0 了 -- 0 
@。 in 
CI Go au 0 0 
若 对 角 扼 阵 九 非 奇 蜡 ( 即 os 和 关 0=1,2,，…m), 则 (4.9) 式 化 为 
天 = 万 (了 +D) 瑟 + 万 0 (4. 10) 
不 难看 出 , 例 4.1.1 和 例 4.1.2 中 (4.3) 式 和 (4.4) 式 正 是 这 种 形式 . 若 记 
=…( 了 +11),F = 万 5， (4.11) 
则 方程 组 (4. 10) 的 迭代 形式 可 写作 
于 0 = 甩 于 0 + 太 (KE = 0,1,2…). (4. 12) 


如 果 由 (4. 12) 式 产生 的 选 代 向 量 序列 1X” | 收 伍 于 天 , 则 下" 必 是 方程 
(4. 10) 式 的 解 , 因 而 也 是 (4.5) 式 的 解 . (4. 11) 式 (4. 12) 式 称 雅 可 比 和 迭代 . 
例 4.2.1 试用 雅 可 比 和 迭代 法 解 线性 方程 组 
10x,， +2x， +3x = 1， 
2x, + 10x， + x% = 工 ， 
3x, +% +10x = 2， 
取 初 始 值 (xzfo ,xl ,xz 拉 ) = (0,0,0) ,要 求 当 | xz -2 四。<10 ”时 ,和 迭代 
终止 . 
解 ” 雅 可 比 迭 代 公 式 为 


0 = 2x 和 9 -3z)， 
c 交 -2z -9)， 012 (4.13) 


0 = (2 -3z9 -9)， 


取 初 始 值 (xfo ,xf ,xf ) = (0,0,0) ,计算 结果 如 表 4 -4 当 ‖ xz -xz 1 。<10 一 
时 ,迭代 终止 ,线性 方程 组 的 近似 解 为 x 一 0. 030 ,x; 一 0. 076 ,x: 一 0. 184. 
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4.2.2 雅 可 比 和 迭代 的 收敛 性 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 雅 可 比 和 迭代 的 收敛 性 

我 们 可 以 根据 定理 4.1 和 定理 4.2 判别 由 雅 可 比 和 迭代 公式 (4. 12) 产 生 的 
和 迭代 向 量 序列 | 下 ”上 是否 收敛 于 原 方程 组 的 解 改 " ,但 是 这 两 个 定理 的 条 件 
P( 好 ) <1, | 下 <1 只 能 在 构造 出 如 以 后 来 检验 ,我们 更 需要 直接 根据 4 来 判 
断 迁 代 的 收敛 性 ,为 此 介绍 严格 对 角 占 优 和 矩阵 的 概念 . 

定义 4.2 如 果 半 xz 阶 矩 阵 4 =(ay),, 的 元 满足 


让 (4. 14) 

则 称 矩 阵 4 是 严格 对 角 占 优 的 . 

定理 4.3 如 果 xz 阶 和 矩阵 4 是 严格 对 角 占 优 的 , 则 线性 方程 组 (4.5) 有 
唯一 解 瑟 ” , 且 对 于 任意 初始 向 量 瑟 " ,由 (4. 11) 式 (4. 12) 式 产生 的 和 迭代 向 量 
序列 { 开 ”都 收 公 于 瑟 

(二 ) 判别 雅 可 比 和 迭代 收敛 性 的 MATLAB 程序 

根据 定理 4.3 和 公式 (4.14) , 现 提供 一 个 名 为 jspb .m 的 M 文 件 如 下 : 

判别 雅 可 比 迭 代 收 敛 性 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :线性 方程 组 4 下 = 五 的 系数 矩阵 站 ; 


输出 的 量 : 系 数 和 矩阵 4 三 《CC 二 记 区 闫 | 本) 


1 天 大 








的 值 和 有 关 雅 可 比 迭 代 收 敛 性 的 相关 信息 . 
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function a=Jjspb(A) 
[nm]=size(RA); 
for j = 工 :m 
a(j) =sum(abs(A(:,j))) -2*(abs(RA(j,jJ))); 
end 
for 奎 =13:n 
ifa(i)> =0 
disp( "请 注意 :系数 矩阵 A 不 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 雅 可 比 迭 代 不 
一 定 收敛 ”) 
return 
enaQ 
endQ 
if az)<0 
disp( ' 请 注意 :系数 矩阵 A 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 方程 组 有 唯一 解 , 且 
雅 可 比 和 迭代 收敛 “) 
endQ - 
例 4.2.2 用 判 别 雅 可 比 和 迭代 收 和 敛 性 的 MATLAB 主 程序 ,判别 由 下 列 方程 
组 的 雅 可 比 克 代 产生 的 序列 是 否 收敛 ? 


10x, -% 一 2x3 =7.2， 10x, -xs -2Xs =7.2， 
(1) 4 -x+tox -2x: =8.3， (2) 4 -xi +10x -2x =8.3， 
一 Xi 一 %) 十 Sx3 =4.2; -xi 一 % 十 0. Sx; =4.2. 


解 (1) 首先 保存 名 为 jspb.m 的 M 文 件 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输 
和 程序 
>> R=flo -1 -2;-110 -2; -1 -15];ya=jspb(A) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :系数 矩阵 A 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 方程 组 有 唯一 解 , 且 雅 可 比 迭 代 收 全 
-8 -8 -1 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> R=[10 -1 -2;-110 -2;-1 -10.5]ja=Jjspb(A) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :系数 矩阵 A 不 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 雅 可 比 和 迭代 不 一 定 收 生 
aa = 


-8.0000e+000 -8.0000e+0003.5000e+000 
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4.2.3 雅 可 比 迭 代 的 两 种 MATLAB 程序 


利用 MATLAB 程序 和 雅 可 比 迭 代 解 线性 方程 组 4X =2 的 常用 的 方法 有 两 
种 ,一 种 方法 是 根据 雅 可 比 欠 代 公式 (4.11) (4.12) 式 、 定 理 4.3 和 公式 (4.14) 
编写 一 个 名 为 jacdd m 的 M 文件 并 保存 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 对 应 
的 命令 ,执行 此 文件 ; 另 一 种 方法 是 根据 雅 可 比 迭 代 的 定义 ,利用 提取 对 角 和 矩阵 
和 上 下 三 角形 矩阵 的 MATLAB 程序 解 线性 方程 组 4X =. 下 面 我们 分 别 介绍 
这 两 种 方法 . 

(一 ) 雅 可 比 和 迭代 公式 的 MATLAB 程序 





用 雅 可 比 和 迭代 解 线性 方程 组 4 下 = 五 的 MATLAB 主 程序 
输入 的 量 :线性 方程 组 4 = 五 的 系数 矩阵 4 和 6, 初始 向 量 和 , 范 数 的 名 
称 P=1,2， inf 或" fro.… ,近似 解 于 的 误差 (精度 )wucha 和 迭代 的 最 大 次 数 


TXT ; 





输出 的 量 :系数 矩阵 4 = (oj)。 的 a = > | @5 1 -| Qi | (天 三 1 ,2，…， 





ma) 的 值 和 有 关 雅 可 比 和 迭代 收敛 性 的 相关 信息 及 其 4 瑟 = 五 的 精确 解 / 冯 和 近似 


解 工 . 


根据 雅 可 比 和 迭代 (4. 11) 式 (4. 12) 式 .定理 4.3 和 公式 (4. 14) , 现 提 供 一 个 
名 为 jacdd mm 的 M 文 件 如 下 : 


functionX=jacdaq(A,b,X0,P,wucha,max11) 





[nm]j=size(RA); 
for jJ =13:m 
a(j) =sum(abs(A(:,j))) -2*(abs(ACJ,j))); 
end 
for = 二 :n 
if a(i) > =0 
qisp( "请 注意 :系数 矩阵 A 不 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 雅 可 比 迭 代 不 一 
定 收敛 ') 
YetutDn 
end 
end 
ifa(i) <0 、 
aisp( "请 注意 :系数 矩阵 A 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 方程 组 有 唯一 解 ， 
且 雅 可 比 和 迭代 收敛 ") 
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end 
tor K =1】 :max1l 
攻 
for Jj = 1 :mm 
X(j) =(b(j) -RA(,[1: -1,j+l:m])*X0O(f1: 了 -1,+1lim])) 全 
(了 ,了 ); 
emnQ 
X,djwcX =norm(X' -X0,P); xdqwcX = djwcX 人 norm(X ",P) +eps)i;i X0 
=X 3;X1 = 及 Di; 
if (dajwcX <wucha)g&(xdwcxX <wucha) 
disp(" 请 注意 : 雅 可 比 和 迭代 收敛 ,此 方程 组 的 精确 解 jx 和 近似 解 X 如 下 : ) 
eturxDn 
endQ 
endG 
if(djwcxX >wucha)&(xdqwcXx > wucha) 
disp( ' 请 注意 : 雅 可 比 和 迭代 次 数 已 经 超过 最 大 和 迭代 次 数 max1 “) 
end 
a,X=X;X=X1L ， 

例 4.2.3 用 um 范 数 和 判别 雅 可 比 迭 代 的 MATLAB 主 程序 解 例 4.2.2 中 的 
方程 组 , 解 的 精度 为 0.001 ,分 别 取 最 大 达 代 次 数 maxl = 100,5 ,初始 向 量 zo = 
(0 0 0) ,并 比较 它们 的 收敛 速度 . 

解 (1) 取 最 大 夺 代 次 数 maxl = 100 时 . 

@ 首先 保存 名 为 jacda.m 的 M 文件 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>> R=[10 -1 -2;-110 -2; -1 -15]; b=[7.2;8.3;4.2]; 
xg =[000]';X=jacaa(A,b,xXo,int,0.001,100) 
运行 后 输出 结果 

请 注意 :系数 矩阵 A 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 方程 组 有 唯一 解 , 且 雅 可 比 迭 代 收 敛 
请 注意 : 雅 可 比 迭 代 收 敛 ,此 方程 组 的 精确 解 jX 和 近似 解 X 如 下 : 
= 

一 8 -8 一 工 
]JX = 

1.1000 1 .2000 1.3000 

又 = 

1.0994 工 .1994 1 .2993 

@) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>>RA-flo -1 -2;-110 -2;-1 -10.5];b=[7.2;8.334.2]; 
x0 =[0 0 0]'; 
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X=jacda(RA,b,xo,inf, 0.001,100) 

运行 后 输出 结果 
请 注意 :系数 矩阵 A 不 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 雅 可 比 和 迭代 不 一 定 收 全 
请 注意 : 雅 可 比 选 代 收 敛 , 此 方程 组 的 精确 解 jx 和 近似 解 X 如 下 : 


a - 
-8.0000 -8.0000 3 .5000 
jX = 
24 .5000 24.6000 106 .6000 
X = 
24.0738 24.1738 104 .7974 
(2) 取 最 大 迭 代 次 数 maxt =5 时 ， 
@ 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> R=[10 -1 -2;-110 -2;-1 -15]; 
b=[7.2;8.3;4.2];XxX0=[000]'X=jacdda(A,b,Xx0,inf,0.001,5) 
运行 后 输出 结果 1 
请 注意 :系数 矩阵 A 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 方程 组 有 唯一 解 , 雅 可 比 迭 代 收 敛 
请 注意 : 雅 可 比 迭 代 次 数 已 经 超过 最 大 迭代 次 数 max1 


号 二 


1.1000 1.2000 1.3000 
又 二 
1.0951 1.1951 1 .2941 
@) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> R=[10 -1 -2;-110 -2; -1 -10.5];b=[7.238.3;34.2]; 
x0=[000]';X=jacddq(RA,b,Xo,inf,，0.001,5) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :系数 矩阵 A 不 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 雅 可 比 和 迭代 不 一 定 收敛 
请 注意 : 雅 可 比 选 代 次 数 已 经 超过 最 大 迭代 次 数 max1l 
a = 
-8.0000 -8.0000 3 .5000 
jX = 
24.5000 24.6000 106 .6000 
又 = 
5.5490 5.6490 27 .6553 
由 (1) 和 (2) 可 见 , 如 果 系 数 和 矩阵 4 是 严格 对 角 占 优 的 , 则 雅 可 比 和 迭代 收敛 
的 速度 快 ;如 果 系 数 和 矩阵 4 不 是 严格 对 角 占 优 的 , 则 雅 可 比 和 迭代 可 能 收 和 敛 , 也 可 
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能 发 散 . 如 果 收 敛 , 则 收敛 的 速度 慢 . 因此 , 当 a = 六 oul -loul<0 (4 
2,…,n) 时 , | al 的 值 越 小 , 雅 可 比 和 迭代 收敛 的 速度 越 快 . 

(二 ) 雅 可 比 迁 代 定义 的 MATLAB 程序 

利用 雅 可 比 迭 代 定义 编写 解 线性 方程 组 (4.5) 的 MATLAB 程序 的 一 般 步 阴 


步骤 1 将 线性 方程 组 (4.5) 的 系数 矩阵 4 分 解 为 4 = 九 - 工 -也 ,其 中 


= 1 ， 


Cn 
刀 = diag(ai ,az ，…amw) = ? 
Cnn 

0 0 av Cln 

Q 0 
二  _ 21 ,了 7 二 一 0 

: Cn-_lin 

Cal Go 机 Can-l 0 0 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>>A=[all al2 aln;i a21 a22 …a2nji…3 anl an2 …anni]; 
D=aiag(RA)U=triu(A,1),L=tril(Aa, -1) 


运行 后 即 可 输出 4 的 亡 , 工 ,D; 
步骤 2 若 对 角 和 抢 阵 刀 非 奇异 ( 即 ec 和 0,i=1,…,m), 则 (4.5) 式 化 为 
瑟 = 万 ( 工 + 了 1) 瑟 十 万 0. 
若 记 
刀 ， = 也 (EL+U),A = 万 5. 
则 方程 组 的 和 迭代 形式 可 写作 


于 = 有 + (= 0,1,2…) 
可 以 利用 下 面 的 MATLAB 程序 完成 
>>dqdD =aQet(D); 
it QQD ==0 
disp( "请 注意 :因为 对 角 和 矩阵 D 奇异 ,所 以 此 方程 组 无 解 …) 


else 
aisp( 请 注意 :因为 对 角 抢 阵 D 非 奇 异 , 所 以 此 方程 组 有 解 …) 
iD=inv(D);，BL =iD*x(L+U);ftl =iDs#xDbi 
for K =1 :max1 
X = B1L+#XO+ fl;X0O=XidGjwcx=normn(X-X0O,P)i; 
xdqQwcX =dqjwcXAM 人 norm(X,P) +eps);Xl =Ai 
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if(ajwcx < wucha)g&(xdwcxX <wucha) 
aisp( "请 注意 : 雅 可 比 选 代 收 敛 ,此 方程 组 的 精确 解 jx 和 近似 解 X 
如 下 : ") 
retura 
enDdq 


end 


if (dajwcX > wucha) |(xadqwcX > wucha) 


qisp( "请 注意 : 雅 可 比 迭 代 次 数 已 经 超过 最 大 迭代 次 数 maxl ") 


endq 


习题 4.2 





1. 用 判别 雅 可 比 迭 代 收 敛 性 的 MATLAB 主 程序 ,判别 由 下 列 方程 组 的 雅 可比 和 迭代 产生 
的 序列 是 否 收 敛 ? 
23x -zx -2x; =1.7， 15x,， -yx -2x; =7.2， 
| -xx +10x -2x; =8.3， (2) [= +10x -2x; =8.3， 
-xi -ws +Sx =4.2; -xi ~2 +0.Sx =4.2; 
10x, -z， ~2x, =7.2， xj +2x, +3x; =14， 
(3) -2 +10x, -2x =8.3， (4) +Sx, +2x， = 18， 
一 Xi 一 x+Sx3 =4.2; 3xi +xa +Sxi =20. 
2 分 别 用 w 范 数 和 判别 雅 可 比 迁 代 的 MATLAB 主 程 序 解 第 1 题 中 的 方程 组 , 解 的 精度 
为 0.001 ,分 别 取 最 大 和 迭代 次 数 maxl = 100,5 ,初始 向 量 和 = (0 0 0) ,并 比较 它们 的 收 全 
速度 . 
Xi f+2x +3xs =14， 
3. 人 人 | +5x +2x3 =18， 
3x, +x: +5x3 =20. 
(1) 用 高 斯 消 元 法 解 该 方程 组 ; 
(2) 写 出 用 雅 可 比 和 迭代 法 解 该 方程 组 的 迭代 公式 . 
10x,， +2x。 +3xs =14， 
4. 试用 雅 可 比 选 代 法 解 线性 方程 组 ,2x; + 10z +w =11， 取 初始 值 (zi" , 叶  ,x” ) = 
3x, +x2z + 10x;, = 20. 
(0,0,0) ,要 求 当 1z -2 和 。<10 一 时 ,迭代 终止 
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4.3 高 斯 - 塞 德尔 (Gauss-Seidel) 迭代 及 其 
MATLAB 程序 


4.3.1 高 斯 - 塞 德尔 迭代 
仔细 研究 一 下 雅 可 比 迭 代 公 式 (4.9) 式 可 以 发 现 , 它 能 够 改进 为 


(天 +1) 工 《 业 ) 《下 ) (大 ) 
%1 = 一 (- ax -aa 一 onxn +)， 
QI11 
ws 1 Ck+1) (有 _ (各 
2 = 一 ( -ao2ixl 一 ax3 一 一 ax +)， (4.15 
C22 . 15 ) 
Cr CrD) (+D (bz1) 
区 = 2 了 工 (at 一 QoX2 -MX 二 


这 就 是 说 在 雅 可 比 和 迭代 过 程 中 ,计算 x 和 ”时 于 和 xd 人 已 经 得 到 ,不 必 再 
用 xi ,…,xz2， 即 原来 的 迭代 公式 DEC = 工 革 9 + VE + 五 可 以 改进 为 
四 系 人 1) _Tee +DX ”+6. 在 刀 非 奇异 的 假设 下 , (了 - 工 ) 可 道 , 于 是 得 到 
B, = (D-FL)-D, 放 =(D- 工 )-57 (4. 16 ) 
天 = 有 DO +T 记 (=0,1,2…)， (4.17) 
称 为 高 斯 -~ 塞 德尔 迭代 . 它 与 雅 可 比 欠 代 相 比 的 优点 ,不 仅 在 于 用 无 的 新 分 量 
代替 旧 分 量 精度 会 高 些 , 而 且 在 迭代 过 程 中 不 必用 两 个 工作 单元 存放 X ， 
瑟 ,可 以 只 用 一 套 工 作 单元 , 即 一 个 分 量 .一 个 分 量 地 将 下 9 替换 为 素 " ). 
10x, +2x +3x3 =1， 
例 4.3.1 试用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 线性 方程 组 (2x, + 10x, + xs = 工 ， 
3x; +X2 +10x =2， 
取 初 始 值 (zi ,xz ,z) ) = (0,0,0) ,要 求 当 1 xz -xz 直 。<10 一 时 ,人选 代 
终止 . 并 将 计算 结果 与 例 4.2. 1 比较 . 
解 高 斯 - 塞 德尔 迭代 公式 为 


+ 1 
Xe 一 蕴 4 一 2x(9 -3x09 ) ， 
和 和) 二 二 (l 一 2 和 0 一 2 )， 天 二 0,1,2，… 


1 1 4 
好 + 一 寺 (2 _ 3x(49 加 和 2 ) ， 


取 初 始 值 (xf ,xz ,xz ) =(0,0,0) ,计算 结果 如 下 : 
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xD = 4 -2xt0 -3xt0) = 0.100 0， 
xz00 = 1 -2x00 ~-xto) = 0.080 0， 
x) = (2 -3x02 ~x) = 0.162 0， 
xx) = (1 -2x0 -3x00) = 0.035 4， 
xl 人 2 = 二 (1 -2x22 -~x) = 0.0767， 
xl 人 = 1G2 - 3xf 人 2 -xx 人) = 0.1817， 
人 0) = 1 -2x2 ~-3x 思 ) = 0.030 1， 
xz = 上 1 -2x0) -yx ) = 0.0758， 


xzG) - 霹 (2 -3xz0) -zx ) = 0.183 4， 


因为 1 ze -ze 上。<10 ”时 , 选 代 终 止 ,线性 方程 组 的 近似 解 为 
xi = 0. 030,x， 一 0. 076 ,x; = 0. 183. 
将 计算 结果 与 例 4.2. 1 比较 , 雅 可 比 迭 代 比 高 斯 一 塞 德尔 欠 代 收敛 的 速度 慢 ， 


4.3.2 高 斯 - 塞 德尔 迭代 的 收敛 性 


我 们 可 以 根据 定理 4.1、 定理 4.2 和 定理 4.3 判别 由 高 斯 - 塞 德尔 迭代 公 
式 (4.16) (4.17) 产 生 的 和 欠 代 向 量 序列 { 互 汪 } 是 否 收敛 于 原 方程 组 的 解 下 ”. 另 
外 , 若 4 是 对 称 正 定 手 阵 , 则 也 可 以 用 下 面 定 理 判 别 4 下 = 的 高 斯 - 塞 德尔 迭 
代 收 敛 性 . 
定理 4.4 如 果 m xz 阶 矩阵 4 是 正定 的 对 称 和 矩阵 , 则 对 于 任意 初始 向 量 
于 ,由 高 斯 一 塞 德尔 迭代 (4. 16) (4. 17) 产 生 的 和 迭代 向 量 序列 { 瑟 ”| 都 收敛 于 
线性 方程 组 (4.5) 的 解 开 . 
例 4.3.2 用 雅 可 比 选 代 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 计算 下 列 线性 方程 组 ,并且 
比较 两 种 多 代 的 收敛 速度 . 
10x, +3x +s = 14， 
2x| -10x,， + 3x3 = 一 3， 
xi +3x， + 10x，= 14. 


取 初 始 值 (zi 0 ,xz ,xz ) =(0,0,0) ,迭代 4 次 终止 . 并 将 两 种 方法 的 计算 结果 
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与 精确 解 (x,,x, ,xz ) = (1. 188 418 … ，1. 029 386 …,，0. 972 342 …) 进行 比较 . 
解 ” 原 线性 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 公 式 为 


Xe = 一 0.3x6 =0.1x42 +I.4， 


xs0 = 0.2x40 +0.3200 +0.5， 


人 
原 线 性 方程 组 的 高 斯 - 塞 德 尔 迁 代 公 式 为 
34 


0 
人 大 大 
xd 二 0.1x0 一 0.3x 人 二 1 .4， 


取 初 始 和 迭代 向 量 X =(0 0 0) ,分 别 代 入 雅 可 比 迭 代 公 式 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 
公式 ,计算 结果 列 人 表 4 -5 ,显然 ,高 斯 ~ 塞 德尔 迭代 比 雅 可 比 迭 代 收 敛 速度 要 
快 ( 见 表 4 -5). 


表 4-5S 用 雅 可 比 法 和 高 斯 -~ 塞 德尔 法 计算 的 结果 


已 ( 非 而 比 六 ，，， 所 (高 斯 - 塞 德尔 ) 


和 






















(1.4, 0.78，1.026) 








(0385 下 2 (1.268 6; 1.0615, 0.9547) 





(ETS1 TITLE 0.901 (77.051.021 3 02975 4) 











(1.156 8,，1.000 5, 0.9516) 





(1.191 0, 1.030 9, 0.9716) 


4.3.3 高 斯 - 塞 德尔 迭代 的 两 种 MATLAB 程序 


利用 MATLAB 程序 和 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 解 线性 方程 组 4 互 = 的 常用 方法 
有 两 种 ,一 种 方法 是 根据 高 斯 - 塞 德尔 欠 代 公式 (4. 16) (4. 17) .定理 4. 3 和 公 
式 (4. 14) 编写 一 个 名 为 gsddq.m 的 M 文件 并 保存 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 
输入 对 应 的 命令 ,执行 此 文件 ; 另 一 种 方法 是 根据 高 斯 - 塞 德尔 迭代 的 定义 , 利 
用 提取 对 角 和 矩阵 和 上 .下 三 角形 矩阵 的 MATLAB 程序 解 线性 方程 组 4=. 下 
面 我 们 分 别 介 绍 这 两 种 方法 . 

(一 ) 高 斯 -~ 塞 德 尔 迭 代 定 义 的 MATLAB 程序 

根据 高 斯 ~ 塞 德尔 迭代 定义 , 现 提 供 名 为 gsddday .m 的 M 文件 如 下 : 
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用 高 斯 -~ 塞 德尔 迭代 定义 解 线性 方程 组 4E =8 的 MATLAB 主 程序 


输入 的 量 :线性 方程 组 4XE = 鼎 的 系数 矩阵 4 和 8, 初始 向 量 已 , 范 数 的 名 
称 P=1,2， inf, 或 "fro. ,近似 解 互 的 误差 (精度 )wuchra 和 和 迭代 的 最 大 次 
数 max1l， 
输出 的 量 : 以 系数 矩阵 4 = (ay )。。 的 对 角 元 构成 的 对 角 和 拖 阵 忆 `.4 的 上 三 
角形 矩阵 忌 , 但 对 角 元 为 0.4 的 下 三 角形 矩阵 工 ,但 对 角 元 为 0 和 有 关 高 斯 - 
塞 德尔 迁 代 收敛 性 的 相关 信息 及 其 4 下 = 的 精确 解 . 亚 和 近似 解 扎 
functionX=gsdddy(RA,b,X0,P,wucha,max1l) 
D=daiag(diag(&Aa))3U= -triu(A,1)3 
L=-tril(a, -1);y dpD=aet(D); 











if QD == 
disp(' 请 注意 :因为 对 角 和 矩阵 D 奇异 ,所 以 此 方程 组 无 解 …) 
else 
disp(' 请 注意 :因为 对 角 矩 阵 D 非 奇 异 ,所 以 此 方程 组 有 解 ，) 
iD=inv(D-L);B2=iDrUif2 =iDxbijX=Ai 
X=X0i [nm]j=size(A)i 
for K =1 :maxXl 
X1 = B2*X+f2; djwcx =norm(XL -X,P); 
xdwcX = djwcXA 必 norm(X,P) +eps); 
if (djwcx <wucha) HKxdqwcX < wucha) 
zetuzDn 
elSse 
Kk,XL 5k=k+1;X=XLi 
endQ 
end 
if (djwcX < wucha) |(xdwcX < wucha) 
disp(" 请 注意 :高 斯 - 塞 德尔 迭代 收敛, 此 &A 的 分 解 矩 阵 D,U,D 
和 方程 组 的 精确 解 jx 和 近似 解 X 如 下 : ) 
else 
aisp( "请 注意 :高 斯 - 塞 德尔 迭代 的 结果 没有 达到 给 定 的 精度 ,并 且 
迭代 次 数 已 经 超过 最 大 迭代 次 数 maxl ,方程 组 的 精确 解 jX 和 选 代 向 量 X 如 下 : ”) 
X=X';jX=JjJX"， 
emDnQd 
end 
X=X'3D,U,L,jX=3JX"， 


例 4.3.3 用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 定义 的 MATLAB 主 程序 解 下 列 线性 方程 
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组 , 取 初 始 值 (xzt ,xz ,xi ) =(0;,0;0) ,要 求 当 | 上 xz 7 -xx 下 。<10 一 时 , 选 
代 终 止 . 


， 3X1 +4X; -5xX3 +7X4 =3， 
10x,， -2 -2x3 =7.2， 


2x 一 8x, +3x3 -2x4=2， 
(1) / -xi +10x -2x3 =8.3， (2) 


4xi +5S1x。 -13x: +160x4 = -1， 
7x, -2x, +21x +3x4 =21. 
解 (1) 首先 保存 名 为 gsdday .m 的 M 文件 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 
输入 程序 
>> R=[10 -1 -2; -110 -2; -1 -10.5]; 
b-[7.2;8.3;4.2]; Xo =[o00]'; 
X=gsdddy(R,b,X0o,inf, 0.001,100) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 对 角 拖 阵 D 非 奇异 ,所 以 此 方程 组 有 解 . 


请 注意 :高 斯 - 塞 德尔 迭代 收敛 ,此 A 的 分 解 矩 阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 jX 
和 近似 解 X 如 下 : 


-Xi 一 Ma +0.Sx3 =4.2; 


D = L = 
10 .0000 0 0 0 0 0 
0 10.0000 0 工 0 0 
0 0 0.5000 工 工 0 
U = JjX = 
0 1 2 24.5000 24.6000 106.6000 
0 0 2 X = 
0 0 0 24.4996 24.5996 106 .5984 


此 近似 解 与 例 4.2.3 中 的 (1) 中 国 的 解 和 =(24.073 8,，24. 173 8 ，104. 797 4) 
比较 ,在 相同 的 条 件 下 , 高 斯 - 塞 德尔 迭代 比 雅 可 比 和 迭代 得 到 的 近似 解 的 精度 
更 高 . 

(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>> ARA=[34 -57;2 -83 -2;451 -13 16;7 -2 21 3]jb=[5;2; -13;21]; 

X0=[0000j;X=gsdqdqy(A,b,X0o,inf,0.001,100) 
运行 后 输出 结果 

请 注意 :因为 对 角 和 矩阵 D 非 奇 异 ,所 以 此 方程 组 有 解 . 

请 注意 :高 斯 - 塞 德尔 迭代 的 结果 没有 达到 给 定 的 精度 ,并且 选 代 次 数 已 经 超过 
最 大 和 欠 代 次 数 max1 ,方程 组 的 精确 解 jX 和 从 代 向 量 X 如 下 : 

jxX = 

0 .1821 -0.2571 0 .72886 1.3036 
又 = 1.0e 十 142 水 
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0.2883 ”0.1062 ”0.3622 -3.1374 
例 4.3.4 输电 网 络 ， 
一 种 大 型 输电 网 络 可 简化 为 图 4 -1 所 示 电 路 ,其 中 Ri ，R: ,…， 有 RR。 表示 负 
载 电 阻 ,m ， mm ,rm 表示 线路 内 阻 , 设 电源 电压 为 了 


六 





图 4-1 输电 网 络 简化 电路 


(1) 列 出 求 各 负载 上 电流 厂 , 天 ,无 的 方程 

(2) 设 R =R =…=RR=Rrn=m=…=rnm=r 在 r=1, 尺 =6,7=18， 
ma=10 的 情况 下 求 站 ,于 ,五 及 总 电流 灰 ; 

(3) 讨论 "一 o 的 情况 . 

解 (1) 记 m,…,m 上 的 电流 为 六 ,根据 电路 中 电流 .电压 的 关系 可 
以 列 出 


站 +2 =， 


ri 十 民 7 = 了， 
疙 + = 三 D， _ 
.和 ri + 玉 7 = Ri， (4.18) 
7- 十 了 一 za-19 
六 有 十 展 7， = 尽 。17 1 
克 = 也 
消去 与,… 沁 得 到 
( 尺 +Tm)Pn+nmnm+…+ni = 了 ， 
- 玉 站 +(R +tm)1 + +rmi =0， (4. 19) 


- 民 +(R +trm)T = 0. 


记 
尺 ，+ 六 站 六 0 六 六 
一 玉 ， 玉 ， + mm 72 7 7 
及 = -有 Ra +m 73 7r3 ， 
一 民 。 ， 玉 。+ 7 
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人 
则 方程 (4. 19 ) 表 为 
玉 7 = 五. (4. 20) 
《4. 19 ) 式 或 (4. 20) 式 即 为 求解 电流 辣 ,，…, 忆 的 方程 . 
《2) 将 已 知 条 件 输入 ,编写 以 下 程序 ,并 注意 到 总 电流 厂 为 各 负载 上 电流 
之 和 . 
有 关 ' 三 让 3 了 三 Ge 交 三 二 本 本 三 业 丰 方 灿 二 .三 二 让 E 天 人 下 工业 
b=full(bl);al =triu(z*+k ones(ny, nm) ); 
a2 =daiag(R*rones(1,n) ); 
a3 = -tril(R*kones(n,n), -1)+tril(Rrones(n,n)， -2); 
a=al+a2+a3;I=aiI0=sumn(I) 


计算 结果 如 表 4 -6 所 示 ( 作 为 比较 , 表 中 还 列 出 了 m=20 的 结果 ) : 


表 4-6 输电 网 络 电流 计算 结果 




















fn=20) 








5 0.891 | 0.596 |0.4000| 0.270 | 0.186 | 0.132 | 0.101 
6.000 | 2.000 | 1.333 | 0.889 | 0.593 | 0.395 | 0.263 | 0.176 | 0.117 0.078 | 0.052 


ss 


大 





几 (n=20) 


可 以 看 出 ,从 闪 二 是 0 到 必 =20 ,总 电流 如 几乎 不 变 > 帮 5 变化 也 很 小 ,并 且 
国 , 关 不 多 是 到 的 273 倍 . 如 果 半 增加 到 50,100 ,可 以 得 到 类 似 的 结论 . 为 证 实 
这 一 结论 需要 研究 "一 o 的 情况 . 


(3) 从 上 面 的 计算 看 出 ,n(m” >10) 增 
大 时 总 电流 五 几乎 不 变 ,说 明 总 电阻 增加 
很 少 . 为 求 出 总 电阻 Ru 考察 图 4 -2 所 示 
的 第 段 电路 (从 右 向 左 数 ) 和 第 "+1 段 
电路 的 等 效 电 阻 Ru(nz) 和 Ra + 1T) ,有 一 -一 一 一 一 - 
RR- Ruo(n) 
尺 二 尼 江 关 ) 


T----- 志 


坟 
记 
Te 
久 


RoyD) 


一 人 人 飞 一 一 


尼 这 让 直 工 入 去 记 下 图 4-2 输电 网 络 的 等 效 电 阻 


及 -R 
以 人 = 民 +r 代入 可 计算 尺 , (了 ) ; 当 了 一 00 时 记 为 R, ,满足 及 = 了 + 二 一 7， 即 


尺 + 玉 。 
Ri -rRu -rR=0, 由 此 解 得 
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.了 _ 18 Re  ，_ 1 . 及 

,这 站 二 = -一 = 一 =6. 二 一 一 一 。 二 一 二 二 
于 是 总 电流 九 = = 下 = 林 =6. 而 有 = 下 生生 = 村 6=2, 放 = 页 让 ii 

Ro 。 丸 2 
= = 了 本， ,不 难 推出 

妨 2 
克 R+ 慌 天 一 去 二 ( 尺 一 6 ,Ro 一 3) 

证 实 了 前 面 的 计算 结果 . 


(二 ) 高 斯 - 塞 德尔 迭代 公式 的 MATLAB 程序 
根据 高 斯 - 塞 德尔 迭代 公式 (4.16) (4.17) .定理 4.3 和 公式 (4.14) , 现 提 
供 一 个 名 为 gsdQ .mm 的 M 文件 如 下 





用 高 斯 - 塞 德尔 迭代 解 线 性 方程 组 4XE =2 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :线性 方程 组 4 瑟 =5 的 系数 矩阵 4 和 8, 初始 向 量 奈 , 范 数 的 名 
称 已 =1,2,inf, 或 "fro., 近 似 解 下 的 误差 (精度 )zucha 和 和 迭代 的 最 大 次 数 
Pax1. 


瑟 


输出 的 量 :系数 矩阵 4 = (ay), 的 ae= 久 1aul1-loul (= 1,2,…m) 的 


忆 
征 


值 和 有 关 高 斯 - 塞 德尔 途 代 收 和 敛 性 的 相关 信息 及 其 4 =2 的 精确 解 下 和 近 
似 解 下 | 











function X=gsdd(RA,b,X0,P,wucha,max1l) 
[fnm]j=size(R); 
for j =13:m 
a(j) =sum(abs(aA(:,j))) -2*(abs(A(j,j))); 
emnQ 
for 研 =1:n 
if a(i)> =0 
aisp( "请 注意 :系数 矩阵 A 不 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 高 斯 - 塞 德 
尔 和 迭代 不 一 定 收 义 ”) 
zetuzDn 
endQ 
enaQ 
if ak(i)<0 
disp( ' 请 注意 :系数 矩阵 A 是 严格 对 角 占 优 的 ,此 方程 组 有 唯一 解 , 且 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 收敛 “) 


enaQ 
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for KkK =1 :max1 
for Jj =1:m 
if j= =1 
X(C1) =(b(1) -AL1,2:m)*X0(2:m))A 和 (1,1) 


endQ 
It j = = 了 

X(Cm) =(b(m) -Am,1:ML1)*XL:MI)) 名 (mm); 
enQ 


for j =2 :M1 
X(j) =(b(j) -RA(j,1:j-1)*X1:-1) -Ra(,j+l:m)*X+l:m)) 入 
(JJ,J); 
end 
end 
dajwcX =mnorm(X ' -X0,P); 
xdwcX = djwcXA 必 norm(X ",P) +eps);X9 =X 3XL =Ai 
if (dajwcXx < wucha) |(xdwcX < wucha) 
disp( "请 注意 :高 斯 - 塞 德尔 迭代 收敛 ,此 方程 组 的 精确 解 jxX 
和 近似 解 和 如 下 : ) 
工 etUTLDn 
enda 
end 
If(aQjwcx > wucha)&(xdwcXx > wucha) 
disp( "请 注意 :高 斯 - 塞 德尔 迭代 次 数 已 经 超过 最 大 迭代 次 数 max1 ) 
end 


昌 ,X=XijX=XL ， 


习题 4.3 





1. 编写 雅 可 比 欠 代 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 的 程序 . 
2. 用 雅 可 比 迭 代 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 解 方程 组 hz =5 (4 如 下 ,5 任意 ) ,比较 分析 其 
结果 《包括 欠 代 法 收 伍 或 不 收敛 的 原因 ). 
9.362 -2.701 0.384 1 2 -2 
| 7. 248 呈 oo 1I | 
2 2 


-1.370 3.086 8.241 


2 一 
| 2 2 | (4) 4 为 壮 阶 希 尔 伯 特 矩阵 , m=3 ~ 10. 
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3. 用 高 斯 - 塞 德尔 选 代 定义 的 MATLAB 主 程序 解 下 列 线性 方程 组 . 
11x; ->x。 -2x =7.2， 4xi +4x， 一 23 +7x4 =5， 
2xi 一 8x。， 二 3x3 一 2X4 =2， 
(1) | (2) 
4x +51x, -13x3; + 16x, = - 虐 ， 
7xi ~2x, f21x; +3x4。 =21. 
取 初 始 值 (zf” 0 ,xl ) =(0,0,0) ,要 求 当 |‖ zx _ 9 1 <10-: 阿 迁 代 终 正 . 
4 设 有 线性 方程 组 


-2%1 一 X% +0.Sxi =4.2; 


9x, +2x, +3x， = 1， 
2x， +8x， +2x，= 1 
3x， +x +7x = 2， 
写 出 用 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 该 方程 组 的 迭代 公式 . 取 初 始 值 (xf ,zl ， 
xi) = (0,0,0) , 求 出 方程 组 的 近似 值 , 要 求 当 | ze -xx 让。<10 一 时 ,和 迭代 终止 . 


4.4 解 方程 组 的 超 松弛 和 迭代 法 及 其 MATLAB 程序 


用 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 线性 方程 组 时 ,有 时 收敛 速度 很 
慢 , 为 了 提高 收敛 速度 ,我 们 介绍 超 松 弛 和 迭代 法 , 它 是 对 高 斯 - 塞 德尔 迭代 的 一 
种 加 速 方法 ,适用 于 大 型 稀疏 矩阵 方程 组 的 求解 


4.4.1 超 松弛 和 迭代 法 


用 迭代 法 解 方程 组 4 = 时 ,我们 将 4 分 解 为 4 = 歼 - 工 ~ 忆 , 其 中 忆 , 工 , 

分 别 为 对 角 撼 阵 ,下 三 角形 怎 阵 和 上 三 角形 抢 阵 . 我 们 给 出 的 高 斯 - 塞 德尔 迭代 
法 是 利用 

万 大 = 也 因 (十 攻 大 十 瑟 (4.21) 


进行 的 . 如 果 将 (4. 21) 式 左 端 得 到 的 瑟 允 只 作为 中 间 结 果 , 记 作 头 生 0 ,而 用 
它 与 于 加权 平 均 作 为 第 上 +1 步 迭 代 的 最 终结 果 , 即 


下 (0 = oo 和 6D + (1 -四 ) 古 9 ， (4.22) 
w 为 加 权 因 子 , 则 有 
DXCrD = oO + [wo + (1 -oo)D]XO + op， 
即 
0 = + (=0,1,2,…)， (4. 23) 
其 中 有 =(D-oF)-[o7+(1-o)D], 放 =w(D-oF) 5， 


w>1 时 (4.23) 式 称 为 超 松弛 选 代 ,o <1 时 称 为 低 松 弛 选 代 ,w =1 时 则 退化 为 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 . 
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4.4.2 超 松弛 和 迭代 法 收敛 性 及 其 MATLAB 程序 


定理 4.5 迁 代 公式 (4.23) 收 和 敛 的 充 要 条 件 是 谱 半径 p( 召 。) < 1. 

但 是 对 于 给 定 的 4,w 取 值 在 什么 范围 内 (4. 23 ) 式 收敛 以 及 w 取 何 值 时 收 
敛 最 快 ,是 十 分 复杂 的 问题 , 一 个 有 实用 价值 的 结果 为 . 

定理 4.6 如 果 解 方程 组 4KE = (oz 关 0=1,2,…,n) 的 迭代 公式 
(4.23) 收 和 伍 , 则 0 < wo <2. 

这 个 定理 给 出 了 超 松弛 迁 代 法 收 和 敛 的 必要 条 件 . 这 就 是 说 只 有 松弛 因子 w 
在 (0,2) 内 取 值 时 , 超 松 弛 和 迭代 法 才 有 可 能 收 和 敛 . 但 是 系数 抢 阵 4 是 正定 对 称 
阵 , 且 0<w<2, 则 此 迭代 公式 (4.23) 一 定 收 敛 . 

定理 4.7 如 果 线 性 方程 组 4 下 = 厂 的 系数 矩阵 4 是 正定 对 称 阵 , 且 0 <w< 
2, 则 此 方程 组 的 迭代 公式 (4. 23 ) 收敛 

使 用 超 松弛 和 迭代 法 的 关键 是 如 何 选择 松弛 因子 w 的 值 ,使 得 收敛 的 速度 最 
快 , 这 就 是 所 谓 的 最 佳 松弛 因子 问题 . 但 是 目前 只 有 少数 特殊 类 型 的 矩阵 才能 求 
出 其 最 佳 松弛 因子 . 一 般 采 用 逐步 搜索 的 方法 , 即 在 (0,2) 内 选取 一 个 或 多 个 不 
同 松弛 因子 w 的 值 进行 试 算 ,然后 根据 迭代 过 程 收 和 敛 速度 的 快慢 ,逐步 寻找 最 
佳 的 w, 最 后 固定 下 来 继续 迭代 . 让 我 们 从 下 例 观察 w 的 取 值 对 于 收敛 速度 
的 影响 . 

根据 定理 4. 5 和 谱 半 径 定义 , 现 提 供 一 个 名 为 aapbj .mm 的 M 文 件 , 用 于 判 
别 超 松弛 选 代 公式 (4.23) 产 生 的 迭代 序列 的 敛 散 性 . 


用 谱 半 径 判别 超 松弛 迁 代 法 产生 的 迁 代 序列 的 敛 散 性 的 MATLAB 主 
程序 

输入 的 量 :线性 方程 组 4X = 妨 的 系数 矩阵 4 和 松弛 因子 om; 

输出 的 量 :矩阵 B。= (-oL) [ov+(1-wo)D] 的 所 有 特征 值 和 谱 半 
径 m 玉 =p(B。) 及 其 有 关 超 松弛 选 代 法 产生 的 迭代 序列 的 敛 散 性 的 相关 信息 . 











functionH=adpbj(&A,com) 
D-=diag(adiag(RA));U-= -triu(RA,1); 
L=-tril(a, -1);， iD=inv(D-om*); 
B2=iD*r(om*U+(1-omn)*D); 
H=eig(B2);mH =norm(H,int); 
zt mHE > = 工 
disp( "请 注意 :因为 谱 半 径 不 小 于 1 ,所 以 超 松弛 迁 代 序列 发 散 , 谱 半径 
mH 和 B 的 所 有 的 特征 值 E 如 下 :) 


elSse 
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aisp( "请 注意 :因为 谱 半径 小 于 1 ,所 以 超 松 弛 和 迭代 序列 收敛 , 谱 半径 mH 
和 3 的 所 有 的 特征 值 下 如 下 :) 
enaQ 
mmH 
例 4.4.1 当 取 w=1.15,5 时 ,判别 用 超 松弛 迭代 法 解 下 列 方程 组 产生 的 
和 迭代 序列 是 否 收 敛 ? 
Sxi +x， 一 aa 一 2x =4， 
2xi +T8x， +x% +3x = 1， 
xi 一 2x 一 4x3 -X% = 6， 
-Xi +3x: +2x3 +7x4 =-3. 
解 (1) 当 取 w=1.15 时 ,首先 保存 名 为 ddappj .mm 的 M 文 件 , 然 后 在 
MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>A=[51 -1 -2;32813j1 -2 -4 -1;-1327];H=ddpbj(RA,1.15) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 谱 半径 小 于 1, 所 以 超 松弛 迭代 序列 收敛 , 谱 半径 ma 和 3 的 所 有 的 
特征 值 妃 如 下 : 
mH = 
0.19596 
H = 
0.1049 + 0.1203i0.1049 - 0.1203i -0.1295 + 0.0556i -0.1295 
-0.0556i 
(2) 当 取 w=5 时 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> H=ddpbj(&aA，5) 
运行 后 输出 结果 
请 注意 :因为 谱 半径 不 小 于 1L, 所 以 超 松 弛 迭代 序列 发 散 , 谱 半径 mt 和 3 的 所 有 
的 特征 值 互 如 下 : 
m 末 = 
14.1082 
了 = 
-14.1082 -2.95107 0.5996 +2.6206i 0.5996 -2.6206i 
例 4.4.2 在 (0,2) 内 取 不 同 的 w 值 ,用 超 松弛 选 代 法 解 4r =2 ,并 比较 适 
代 过 程 收 和 敛 的 速度 的 快慢 ,其 中 
4x 一 2 和 一 2% 一 Mi = |， 
--%i 二 4x，-x%a 一 % = 1， 
-2 一 YY +4x 一 xi = 1， 


-2%l --% 一 3 +4x = 1. 
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解 取 w=0.75,1.0,1.25,1.5 和 xz'" =(0,0,0,0)7, 用 (4.23) 式 得 超 松 
弛 和 迭代 公式 为 


(kt+1) (人 ) CO 大 上 上 上 

ttt = 二 一 (一 4 十 X%00 十 2 十 2 十 1)， 
(KE+1) (8) 忆 (Kk+1) (A) (有 ) (让 ) 

X%2 三 :和 2 + 可 (2 -4x + +X +1)， 
(kt+l1) _ (4) 亿 (k+1) (k+1) 《大 ) (人 ) 

2X3 = 三 X%3 + 下 (xi 十 和 2 -4x +x +1)， 
人 +1) (k) 亿 (+1 《+1 +1 上 

+ 本 (4 


求解 结果 列 人 表 4 -7( 只 给 出 x22 和 7 ). 
表 4-7 


(0.754 9, 0.773 2, 0.790 2, 0.806 0) 







《49) 


(0.948 4, 0.952 2, 0.955 8 , 0. 9591 ) 











(0.916 5, 0.927 4, 0.937 0, 0.945 2) (0.995 0, 0.995 6, 0.996 2, 0.996 7) 









(1.000 0, 1.0000, 1.0000, 1.0000) 






(0.998 3, 0.999 3, 0.998 9, 0.999 8 ) 








(0.999 8, 0.999 2, 1.000 0, 0.999 9) 





(0.975 9, 0.979 9, 0.974 9, 0.991 0) 


与 精确 解 导 = (1,1,1,1) 相 比 , 可 知 w =1.25 时 收敛 最 快 . 
4.4.3 超 松弛 和 迭代 法 的 MATLAB 程序 


根据 超 松弛 和 迭代 公式 (4.23 ) 和 定理 4.5, 现 提供 一 个 名 为 cscdd.m 的 M 
文件 如 下 : 





用 超 松弛 迁 代 法 解 线性 方程 组 AX = 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 : 线 性 方程 组 4X = 五 的 系数 矩阵 4 和 九 , 初始 向 量 天, 范 数 的 名 
称 已 = 1, 2,inf, 或 'fro.', 松 弛 因子 om, 近 似 解 蕊 的 误差 (精度 ) wucha 和 
迭代 的 最 大 次 数 max1. 

输出 的 量 : 谱 半径 m 刀 ,以 系数 矩阵 4 的 对 角 元 构成 的 对 角 和 矩阵 刀 `.4 的 上 
三 角形 失 阵 也 ,但 对 角 元 为 0.4 的 下 三 角形 矩阵 工 ,但 对 角 元 为 0, 迭代 次 数 守 
有 关 超 松弛 迁 代 收敛 性 的 相关 信息 及 其 4X = 的 精确 解 这 和 近似 解 盛 











functionX=cscdd (RAR,b,X,om,wucha ,max1l) 
D=daiag(diag(RA));U = -triu(RA,1); 
L=-tril(A, -1); jxXx=RAbi[nm]l=size(A); 
iD =inv(D -om# 工 ); B2 =iDx# (om+xU+(1 一 om)*D); 
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H=eig(B2);mH =norm(H,inf); 
for k =1 :maxl 
iD=inv(D-om*L);B2=iDxy(omxU+(1 -om)*D); 
ft2 = cmk iD*biXl= B2*X+f2; 
X=Xl;i adjwcx =norm(X1 -jxX,inft); xdqwcX =djwcX 人 Mnorm(X,inEt) + 
eps); 
if (djwcx < wuchal) |I(xdwcX < wucha) 


disp( ' 谱 半径 mnH,aA 的 分 解 矩阵 D,U,D 和 方程 组 的 精确 解 jxX ,和 迭代 
次 数 工 如 下 : ”) 
mH,D,U,L,jJX=]jX'"，i=k-I， 
return 
It ii > maXLl 
disp( "迭代 次 数 已 经 超过 最 大 选 代 次 数 maxl , 谱 半径 mH ,方程 组 的 精 
确 解 jX ,和 迭代 次 数 寺 如 下 : ) 
mH,D,U,L,jX=JjX' ,ii=k-1I， 
enaQ 
endQ 
enQ 


E mH > =1 


disp( "请 注意 :因为 谱 半径 不 小 于 1 ,所 以 超 松 弛 和 代 序列 发 散 …) 


disp( " 谱 半 径 mH,&A 的 分 解 矩阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 jX, 和 迭代 次 数 
i 和 和 迭 代 序列 X 如 下 : ) 


=k-1imH,D,U,L,jJX， 
elSse 


disp( "因为 谱 半 径 小 于 1 ,所 以 超 松弛 和 迭代 序列 收敛 ,近似 解 和 如 下 : ) 


endQ 


function X=cscddl (RAR,b,X,om,wucha,maxl ) 
D=diag(diag(aA))3U = -triu(a,1);L= -tril(R, -1); 3xXx=RANbi 
[nm]l=size(RA); 
iD=inv(D -omxL);B2=iD+*(omnrU+(1 -omn)*xD); 
H=eig(B2);mH =norm(H,inf)i 

for K =1 :max1l 
ip =inv(D -om*L);B2-=iDpr(onmr*U+(1-om)*D)i 
f2 = om*+k iDyxbiXxl= B2*X+f2;X=XL;djwcx=normn(XlL -JJX， 
inft)， 
xdwcX =QjwcxX 人 normn(X,inf) +eps)i; 


end 
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it mH > = 工 
disp(" 请 注意 :因为 谱 半 径 不 小 于 1 ,所 以 超 松弛 和 迭代 序列 发 散 . 谱 半径 mH， 
A 的 分 解 算 阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 jX 和 近似 解 X 如 下 : ) 
elSe 
disp( "请 注意 :因为 谱 半径 小 于 1 ,所 以 超 松 弛 和 迭代 序列 收 伍 ，) 
iiE (djwcx <wucha) |(xdqwcX <wucha) 
aisp(" 谱 半径 mH,A 的 分 解 矩 阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 jX 和 
近似 解 和 如 下 : ) 
mHE,D,U,DL,jX=JX"， 
el1Se 
disp( ' 选 代 次 数 已 经 超过 最 大 和 迭代 次 数 maxl , 谱 半 径 mH ,方程 组 的 精 
确 解 jx 和 和 迭代 向 量 X 如 下 : ”) 
mH,D,U,L,X=X1 ijX=JX 
etUuLD 
endq 
endQ 
例 4.4.3 用 超 松弛 和 迭 代 法 ( 取 w=1.153 和 5) 解 例 4.4.1 中 的 线性 方 
程 组 . 
解 (1) 当 取 wmw=1.15 时 ,首先 保存 名 为 cscaa.m 的 M 文 件 , 然 后 在 
MATLAB 工作 窗口 输入 程序 . 
>> RAR=[51 -1 -2;2813;1 -2 -4 -1;-1327]ijb=[4;136; -3]; 
X=[0000]';X=cscdd (RAR,b,X,1.15,0.001,100) ， 
运行 后 输出 结果 
谱 半径 mH,A 的 分 解 矩 阵 D,U,D 和 方程 组 的 精确 解 ]X, 迭 代 次 数 如 下 : 


mmH = 
0.1596 

D = 
5 0 0 0 
0 8 0 0 
0 0 -4 0 
0 0 0 7 了 

U = 
0 =- 工 1 2 
0 0 -1 -3 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
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0 .4491 0.2096 -1 工 .4850 -0.0299 


因为 谱 半径 小 于 1 ,所 以 超 松弛 选 代 序 列 收敛 ,近似 解 X 如 下 ; 
X = 
0 .4484 
0 .2100 
-1.4858 
-0.0303 
(2) 当 取 wm=35 时 ,首先 保存 名 为 cscdd .m 的 M 文 件 , 然 后 在 MATLAB 工 
作 窗口 输 入 程序 
>>RA=[51 -1 -2;28131 -2 -4 -1;-1327]jib=[4;1;6;-3]; 
X=[0000]';X=cscdd (Ab,X,5,0.001,100) ， 
运行 后 输出 结果 如 下 : 、 
请 注意 :因为 谱 半径 不 小 于 1, 所 以 超 松弛 先 代 序列 发 散 . 
谱 半 径 mH,&A 的 分 解 矩阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 jX ,迭代 次 数 Ti 和 和 迭代 序列 X 


如 下 : 
IE = 
99 

mH = 
14 .1082 

D = 
5 0 0 0 
0 8 0 0 
0 0 -4 0 
0 0 0 7 

U = 
0 -1 工 2 
0 0 -1 -3 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
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上 

疏 > 

定 

心 
串口 口 口 


0 .4491 
0 .2096 
-1 工 .4850 
-0.0299 
又 =1.0e+114 坟 
-0.3122 
1 .0497 
-3.7174 
3 .9615 
例 4.4.4 在 (0,2) 内 取 w=0.15,0.45,0.75,1.0,1.25,1.5,1.75 和 x'o0) = 
(0,0,0,0) ,用 超 松 弛 和 迭代 法 解 hx =3, 误 差 为 0. 001, 并 比较 迭代 过 程 收敛 的 


速度 的 快慢 ,其 中 
f9*r, -% 一 和 一 2x = 2， 
-x+Sx， -xx = 1， 
-2% 一 +5x -2X% = 1， 


-2%i 一 Mo +2xX +7X = 1. 
解 下 面 分别 用 程序 cscdda.m 和 程序 cscqaq1l .m 计算 . 
(1) 用 程序 cscdd .m 计算 . 
在 (0,2) 内 取 w=0.15,0.45,0.75,1.0,1.25,1.5,1.75 值 和 xz'o =(0.0.0， 
0) ,保存 名 为 cscda.m 的 M 文 件 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>RA-[5 -1 -1 -2;-15 -1 -1;-1 -15 -1;-1 -127]; 
b=[2;1;1;1];XxX=[00o00]'; 
X1 =cscdad(A,b,X, 0.15,0.001,500) ， 
X2 =cscda(A,b,X,0.45,0.001,500 )， 
x3 =cscda(A,b,X,0.75,0.001,500 )， 
X4 =cscdda(A,b,X,1.0,0.001,500) ， 
X5 =cscdd(RA,b,X,1.25,0.001,500)，X6 = cscdad(A,b,X,1.5,0.001， 
500 ) ， 
x7 =cscda(A,b,X,1.75,0.001,500)， 
运行 后 输出 结果 
谱 半 径 mH,aA 的 分 解 矩阵 D,U,DL 和 方程 组 的 精确 解 jxX ,和 迭代 次 数 i 如 下 ， 
mH =0.9086 


和 
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如 下 : 


直 =0 0 0 0 D=5 0 0 0 uU=0 1 1 2 
1 0 0 0 0 5 0 0 0 0 1 1 
1 工 0 0 0 0 5 0 0 0 0 1I 
1 1 =-2 0 0 0 0 7 0 0 0 0 

jJX= 0.6504 0 .4553 0 .4553 0 .1707 

大 = 67 


因为 谱 半径 小 于 1, 所 以 超 松 弛 和 迭代 序列 收敛 ,近似 解 X 如 下 : 
X1L= 0.6494 0.4543 0.4544 0.1707 
谱 半 径 mE,aA 的 分 解 矩 阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 3X, 选 代 次 数 1 如下; 
mH = 0.7138,1 = 19 
因为 谱 半径 小 于 1 ,所 以 超 松弛 和 迭代 序列 收 敏 ,近似 解 工 如 下 : 
X2 = 0.6496 0 .4546 0 .4547 0 .1707 
谱 半 径 mHE,aA 的 分 解 矩 阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 jX ,迭代 次 数 1 如 下 : 
mH= 0.4908,1 = 9 
因为 谱 半径 小 于 1 ,所 以 超 松弛 和 迭代 序列 收敛 ,近似 解 X 如 下 : 
X3 = 0.6498 0 .4548 0 .4549 0.1707 
谱 半径 mE,A 的 分 解 矩 阵 D,U,D 和 方程 组 的 精确 解 jX, 选 代 次 数 1 如 下 : 
mH= 0.2516,i = 5 
因为 谱 半径 小 于 工 , 所 以 超 松弛 迁 代 序列 收敛 ,近似 解 和 如 下 ; 
X4 = 0.6501 0 .4551 0 .4552 0 .1707 
谱 半 径 mH,a 的 分 解 矩 阵 D,U,D 和 方程 组 的 精确 解 jX, 迭 代 次 数 i 如 下 : 
mH= 0.4541,1 = 4 
因为 谱 半径 小 于 1, 所 以 超 松弛 迭代 序列 收敛 ,近似 解 x 如 下 : 
X5= 0.6508 0 .4552 0 .4557 0.1706 
谱 半径 mE,A 的 分 解 矩 阵 D,U,Z 和 方程 组 的 精确 解 jX, 迭 代 次 数 i 如 下 : 
mH= 0.8580,1 = 26 
因为 谱 半径 小 于 1 ,所 以 超 松弛 迭代 序列 收 和 敛 ,近似 解 和 如下; 
X6= 0.6508 0 .4554 0 .4563 0.1700 
请 注意 :因为 谱 半径 不 小 于 1, 所 以 超 松 弛 迭代 序列 发 散 . 
谱 半径 mH,A 的 分 解 矩 阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 3X ,迭代 次 数 i 和 迭代 序列 X 


=499,mH=1.2976 
]X= 0.6504 0 .4553 0 .4553 0 .1707 
X7 =1.0e+055 水 
-1.1930 -0.6894 -3 .4948 3 .0254 


以 上 的 运行 结果 与 方程 组 的 精确 解 这 = (0. 6504,0. 455 3,0. 455 3， 


0. 1707) 的 误差 为 0. 001 的 近似 解 x…) 和 和 迭代 次 数 如 表 4 -8 所 示 . 
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表 4-8 与 方程 组 的 精确 解 )i 光 的 误差 为 0. 001 的 近似 解 x'…' 和 和 迭代 次 数 





































0.15 (0.649 4, 0.454 3, 0.454 4, 0.170 7) 
0.45 | 19 0.713 8 (0.649 6, 0.454 6, 0.454 7, 0.170 7) 
0.75 9 0.490 8 (0.649 8, 0.454 8, 0.454 9, 0.170 7) 
1.0 5 0.251 6 (0.650 1, 0.455 1, 0.455 2, 0. 170 7) 
让 25 4 0.454 1 (0.650 8, 0.455 2, 0.455 7, 0.170 6) 
工 : 26 0.858 0 (0.650 8, 0.455 4, 0.456 3, 0.170 0) 
( -1.193 0x105，-0.6894x105， 

二 每 449 1.297 6 四 

-3.494 8 x105 ,3.0254x10”) 





由 表 4 -8 可 见 ,wo =1.25 时 ,收敛 速度 最 快 ,迭代 4 次 ,近似 解 下 =(0.650 8， 
0.455 2, 0. 455 7,，0. 170 6) 7 与 方程 组 的 精确 解 交 = (0.650 4，0. 455 3， 
0.455 3, 0.170 7) 7 的 误差 为 0.001.w =1.0 时 ,收敛 速度 也 快 ,虽然 迭代 5 次 ， 
但 是 近似 解 系 =(0.650 1, 0.455 1, 0.455 2, 0. 170 7) 与 方程 组 的 精确 解 . 交 = 
(0.650 4, 0.455 3, 0.455 3, 0.170 7) 的 误差 为 比 w =1.25 时 小 .只 有 当 w = 
1.75 时 ,迭代 序列 发 散 . 迭代 序列 下 =(-1.1930x105，-0.6894x10”， 
-3.494 8 x105, 3.025 4 x10) ”与 方程 组 的 精确 解 冯 =(0.650 4, 0.455 3， 
0.455 3, 0.170 7)7 差 得 太 远 . 

(2) 用 程序 cscdaal .m 计算 . 最 大 和 迭代 次 数 maxl =5 时 ,在 (0,2) 内 取 w= 
0. 15, 0.45 .0.75,1.0,1.25,1.5,1.75 值 和 和 x0 =(0;-:0,0.0) ,保存 名 为 
cscddl .m 的 M 文件 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

s> 义 三 [5 = =1T =23 = 5 一 一 1 一 =15- 一 3 一 工 三 下 3 六 [2 

二 5 二 3 

X=[0000]';XxXl=cscdadl(RA,b,X， 0.15,0.001,5)， 

X2 =cscdadl(RA,b,X,0.45,0.001,5)，X3 =cscddl(RA,b,X,0.75,0.001,5)， 

X4 =cscddal(A,b,X,1.0,0.001,5),，X5 =cscdadl1(A,b,X, 工 .25,0 .001353) ， 

X6 =cseddali(Ab,X,1.5,0.001,5)，X7 =cscdd1L(A,b,X,1.75,0 ,和 丰 工 和 与 四 2 
运行 后 输出 结果 

请 注意 :因为 谱 半径 小 于 1, 所 以 超 松弛 和 迭代 序列 收敛 . 

和 迭代 次 数 已 经 超过 最 大 迭代 次 数 maxl , 谱 半 径 mH ,方程 组 的 精确 解 jx 和 友 代 向 
量 X 如 下 : 


3 区 三 四 56504 0 .4553 0 .4553 0 .1707 
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量 X 如 下 : 


量 X 如 下 : 


量 X 如 下 : 


量 X 如 下 : 


xl = 0.2482 0.1435 0.1465 0.0851 
请 注意 :因为 谱 半 径 小 于 1, 所 以 超 松弛 和 闪 代 序列 收敛 . 
和 迭代 次 数 已 经 超过 最 大 迭代 次 数 maxl , 谱 半径 mH ,方程 组 的 精确 解 jx 和 迭代 向 


mH= 0.7138 

X2= 0.5247 0.3513 0.39594 0 .1545 

请 注意 :因为 谱 半径 小 于 1 ,所 以 超 松弛 和 迭代 序列 收敛 . 

迭代 次 数 已 经 超过 最 大 选 代 次 数 maxl , 谱 半径 mH ,方程 组 的 精确 解 jx 和 迭代 向 


mH= 0.4908 

x3 = 0.6287 0.4388 0.4420 0.1682 

请 注意 :因为 谱 半 径 小 于 1, 所 以 超 松弛 和 迭代 序列 收敛 . 

迭代 次 数 已 经 超过 最 大 迭代 次 数 maxl , 谱 半 径 mH ,方程 组 的 精确 解 jX 和 和 代 向 


mH= 0.2516 

X4= 0.6493 0.4546 ”0.4548 0.1706 

请 注意 :因为 谱 半 径 小 于 1 ,所 以 超 松弛 和 送 代 序 列 收敛 , 

谱 半径 mH,A 的 分 解 矩阵 D,U,D 和 方程 组 的 精确 解 jxX 和 近似 解 X 如 下 : 

mH= 0.4541 

X5 =- 0.6508 0.4552 0.4557 ”0.1706 

请 注意 :因为 谱 半 径 小 于 1, 所 以 超 松 弛 选 代 序列 收 伍 . 

和 迭代 次 数 已 经 超过 最 大 和 迭代 次 数 maxl , 谱 半 径 mH ,方程 组 的 精确 解 jx 和 选 代 向 


mH=- 0.8580 
X6=- 0.6713 ”0.4598 0.4847 0.1501 
请 注意 :因为 谱 半径 不 小 于 1, 所 以 超 松 弛 选 代 序 列 发 散 . 谱 半 径 mH,A 的 分 解 矩 


阵 D,U,L 和 方程 组 的 精确 解 jx 和 近似 解 X 如 下 : 


为 了 


X7= 0.8188 0.5207 0 .7873 -0.1228 


比较 迭代 过 程 收敛 的 速度 的 快慢 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>>jJX=[0.6504 0 .4553 0 .4553 0.1707]; 


X1 =[0.2482 0 .1435 0 .1465 0.0851]; 
X2 =[0.5247 0 .3513 0 .3594 0.1545]; 
X3 =[0.6287 0 .4388 0 .4420 0.1682]; 
X4 =[0.6493 0 .4546 0 .4548 0.17061]; 
X5 =[0.6508 0 .4552 0 .4557 0.1706]; 
X6 =[0.6713 0 .49598 0 .4847 0 .1501]; 
X7 =[0.8188 0 .5207 0.7873 -0.1228]; 


nX1 =norm(XL -JX) ,nxX2 =norm(X2 -JX) ， 
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DnX3 =norm(X3 -]jX)，nx4 =norm(X4 -JJX) ， 
DnX5 =norm(X5 - ]jX) ,nxX6 =norm(X6 -JjX) ， 
nX7 =norm(X7 -jX),Y =[nxl,nx2， 
DX3 ,nX4 ,nX5 ,nX6 ] ; maxXi =max(Y)，minxi =min(Y) 
运行 后 输出 结果 
nX1L =0.6014,nX2 =0.1899 ,nxX3 =0.0304， 
nmnX4 =0.0014，nX5 =5 .8310e -004， 
DX6 =0.0418 ,nxX7 =0.4785 ，maxXi =0.6014,minxi =5.8310e -004 
显然 , 当 w =1.25 时 ,收敛 速度 最 快 ;w =0.15 时 ,收敛 速度 最 慢 ; 当 w = 
1.75 时 ,因为 谱 半 径 不 小 于 1, 所 以 超 松弛 迁 代 序 列 发 散 . 
例 4.4.5 分 别 用 雅 可比 迭 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 和 超 松弛 和 迭代 法 ( 取 
w =1.15) 解 下 面 的 线性 方程 组 , 当 max |xi -xi | <10 ”时 迁 代 停止. 


x+ 和 一 一 2x = 一 2， 
2x+8x + x+3x = 一 60， 
Xi -2x， 一 4x 一 x% = 0， 


-Xi +3x +2x; +7X = 12， 
解 取 瑟 "=(0000) , 超 松 弛 和 迭代 公式 为 


大 +1 夫 亿 下 天 下 大 
区 =x +SCT5z 一 2)， 


0 二 舍 ( -2x0) -8x9 -xx -3x090 -6)， 
和 和) 一 和 一 全 人 一 车 全 十 2x0 十 4X9 十 和 +6)， 
ttrD = 9 二 -3xte0 -2xtt0) -7Tx09 +12). 
迭代 8 次 ,得 方程 组 的 近似 解 为 
2) = (0.999 996 5，- 1.999 997 0，- 1. 000 001 0 ,2. 999 999 0 ) 7. 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 公式 为 


到 +1] 丰 1 大 下 炎 天 

和 ? 三 和 ) 十 一 人 一 Sx! ) 一 Xe ) 十 和 ) 十 2x! ) 一 2) 乡 
天 十 下 1 天 + 二 到 下 

和 虽 一 和 ) 十 一 人 ( 一 2x! ) 一 8x! ) 一 和 ) 一 3x! ) 一 6) 9 
天 十 天 1 大 +1] 下 十 了 下 大 

和 二 一 和 ) 一 一 (人 一 和 人 ) 十 2x! ? 十 4x! ) 十 和 ) 十 6) 9 


大 炎 1 天 天 十 天 +1 大 
和 + 本 (2 32 2 7 二 12). 
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和 迭代 14 次 ,得 方程 组 的 近似 解 为 
4 = (0.999 996 6，- 1.999 997 0，- 1.000 001 0,2. 999 999 0) 
雅 可 比 友 代 公式 为 


1 
二 人 5 


1 
xD = x+ 二 (2x0 -8xD -xb -3x0 -6)， 
2 2 8 1 2 3 44 
天 1 此 才 大 二 
MD 46 ， 


1 
0 = 3 2 Txt +12)， 


友 代 24 次 ,得 方程 组 的 近似 解 为 
(04) = (0.999 994 1，- 1.999 995 0，- 1.000 004 0,2.999 999 0) 


习题 4.4 





1 取 w=1.15,5 时 ,判别 用 超 松弛 迭代 法 解 下 列 方程 组 产生 的 迭代 序列 是 否 收 和 伍 ? 
7x +x 一 2 2x = 4， 
2x, +8x， +xi+3x = 1， 
xj -2x -4x -xi = 6， 
-x+3x +2x +7x4 = 一 3. 
2. 在 (0,2) 内 取 w=0.75,1.0,1.25,1.5 和 xz') =(0,0,0,0) 7 ,用 超 松弛 和 迭代 法 解 hx = 
5 ,误差 为 0.001. 并 比较 迭代 过 程 收敛 的 速度 的 快慢 ,其 中 


Sx -3x。 -7x3 -2x4 =2， 7xi -ax 一 2 一 2x4 =2， 

-2xi +Sx， -33 -X4 =21， -Xi +Sx, -2%a 一 Xi =1， 
(1) 〈2) 

-9x, -x+Sxi 一 24 =1， -xi 一 x+ 二 Sxs -% =3， 

-3x, -xs +2x3 +7X4 =2.5; 一 2%l 一 X +2X3 +7X4 =1. 


.3. 分 别 用 雅 可 比 迭 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 和 超 松弛 迁 代 法 ( 取 w=1.15) 解 下 面 的 
线性 方程 组 , 当 mmax | xi” -xz | <10 时 和 迭代 停止. 


Sx + 一 X3 一 2x = 一 2， 
2x, +8x,， +xs +3x = 一 60， 
xi 一 2xr 一 4x3 -X%4 = 6， 


一 Xi +3x +2x +7xe = 12. 
4. 水 下 一 浮 体 W 被 两 条 缆绳 4BC 和 DEF 固定 , 浮 体 受 上 浮力 B, 在 B, 已 处 各 挂 一 重 物 
允 , 4B8(DPE) 及 BC(EF) 与 水 平 线 夹 角 分 别 为 2" 和 10?"( 图 4-3). 设 引 =10kN， 
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(1) 求 4B (DE) 和 BC(CEF) 段 所 受 张力 也 ,了 及 多 ; 

(2) 若 要 求 =8, d=2, 求 4B (DEFE) 和 BC(CEF) 段 长 度 ; 

(3) 如 图 4-4 所 示 , 若 缆绳 分 为 48，BC，CD 三 段 , 与 水 平 线 夹 角 分 别 为 40。,30。 和 
20*" , 求 这 三 段 所 受 张 力 及 厂 ， ， 肌 2. 





图 4-4 


5. 表 量 程 0 ~1 mA, 内 阻 55 0Q , 现 用 分 流 器 来 扩大 量程 如 图 4 -5 所 示 , 当 转 臂 转 至 图 中 
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4,B,C, 了 位 置 时 ,要 求 其 量程 分 别 为 0~10,0 ~50,0 ~100,0~500 (mA) ,确定 分 流 器 中 各 电 
阻 值 . 





图 4-5$ 


6. 种 群 的 数量 因 繁 殖 而 增加 , 因 自 然 死 亡 而 减少 ,对 于 人 工人 饲养 的 种 群 (比如 家 畜 ) 而 
言 , 为 了 保证 稳定 的 收获 ,各 个 年 龄 的 种 群 数量 应 维持 不 变 . 种 群 因 礁 性 个 体 的 繁殖 而 改变 ， 
为 方便 起 见 以 下 种 群 数量 均 指 其 中 的 崔 性 . 

种 群 年 龄 记 作 上 = 1,2,…,nm, 当 年 龄 大 的 种 群 数量 记 作 必 ,繁殖 率 记 作 如 (每 个 内 性 个 体 
一 年 繁殖 的 数量 ) ,自然 存活 率 记 作 s， (s =1 - 必 , 心 为 一 年 的 死亡 率 ) ,收获 量 记 作 痛 , 则 


来 年 年 龄 下 的 种 群 数量 妃 应 为 六 二 > 和 xi 二 38 一 各 (下 二 2， ,于 一 1), 要 求 各 个 


年 龄 的 种 群 数量 每 年 维持 不 变 就 是 要 使 六 = xf (上 = 1;2，…). 

(1) 若 吕 ,ss 已 知 ,给 定 收获 量 六 ,建立 求 各 年 龄 的 稳定 种 群 数 量 wx 的 模型 (用 矩阵、 向 
量 表示 ). 

(2) 设 m=5,5 = 刀 = =0,5 =5,5 =3,5 =5 =0.4,9 =5 =0.6, 如 要 求 训 (=1,2， 
… ,5) 为 500 ,400 ,200 ,100 ,100, 求 冯 (=1,2,…,5). 

(3) 欲 使 六 (=1,2,…,5) 均 为 500, 如 何 达到 . 








在 自然 科学 和 工程 设计 中 的 许多 问题 ,如 电磁 振 功 .桥梁 振动 .机械 振 动 等 ， 
常 归结 为 求 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 求 抢 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 问题 是 代 
数 计算 中 的 重要 课题 . 本 章 着 重 介绍 直接 计算 抑 阵 的 特征 值 和 特征 向 脐 的 
MATLAB 程序 .间接 计算 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 宪法 、 反 朝 法 、 雅 可 比方 法 、 
豪 斯 霍 尔 德 方法 和 QR 方法 及 其 MATLAB 计算 程序 . 最 后 我 们 还 讨论 广义 特征 
值 问题 . 


5.1 直接 计算 特征 值 和 特征 向 量 的 MATLAB 程序 


本 节 主 要 介绍 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 有 关 概 念 和 性 质 ,直接 计算 特征 
值 与 特征 向 量 的 MATLAB 函数 的 使 用 方法 . 


5.1.1 和 天 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


定义 $.1 设 和 矩阵 4 =(oy),seC" ,如 果 复 数 A 和 维 非 零 列 向 量 天 使 
关系 式 
4 下 = 和 A 瑟 (5.1) 
成 立 , 则 这 个 复数 A 称 为 方 阵 4 的 特征 值 , 非 零 列 向 量 蕊 称 为 4 的 对 应 于 特征 
值 的 特征 向 量 . 
na 阶 方 阵 4 的 特征 值 就 是 使 齐 次 线性 方程 组 
(4-A 瑟 ) 和 =O (5.2) 
有 非 零 解 的 和 值 , 即 满足 特征 方程 det(4 -AE) =0 的 A 都 是 方 阵 4 的 特征 值 . 
特征 方程 det(4 - 》 瑟 ) =0 可 以 表示 为 如 下 形式 ; 


Gil 一 从 Ci2 机 Cin 
Ca21 Go 一 信人 C2 
” | =0. (5.3) 
aa 


定义 5.2 设 有 一 组 列 ( 行 ) 向 量 下 ,到 ,…, 居 如 果 对 于 任意 天 关 筷 (7 关 
5 JE=1,2,…,mz) 都 有 
( 瑟 ,下 = 疝 下 =0 (( 下 天 昌 = 已 Kx =0) ， 
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则 称 这 组 向 量 是 两 两 正 交 的 . 

求 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 步骤 如 下 : 

步骤 1 计算 4 的 特征 多 项 式 det(4 -A 瑟 ) ; 

步骤 2 求 特征 方程 det(4 -A 忆 ) =0 的 全 部 根 MA,,A2,…,A., 即 是 4 的 全 
部 特征 值 ; 

步 标 3 ”对 于 特征 值 A,, 求 齐 次 线性 方程 组 

(4-AE)XE=O 

的 非 零 解 下, 即 为 4 的 对 应 于 特征 值 \; 的 特征 向 量 . 

例 5.1.1 求 下 列 抢 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 , 并 判别 它们 的 特征 向 量 是 否 
两 两 正 交 ? 


解 (1) oOade(4-aB) -| 
故 4 的 特征 值 为 入 =2, 和 ,=3. 
@ 当 和 =2 时 , 解 方程 (4 -2 已 ) 天 =O, 由 
4_2E-{( -1 -1 1 】 得 基础 (1 
- -| ) )-(。 0] ,得 解 系 下 =( -1,1)7， 
所 以 天 蕊 (天 关 0) 是 对 应 于 A, =2 的 全 部 特征 向 量 . 
当 》=3 时 , 解 方程 (4 -3 瓦 ) 互 =O, 由 
-2 -1 2 1 ， _ 工 _ T 
4-38=| 2 1，j -(。 o] ,得 基础 解 系 = (过 ， ]] ， 
所 以 巨 下 ( 刀 天 0) 是 对 应 于 A, =3 的 全 部 特征 向 量 . 


=(A-2)(A-3) =0， 


1 
曲 (于 , 革 ) = 已 于 =( 一 1,1) 名 -3 xz0, 故 瑟 , ,下 ,不正 交 . 


一 1 “ 
1-A 2 3 
(2) det(4-AME)=| 2 1- 和 人 3 |=-AA+l)(A-9)=0， 
3 3 6-A 








故 4 的 特征 值 为 A, =0,A;z = -1,As =9. 
@) 当 A, =0 时 , 解 方程 4 =O, 由 


1 2 3 1 2 3 1 0 1 一 1 
4=|2 1 3|~ 1 11-|0 1 1|, 得 基础 解 系 下 , =| -1 ， 
3 3 6 0 0 0 0 0 0 1 
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当 人 2 二 -1 时 , 解 方程 (4 + 五 ) 王 =O, 由 


2 2 3 2 2 3 1 1 0 一 1 
4+5=|2 2 3|~|0 0 1|-~ 0 1|, 得 基础 解 系 互 , = 工 |， 
3 3 7 0 0 0 0 0 0 0 

















故 包 和 ( 久 和 0) 是 对 应 于 A; = -1 的 全 部 特征 向 量 . 
当 A; =9 时 , 解 方程 (4 -958) 蕊 =O, 由 














--8 2 3 1 1 一 工 1 -1 0 
4-9=| 2 一 8 :| 一 2 | -2 1|， 
3 3 -3jlo 0 0 0 0 0 
1 
得 基础 解 系 瑟 =| 1 |, 故 玉 和 (已 关 0) 是 对 应 于 A， =9 的 全 部 特征 向 量 . 
2 








国 ( 民 , 和 ) = 和 =(-1, -1,1)(-1,1,0)7=0， 
( 瑟 ,于 ) = =(-1,1,0)(1,1,2)7=0， 
( 瑟 ,了 ) = 古 T =(-1,-1,1)(1,1,2)7=0， 

所 以 五 ,于 ,于 两 两 正 交 . 

定理 S.1 设 4 是 mxzn 阶 矩阵 , 则 

(1) 对 于 4 的 每 个 特征 值 人 , 至 少 有 一 个 4 的 对 应 于 特征 值 和 ,的 特征 向 量 
下 

(2) 如 果 A; 是 4 的 > 重 特征 值 , 则 4 的 对 应 于 特征 值 人 , 的 所 有 线性 无 关 
的 特征 向 量 下 ,于 ,和 至 多 有 7 个 , 即 基 天 

定理 5.2 设 4 是 mxrm 阶 矩阵 ,AAA (<n) 是 4 的 互 不 相同 的 特 
征 值 ,对 应 的 特征 向 量 分 别 为 下 ,下 ,下 ， 则 瑟瑟 ,时 线性 无 关 . 

定理 5.3 ”如果 m xz 阶 和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 A,,A;,…,A, 是 互 不 相同 的 ， 
则 存在 二 个 线性 无 关 的 特征 向 量 不 ,瑟瑟 . 

例如 , 例 5.1.1(1) 中 的 2 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 A, =2 寺 As =3, 册 存在 两 个 
线性 无 关 的 特征 向 量 瑟 = ( -1,1)7, =(1,-2)7.(2) 也 有 类 似 的 结果 . 

和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 有 如 下 性 质 : 四 

定理 5.4 设 = 阶 方 阵 4 = (ay) 的 全 部 特征 值 为 A,Az，…,A。 则 有 

(1) Ad+A2T+…+A=GiI+a 二 二 Cn 

(2) AAA = det 4 

(3) 属于 同一 个 特征 值 M, 的 特征 向 量 书 , , 夺 。,… ,于 ,的 非 零 线性 组 合 
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> 上 (其 中 态 ,大 是 不 同时 为 零 的 任意 常数 ) 仍 是 属于 这 个 特征 值 A， 


的 特征 向 量 . 
定理 5.5 设 和 是 4=(o),vx 的 特征 值 , 则 
(1) 也 是 4- 的 特征 值 ; 
(2) 久 是 4 的 特征 值 (为 任意 实数 ) ; 
(3) p(A) 是 wo(4) 的 特征 值 , 其 中 
op(A) =ao+oA+…+aAPD(4A) =ao+a4+…+anA 


(4) 当 4 可 得 时 ,是 4 的 特征 值 ,det 4 是 4 的 特征 值 . 


定理 $.6( 格 什 艾 林 (Gerschgorin) 圆 盘 定理 ) ” 设 乍 阵 4= (ar)。 则 4 的 
每 一 个 特征 值 A 必 属 于 下 述 某 个 圆 盘 之 中 : 


|A - aas| 和 2 |o| (= 1,2，……m)- 
了 天 了 


5.1.2 和 矩阵 的 对 角 化 


定义 5.3 设 4,B 都 是 n” 阶 矩阵 ,如 果 存 在 可 逆 和 矩阵 尸 ,使 忆 - 4P = 召 , 则 称 
召 是 4 的 相似 矩阵 ,可 逆 和 矩阵 尸 称 为 把 4 变 成 如 的 相似 变换 矩阵 . 
定理 5$.7 若 呈 阶 方 阵 4 与 对 角 和 拖 阵 


Ai 


相似 , 则 A,,A,…,A, 是 4 的 半 个 特征 值 . 

定理 5.8 ”如果 阶 和 矩阵 4 与 吾 相似 , 则 4 与 召 的 特征 多 项 式 相同 . 

由 定理 5.8 知 ,如 果 阶 撼 阵 4 与 吾 相似 , 则 4 与 召 有 相同 的 特征 值 . 

定义 5.4 对 于 阶 方 阵 4 ,如果 存 在 可 赣 抢 阵 尸 ,使 己 -4 = 人 为 对 角 扼 
阵 ,这 就 称 为 把 方 阵 4 对 角 化 . 

定理 5.9 mnm 阶 方 阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 , 即 4 能 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 
4 有 P 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

推论 5.1 如 果 阶 和 矩阵 4 的 = 个 特征 值 互 不 相等 , 则 4 与 对 角 竹 阵 相 似 . 

如 果 阶 和 矩阵 4 的 特征 方程 有 重 根 ,此 时 不 一 定 有 ) 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 , 从 而 抢 阵 4 不 一 定 能 对 角 化 ,但 如 果 能 找到 m 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,4 还 
是 能 对 角 化 的 ， 
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例 5.12 判断 例 5.1.1 中 的 矩阵 能 和 否 化 为 对 角 和 拖 阵 ? 

解 〈1) 根据 例 5. 1. 1 的 计算 结果 , 知 2 阶 和 矩阵 4 有 两 个 不 同 的 特征 值 A， 
=2,A; =3, 由 推论 5.1 知 和 矩阵 人 4 可 以 对 角 化 . 同 理 可 知 (2) 中 的 矩阵 4 可 以 对 
角 化 . 

定义 5.5 如 果 阶 方 阵 4 的 转 置 矩阵 4 等 于 逆 矩 阵 4 , 则 称 方 阵 4 为 
正 交 矩阵. 

由 定义 5.5 知 ,m 阶 方 阵 4 为 正 交 和 抢 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 二 个 列 记 ， 
6,… ,8 (或 行 ) 向 量 都 是 单位 向 量 , 且 两 两 正 交 , 即 

工 =J， 


了 一 7 一 人 
0 (JJ=1,2， ,于 ) . 


5.1.3 实 对 称 和 矩阵 


实 对 称 扎 阵 有 四 个 性 质 如 下 : 

定理 $. 10 ” 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 为 实数 . 

定理 5. 10 的 意义 是 :由 于 实 对称 和 矩阵 4 的 特征 值 A; 为 实数 ,所 以 齐 次 线性 
方程 组 (4 -和 ; 互 ) 夺 =O 是 实 系数 矩阵 方程 组 . 由 det(4 -A 下 ) =0 知 , 必 有 实 的 
基础 解 系 , 从 而 对 应 的 特征 向 量 可 以 取 实 向 量 . 

定理 $.11 设 人 ,A;,…,A, 是 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 ,满足 人 A: 











人 1 5=7， 
…>> 人 ,对 应 的 特征 向 量 组  , 刀 ，… ,天 满足 (大 ， 瑟 ) -| 1 (=1,2， 
…,) , 则 对 于 任意 上 维 非 零 向 量 半 有 以 下 结论 : 
(4 天 ,天 ) 4 (4 下) 
(上 ) A 之 (有史 六 ,3;(2) A， 时 ( 浆 完 ) ;(3) 站 [部 X) 


定理 $.12 设 人 ,,A，, 是 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 ,不 ,于 分 别 是 AAA 对 应 
的 特征 向 量 ,如果 和 短信 , 则 互 | 与 克 正 交 ， 

定理 5$.13 ”如果 入 是 阶 实 对 称 抢 阵 4 的 > 重 特征 值 , 则 和 抢 阵 4 -AE 的 
秩 R(4 -A) =m-r,4 的 特征 值 A 恰 有 r 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

定理 5.14 如 果 4 是 ” 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 必 有 正 交 和 拖 阵 己 , 使 P-4P=4， 
其 中 4 是 以 4 的 二 个 特征 值 为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 . 

定理 $.15 ” 实 对 称 和 矩阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 值 全 为 正 . 

根据 上 述 结论 ,利用 正 交 抢 阵 将 实 对 称 和 矩阵 4 化 为 对 角 和 抑 阵 的 一 般 步骤 
为 : 求 特征 方程 det(4 -A 巨 ) =0 的 全 部 根 A,,A;，…,A,, 即 为 4 的 全 部 特征 值 ; 
对 于 特征 值 \,, 求 齐 次 线性 方程 组 (4 -和 ,; 巨 ) 世 = O 的 基础 解 系 , 即 为 4 的 对 应 
于 特征 值 人, 的 特征 向 量 . 将 所 得 到 的 特征 向 量 正 交 化 ,然后 单位 化 ,将 其 作为 列 
向 量 构造 正 交 和 矩阵 严 , 使 得 已 -4P= 4 为 对 角 和 矩阵 . 
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例 5.1.3 试 求 一 个 正 交 的 相似 变换 矩阵 ,将 下 列 对 称 矩 阵 化 为 对 角 和 矩阵 : 


(2 2 -2 
2 5 -4|. 





解 det(4-AE)=| 2 5- -4 
-2 -4 5-A 


解 得 特征 值 为 人 =。 =1,A,， = 10， 


2 一 2 了 3 
当 A=A, =1 时 ,由 | 2 4 -41x， 


-2 -4 4 


一 2 2 
和 = 1 1, 二 = 
0 1 


将 此 两 个 向 量 正 交 化 ,单位 化 后 ,得 两 个 单位 正 交 的 特征 向 量 


=-(A-1) (OA-10) =0， 








0 


|eemam 








0 
0 











一 | 











-8 2 -2Af2 0 
当 A, =10 时 ,由 | 2 -5 -4| |=|o|, 解 得 基础 解 系 志 =| -2 |, 单 
一 2 一 4 -5 X3 0 2 
位 化 得 
1 一 1 
“让 相 
2 
-2 2 _- 工 
5 15 3 
- -| 1 4 2 
可 以 得 诗 交 矩阵 己 = ( 忆 ,已 ,已 ) = 所 证 |， 
5 2 
0 3 3 
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5.1.4 计算 特征 值 和 特征 向 量 的 MATLAB 程序 


从 以 上 的 讨论 可 以 看 到 ,有 许多 问题 归结 为 求 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 , 而 
用 手工 计算 高 阶 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 难度 较 大 ,但 是 ,计算 机 软件 MAT- 
LAB 提供 了 直接 计算 特征 值 与 特征 向 量 的 MATLAB 函数 ( 见 表 5 -1) ,下 面 介 
绍 这 些 函 数 的 使 用 方法 . 





半 
会 





输入 方 阵 4, 运 行 后 输出 2 为 由 方 阵 4 的 全 部 特征 


值 构成 的 列 向 量 





输入 对 称 和 矩阵 4 ,运行 后 输出 忆 为 由 4 的 全 部 特征 
[V,D] =eig(aA) 值 构成 的 对 角 和 矩阵 ,Y 的 各 列 为 对 应 于 特征 值 的 特征 向 
量 构成 的 矩阵 ,使 得 4Y= DY 





输入 方 阵 4 ,运行 后 输出 忆 为 由 4 的 全 部 特征 值 构 
成 的 对 角 和 矩阵 ,Y 的 各 列 为 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 构 
成 的 矩阵 ,使 得 4Y = DV; 如 果 4 是 对 称 矩 阵 , 则 输出 的 
结果 与 程序 [V,D] =eig(RA) 的 运行 结果 相同 


[vV,D] =eig(A,"nobalance ') 








例 5.1.4 用 MATLAB 程序 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ,并 把 (1) 和 
(2) 输 出 的 结果 与 例 5.1.1 中 的 结果 进行 比较 . 
< 
家当 
3 忒 听 


] 2 21 
] =1 1 
4 -12 1 


1 一 1 
CD 4=| ,(3) C= 


2 ]:2) a= 














解 (1) 输入 MATLAB 程序 
>>R=[1-1;2 4];[vV,D] =eig(A,"nobalarce ') ， 
运行 后 输出 结果 
V==-1.0000 0 .5000 瑟 三 2 10 
1.0000 -1.0000 人 汉 
输入 MATLAB 程序 
5 有 eg() 
运行 后 输出 结果 
二 站 全 :三光 洁 
输入 MATLAB 程序 


>>[V,D] =eig(&A) 
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运行 后 输出 结果 
V=-0.70710678118655 0.44721359549996 D=2 0 
0.70710678118655 -0.89442719099992 0 3 


可 见 , 方 阵 4 不 是 对 称 抢 阵 ,用 程序 eig(A, nobalance ') 输 出 的 结果 与 
例 5.1.1 中 4 的 特征 值 A, =2,A =3 和 特征 向 量 盛 = 太 (-1,1) ,= 


局 ( 二 ， -1 (mx0, 忆 0) 相 同 .用 程序 sig(&) 输 出 的 结果 与 例 5.1 1 中 人 4 


的 特征 值 相同 ,特征 向 量 形式 上 不 同 , 但 也 是 4 的 特征 向 量 . 
(2) 输入 MATLAB 程序 
>>B=[1 2 3 和 2 1 3 和 3 3 6];[V,D] =eig(B, nobalance ') 


运行 后 输出 结果 


V = D = 
0 .7071 0.5774 0.4082 -1.0000 0 0 
-0.7071 0.5774 0.4082 0 -0.0000 0 
0 -0.5774 0.8165 0 0 9.0000 
输入 MATLAB 程序 


>> 刁 =eig(B);E 
运行 后 输出 结果 
王 " = -1.0000 -0.0000 9.0000 
输入 MATLAB 程序 


>>[V,D] =eig(B) 


运行 后 输出 结果 
V = D -= 
0.7071 0.5774 0.4082 -1.0000 0 0 
-0.7071 0.5774 0.4082 0 -0.0000 0 
0 -0.5774 0.8165 0 0 9.0000 


可 见 , 方 阵 4 是 对 称 和 矩阵 ,用 程序 eig(A, nobalance ') 和 程序 eig(A) 
输出 的 结果 相同 . 这 些 结果 与 例 5.1.1 中 4 的 特征 值 Mi =0,A; = -1,As =9 和 
特征 向 量 媚 = 有 下 (-1, -1;1)7 ,= 下 ( -1;1;0)7 2 = 及 (1,1,2) (及 天 0, 
F 关 0, 刀 关 0) 比 较 , 特 征 值 相 同 ,特征 向 量 形式 上 不 同 , 但 也 是 4 的 特征 向 量 . 

(3) 输入 MATLAB 程序 

>>C=[1 2 2 和 -1 1;4-12 1];[V,D] =eig(C, nobalance ) 
运行 后 输出 结果 
V = 人 
-1.0000 -0.5280 -0.4720 -0.5280 +0.4720i 
-0.3333 -0.1112 -0.1944 守 -0.1112 +0.19441 
0.3333 0.6112 +0.16641 0.6112 -0.16641 
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D = 
1.0000 0 0 

0 -0.0000 +1.00001i 0 

0 0 -0.0000 -1.0000i 


虽然 拖 阵 C 中 的 元 全 部 是 实数 ,但 是 C 的 特征 值 和 特征 向 量 却 是 复数 . 


习题 5.1 





1. 试用 MATLAB 程序 计算 下 列 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 


-SS 2 17 -~1iLtL 2 15 -2 1 一 2 
《1) 2 -8 3 1(02) 2 58 3 3)| -5 3 -3 | 
3 3 一 3 15 3 -3 1 0 2 


1 0 - 


5.2 曲 法 及 其 MATLAB 程序 


笑 法 是 求实 矩阵 4 的 主 特征 值 ( 即 实 和 矩阵 4 按 模 最 大 的 特征 值 ) 及 其 对 应 
的 特征 向 量 的 一 种 迭代 方法 . 本 节 主 要 介绍 宕 法 的 思想 方法 .收敛 性 和 用 宪法 求 
实 移 阵 4 的 主 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 MATLAB 程序 . 


5.2.1 村 法 
定义 5.6 如 果 AA，…A。 是 壮 阶 实 和 矩阵 4 的 特征 值 , 且 满 足 
IAAE> Ap 过 1A |， 
则 称 必 为 主 特征 值 , 对 应 的 向 量 刺 为 主 特征 向 量 , 称 人 , 为 按 模 最 小 特征 值 . 
设 ” 阶 实 矩 阵 4 有 一 组 含 ”个 线性 无 关 的 特征 向 量 组 互 ,下 ,… ,于 ,它们 
分 别 对 应 于 特征 值 Ai, ,A; ,…，,A,, 满 足 
IAA 之 1A21Z…p 过 1 1. ” (5S.4) 


从 而 有 
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4 = 人 下 (=1)2，…)). 
首先 ,我们 讨论 A, 是 实数 而 且 是 单 重 特征 值 的 情形 ,此 时 有 
IAA > Ai1z……>1A |. (5.6) 
宕 法 的 基本 思想 是 任 取 一 个 非 零 ” 维 初始 实 向 量 ,由 和 拖 阵 4 构造 一 个 向 
量 序列 :;V, =4V， (=1,2,…), 则 有 =4V ,=42VY， ,= … =A4tVy,. 因为 特 


征 向 量 组 蕊 , ,下 ,线性 无 关 , 所 以 , 维 初始 实 向 量 we 可 表示 为 矩阵 4 的 
特征 向 量 组 的 一 个 线性 组 合 


(5S.5) 

















TY。， = Qi; 下 
1= 工 
不 妨 设 cm 关 0, 于 是 到 = 4V = 》a4 = >》 cihi ,得 
[| ii = 
， ， 
V = Moz+ > e( 定 ) Xi] ， (5.7) 
生 人 1 
即 
忆 人 天 
4tT， =- | + “人 (二 筷 |. (5.8) 
生 了 入， 
设 网 = fo 各 oo ={Tx0 xi] 由 (5.7) 式 ,得 
环 十 只 天 二 上 
， ax 外 + axg 人 宇 ] + > o( 宇 ] wx 
Vk+1 Ai 5=3 人 
| . (5.9) 
2 1 Ai On) 
4 ax 人 十 “i( 呈 1 1 
人 ) 
A， ， AN 1 
因为 | 定 | <1 (=2,3，n) ,所 以 lm ( 关 =0, 由 (5.9) 式 得 
1 2 1 
。 bj1， 
间 3 = 人。 (5. 10) 
由 (5.7) 式 知 
了 吾 
了 (5.11) 
0 已 ， 
由 (5. 10) 式 知 , 当 天 充分 大 时 ,有 As 0 
二 


这 种 由 已 知 非 零 ” 维 初 始 实 向 量 W 和 矩阵 4 的 乘客 4+ 构造 一 个 向 量 序 
列 1 ,| , 求 矩阵 4 的 主 特征 值 的 方法 称 作 赦 法 . 由 (5. 10) 式 可 见 , 当 上 了 到 不 同 的 
充分 大 的 数 时 ,o02,/ op 也 不 同 ,从 而 A 的 近似 值 就 不 同 , 这 时 可 用 po，/ op 
的 平均 值 作 为 A 的 近似 值 . 

假定 e, 关 0,x2 关 0, 由 (5$.9) 式 ,得 
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人 ( 知 (全 - 半 于 (知人 - 
2 ax 人 7 Al Ai =3 ax 由 Ai Al 
0 一 Al = AD 《5. 12 ) 
1 + 了 了 ( 守 ] 
1=2 CGIX1 入; 
由 (5.6),(5.10) 和 (5.12) 式 ,得 
本 RR 
=， +0(( 守 ] ]o= ). (5. 13) 
大 1 


由 (5S. 13 ) 式 可 见 , 寡 法 的 收敛 速度 主要 取决 于 1Az/Ai1 的 大 小 ,AAA 1 越 
接近 于 1 ,迭代 收敛 的 速度 就 越 慢 . 

现在 ,我 们 来 讨论 矩阵 4 与 人 对 应 的 特征 向 量 于 的 计算 . 由 (5. 11 ) 式 可 
得 ,当天 充分 大 时 ， 

TV 一 Ara 下 |， | (5. 14) 

即 风 可 以 作为 与 仿 对 应 的 特征 向 量 互 | 的 近似 向 量 . 

定理 $.16 设 ” 阶 实 和 矩阵 4 有 = 个 线性 无 关 的 特征 向 量 筷 ,于 ,在 , 它 
们 分 别 对 应 于 实 特 征 值 Ai ,Az，…，,A，， 

(1) 如 果 主 特征 值 M, 是 单 重 特征 值 , 即 1A,1 > 1Az1>…>1A1, 则 对 于 任 
何 非 零 呈 维 初始 向 量 m ,(3. 10) 式 和 (5. 11 ) 成 立 . 

(2) 如 果 和 托 阵 4 的 主 特征 值 A, 为 > 重 特征 值 , 即 


= =…=A 和 ,上 且 1A1>lA 1 … | Al， ya 世 关 0， 
则 对 于 任何 非 零 ” 维 初始 向 量 ,有 
加 基 = 六 ex 


然而 ,由 (5.7) 式 或 (5. 14) 式 可 知 , 当 8X 一 o 时 ,如 果 1AE>L 则 Wi 的 分 量 
o0 -~o ;如 果 1A1<1, 则 ,的 分 量 v2 一 0, 从 而 会 使 计算 机 出 现 上 溢 或 下 溢 的 
现象 . 因此 ,为 了 控制 计算 过 程 中 出 现 的 这 种 现象 , 常 在 每 一 步 中 将 凡 规格 化 
(或 规范 化 ) ,也 就 是 用 
LU =4V，，,， 
D， (=1,2，…). (5.15) 


7 


TY = 


其 中 mm = max{| am | DT oa】 (=1)2，…)， 
用 (5.15) 式 代替 (5.7) 式 ,由 (5.14) 式 ,可 得 











7 7 7 1 7 1 1 
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由 杰 ,= maxf|u =max(D)(=1,2,…) 和 (5.15) 式 ,得 


了 
max( 4 V) =max( 4 4 ) =max( 4 7)) = max| 全 mi 
1 


也 
= max(4 TV)mi = max| 4 庆 m]m = … = 了 1 
7 
因此 ， 
-4 (5. 16) 
“ max( 4 ) 


将 (5.8) 式 代替 (5. 16) 式 ,得 


下 从 于 
QI 在 十 间 ( 守 | 在 贡 
Vy，= 1 》 ! (FE 一 o). (5.17) 
Ai max( 厦 : ) 
max| QI 居 ， 十 己 “( 嘻 ] | 
1 


因为 特征 向 量 乘 以 非 零 常数 仍 是 与 原 特征 值 对 应 的 特征 向 量 , 所 以 当 上 充 
分 大 时 ,W 是 特征 向 量 成, 的 近似 向 量 . 
由 (5. 15 ) 式 和 (5. 17) 式 ,可 得 





U，= 4VY，，= -一 一 一 。 (5. 18 ) 
二 十 >。 zj 
将 (5.5) 式 代 人 (5.18) 式 ,得 


人 








V = 和 - ^， > 
max( o,， 十 >。 ( 知 | 
当 /一 om 时 ,有 
my = max( 7， ) 一 人 1、 (5. 19 ) 
因此 ,当天 充分 大 时 ， 
7 二 从 1， 
综 上 所 述 , 有 下 面 定理 . 


定理 5$.17 设 ” 阶 实 和 矩阵 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 系 ,大 ,下 人 
的 主 特征 值 \, 满足 1A,1 > 1Az1 关 …>1A,1, 则 对 于 任何 非 零 维 初始 向 量 
= Du。, 由 赛 法 的 迭代 公式 
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D,. =4V，，,， 
人 (5.20) 
C 
下 
7 
构造 的 序列 { 有 } 和 {fmx}, 满 足 
下 
人 
= 不 昌江 人 
例 5.2.1 用 寡 法 计算 和 矩阵 4 =| -5 13 0 | 的 主 特征 值 和 对 应 的 特征 
全) 


向 量 . 
解 取 V=(1,1,1) ,根据 和 迭代 公式 (5.20) ,得 . 
-4 14 0YIY 10 


三 让 放 | = 3 0 全 赂 到 二 册 和 (7E 
过 过， 和- 和 iT 1 
1 
于 是 规范 化 向 量 ,得 Vi = 二 - 风 


将 V 代入 欠 代 公式 (5.20) ,得 D, 后 , 求 m, =max(D: ) ,再 代入 (5. 20) , 求 
V ,如 此 下 去 ,将 计算 结果 列 和 人 表 5 - 2. 
表 5-2 











(1,0.8,0.1) 





.200 000 (1,0.750 000, -0.111 111) 





6. 500 000 (1,0.730 769 , -0.188 034) 


























6. 230 769 (1,0.722 222, -0. 220 850) 
人 这 TI 和 (1,0.718 182, -0. 235 915 ) 
6. 054 545 (1,0.716 216, -0. 243 095 ) 
6. 027 027 (1,0.715 247, -0.246 588 ) 
6. 013 453 《人 714 765, -0. 248 306 ) 
6. 006 711 (1,0.714 525, -0.249 157) 
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续 表 
二 BU]max(D，) 
(1,0.714 405, -0. 249 579 ) 











6. 003 352 








11 6. 001 675 (1,0.714 346 , -0. 249 790 ) 





12 6. 000 837 (1,0.714 316, -0. 249 895 ) 
例 5. 2. 1 的 计算 结果 ,和 迭代 12 次 ,4 的 主 特征 值 MA 的 近似 值 ma = 
6. 000 837 和 对 应 的 近似 特征 向 量 V， =(1,0.714 316, -0. 249 895) . 其 实 ,4 
的 特征 值 为 A =6,A; =3,A; =2. 


5.2.2 盐 法 的 MATLAB 程序 


设 ” 阶 实 和 矩阵 4 的 个 特征 值 为 A ,2,，…,Av, 且 满足 1A1 > 1Az1 三 …> 
IA,| >0,4 的 主 特征 值 M, 对 应 的 特征 向 量 为 媚 , 则 我 们 可 以 用 下 面 的 MAT- 
LAB 程序 计算 A, 和 马 的 近似 值 和 近似 向 量 . 

用 震 法 计算 矩阵 4 的 主 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 MATLAB 主 程序 | 

输入 的 量 :m 阶 实 矩 阵 4 mn 维 初 始 实 向 量 W 、 计 算 要 求 的 精度 总 、 和 迭代 的 
最 大 次 数 maxl ; 

输出 的 量 : 和 迭代 的 次 数 大 4 的 主 特征 值 M, 的 近似 值 lambda 、A, 对 应 的 特 
征 向 量 刺 | 的 近似 向 量  、 相 邻 两 次 迭代 的 误差 Wc. 如 果 和 迭代 次 数 已 经 达到 最 
大 的 和 迭代 次 数 maxl , 则 给 出 提示 的 相关 信息 . 

根据 迭代 公式 (5. 20) , 现 提供 用 寡 法 计算 矩阵 4 的 主 特征 值 和 对 应 的 特征 
向 量 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 


function[k,1ambda,Vk,Wc] =mifa(A,V0 ,jd,maxl) 

















lambda =0;k=1l3;Wc=1;, ja=jda*x0.1;state =13V=V0; 
while((K< =maxl)&(state= =1)) 
Vk =RAxrVi[mj] =max(abs(Vk) ) ;mk =mi 
tzw=abs(1lambda -mk);iVk =(1 nk) * Vki 
Txw =mnorm(V -Vk);iWc =max(Txw,zw);V=Vkilambda =mkistate =0; 
if(Wc>jd) 
State = 工 ; 
end 
K 庆 kr+1l3NWc=Wci; 
end 
if(Wc< =]Jjd) 
disp( "请 注意 :迭代 次 数 K, 主 特征 值 的 近似 值 lambda, 主 特征 向 量 的 近似 
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向 量 Vk , 相 邻 两 次 迭代 的 误差 we 如 下 : ) 

elSe 
qisp( ' 请 注意 :迭代 次 数 K 已 经 达到 最 大 和 迭代 次 数 maxl , 主 特征 值 的 迭代 值 
lambda , 主 特征 向 量 的 迭代 向 量 Vk, 相 邻 两 次 迭代 的 误 盖 Wc 如 下 : ) 

emndQ 

Vk =ViK=kKk-13;Wci 
例 5.2.2 用 宪法 计算 下 列 矩阵 的 主 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 
量 , 精 度 es=10…. 并 把 (1) 和 (2) 输 出 的 结果 与 例 5.1. 1 中 的 结果 进行 比较 . 


1 1 2 3 
(D4=|。 外 (2) 瑟 =|2 1 3|， 
3 3 6 
1 2 2? -4 14 0 
G)c=l1 -1 1)Dp=| -5 0 0|. 
4 -12 .1 -1 0 2 


解 (1) 输入 MATLAB 程序 
>>A=[1-1;2 4];v0=[1,1]; 
[k,1ambda,Vk,wWc] =mifa(RA,V0,0.00001,100 ) ， 
[V,D] =eig(A),Dzd =max(diag(D) ) ， 
wuD = abs(Dzd -larmbda) ,wuvVv =V(:,2)./VK， 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :和 迭代 次 数 k, 主 特征 值 的 近似 值 lambdaa , 主 特征 向 量 的 近似 向 量 vk , 相 邻 


两 次 迭代 的 误差 Wwc 如 下 : 
K = Lambaqa = WC = 
33 3 .00000173836804 8 .691862856124999e -007 
VK = V = 


-0.49999942054432 -0.70710678118655 0.44721359549996 
1.00000000000000 0.70710678118655 -0.89442719099992 
WuV = DzdQ = wuD = 
-0.89442822756294 3 1.738368038406435e -006 
-0.89442719099992 


由 输出 结果 可 看 出 , 欠 代 33 次 , 相 邻 两 次 锡 代 的 误差 下 =~8. 691 9e -007， 
和 拖 阵 4 的 主 特征 值 的 近似 值 jembda=3. 000 00 和 对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 量 
Wi= ( -0.500 00,1.000 00)7 ,lambda 与 例 5$.1.1 中 如 的 最 大 特征 值 AM, =3 近 


似 相等 ,绝对 误差 约 为 1. 738 37e - 006,Y, 与 特征 向 量 到 = 忆 { 序 ， -1 (ez 


0) 的 第 1 个 分 量 的 绝对 误差 约 等 于 0 ,第 2 个 分 量 的 绝对 值 相同 . 由 way 可 以 看 
出 ,A; 的 特征 向 量 Y(:,2) 与 凡 的 对 应 分 量 的 比值 近似 相等 . 因此 ,用 程序 
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mifa .m 计 算 的 结果 达到 预先 给 定 的 精度 e = 10 一 . 
(2) 输入 MATLAB 程序 
>>B=[1 2 3 和 1 3;3 3 6];vo=[1,1,1]' 
fk,LIambda,Vk,Wc] =mifa(B,V0,0.00001,100),[V,D] =eig(B)， 
Dza =max(dqiag(D)),wuD =abs(Dzd -1Lambda) ,wuvVv =V(:,3)./VKk， 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :迭代 次 数 k, 主 特征 值 的 近似 值 1ambda , 主 特征 向 量 的 近似 向 量 vVk, 相 邻 


两 次 迭代 的 误差 Wc 如 下 : 

k = 1ambdqa = WeC = Dzd = wuD = 
3 9 0 9 0 

VK = wuV = 
0.50000000000000 0.81649658092773 
0.50000000000000 0.81649658092773 
1.00000000000000 0.81649658092773 

V = 


0 .70710678118655 0.57735026918963 0.40824829046386 
-0.70710678118655 0 .57735026918963 0.40824829046386 
0 -0.57735026918963 0.81649658092773 
由 输出 结果 可 看 出 ,和 迭代 3 次 , 相 邻 两 次 多 代 的 误差 We =0, 实 对 称 和 矩阵 五 
的 主 特征 值 的 近似 值 lambda =9 和 对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 量 ww = (0. 500 00 ， 
0. 500 00 ,1. 000 00) 7 ,iemsda 与 例 5.1.1 中 如 的 最 大 特征 值 A;, =9 相同 ,W 与 
特征 向 量 寻 = 态 (1,1,2)7( 久 关 0) 的 对 应 分 量 成 比例 . 从 way 的 每 个 分 量 的 值 
也 可 以 看 出 ,A， 的 特征 向 量 Y(: ,3) 与 W 的 对 应 分 量 的 比值 相等 . 因此 ,用 程序 
mifa .m 计算 的 结果 达到 预先 给 定 的 精度 10”. 
此 例 说 明 , 寡 法 对 实 对 称 和 矩阵 3 的 迭代 速度 快 且 计算 结果 精度 高 ， 
(3) 输入 MATLAB 程序 
>>C=[1 2 2;1-1 1344-12 1j;vo=[1,1, 1 
[k,lambda,Vk,wc] =mifa(C,V0,0.00001,100),[V,D] =eig(C) ， 
Dzd =max(daiag(D)),wuD = abs(Dzd - lambqda),Vzda =V(:,T) ,wuv = 
V(:,1L)./VK， 
运行 后 屏幕 显示 
请 注意 :迭代 次 数 K 已 经 达到 最 大 和 迭代 次 数 maxl , 主 特征 值 的 迭代 值 lambda, 主 
特征 向 量 的 迭代 向 量 VKk, 相 邻 两 次 迭代 的 误差 wc 如 下 ; 
K = 1ambdqa = Wc = 
100 0.09090909090910 2.37758124193119 
DzQ = wuD = 
1.00000000000001 0.90909090909091 
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VKk = Vzd = WuV = 
0 .99999999999993 0.90453403373329 0.90453403373335 
0.99999999999995 0.30151134457776 0.30151134457778 
1.00000000000000 -0.30151134457776 -0.30151134457776 
由 输出 结果 可 见 , 和 迭代 次 数 开 已 经 达到 最 大 和 迭代 次 数 maxl = 100 ,并 且 
lambda 的 相 邻 两 次 迭代 的 误差 We=2.377 $8 >2, 由 my 可 以 看 出 ,ambda 的 
特征 向 量 风 , 与 真 值 Dzd 的 特征 向 量 Yzd 对 应 分 量 的 比值 相差 较 大 ,所 以 迭代 序 
列 发 散 . 实际 上 ,实数 矩阵 C 的 特征 值 的 近似 值 为 A， = 1. 00000000000001 ,A;， = 
-i,As =i, 并 且 对 应 的 特征 值 向 量 的 近似 向 量 分 别 为 压 = 后 (0. 90453403373329， 
0. 30151134457776, - 0. 30151134457776) - ,X: = 刀 ( -0.72547625011001 ， 
-0.21764287503300 - 0.07254762501100i ,0. S8038100008801 - 0. 29019050004400i)  ， 
= 有 (0. 72547625S011001, -0.21764287503300 +0. 07254762501100i， 
0.58038100008801 +0. 29019050004400i) , (天 天 0 ,所 夫 0,1 天 0 是 常数 ). 
此 例 说 明 , 当 ” 阶 实 矩阵 有 复数 特征 值 时 ,不 宜 用 寡 法 计算 它 的 主 特征 值 
Ai 对 应 的 特征 向 量 互 ,. 
(4) 输入 MATLAB 程序 
>>D=[ -4 14 0;j-5 13 0 -1 0 2];v0=[1,11】; 
[k,1ambda,Vk,Wc] =mifa(D,V0,0.00001,100),[V,Dt] =eig(D)， 
Dtzd =max(aqiag(Dt)),wupt =abs(Dtzd - 1lambdqa),Vza =V(:,2),wuV = 
V(:,2)./VK， 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 : 欠 代 次 数 上 , 主 特征 值 的 近似 值 Ilambdaa , 主 特征 向 量 的 近似 向 量 Vk, 相 邻 
两 次 迭代 的 误差 Wc 如 下 : 


K = 1ambda = Wc = 
19 6.00000653949528 6.539523793591684e -006 
Dt2zQ = wuDt = 
6.00000000000000 6.539495284840768e -006 
VkKk = Vzd = wuV = 


0.79740048053564 0.79740048053564 0.79740048053564 
0.71428594783886 0.56957177181117 0.79740021980618 
-0.24999918247180 -0.19935012013391 0.79740308813370 


由 输出 结果 可 见 ,迭代 19 次 , 相 邻 两 次 迭代 的 误差 酌 =6.539 52e - 006 ,和 扼 
阵 九 的 主 特征 值 的 近似 值 embda = 6. 000 01 和 对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 量 为 
V,=~ (0.797 40,0.714 29, -0.250 00)7. 用 eig(RA) 计 算 ,lambda 与 对 应 的 特征 
值 的 真 值 Ptzd 的 绝对 误 盖 wuDi < 10 一 ,二 者 的 特征 向 量 了 Y(: ,2) 与 网 的 对 应 
分 量 的 比值 近似 相等 (请 对 比 way 的 每 个 分 量 的 值 ). 因此 ,用 程序 mifa.m 计 
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算 的 结果 达到 预先 给 定 的 精度 e = 10 一 . 

由 例 5. 2. 2 的 计算 结果 可 见 , 用 寡 法 计算 实 对 称 矩 阵 刀 的 主 特征 值 对 应 的 
特征 向 量 时 ,得 到 的 迭代 序列 的 收敛 速度 最 快 且 计算 结果 精度 也 最 高 ; 非 实 对 称 
和 抢 阵 对 应 的 欠 代 序列 的 倒 散 性 不 定 , 有 时 发 散 ( 例 如 矩阵 C) ,有 时 收 往 (例如 乞 
阵 4 和 刀 ), 且 收敛 速度 较 慢 ,比较 (1) 和 (4) 的 计算 结果 可 知 , 用 宪法 得 到 的 选 
代 序 列 的 收敛 速度 与 卸 阵 的 阶 数 无 关 ; 当 实 和 矩阵 有 复数 特征 值 时 ,不 宜 用 宪法 计 
算 它 的 主 特征 值 对 应 的 特征 向 量 . 





习题 $.2 
0 1 -5 。 
1 mp - 17 -7 | 的 主 特征 值 和 对 应 的 近似 特征 向 量 ,迭代 4 次 . 
-4 26 -10 





2. 用 寡 法 计算 下 列 矩 阵 的 主 特 征 值 和 对 应 的 近似 特征 向 量 ,精度 为 0. 000 01. 将 计算 结 
果 与 习题 5. 1 第 1 题 中 的 (1) 和 (2) 的 计算 结果 比较 . 


-5 2 17 -11 2 15 
(1)4=| 2 -8 3|(2) 旦 = 2 58 3|. 
3 3 -3 15 3 -3 


5.3 反 堆 法 和 位 移 反 办 法 及 其 MATLAB 程序 


反 寡 法 是 求 非 奇异 矩阵 4 的 按 模 最 小 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 量 的 一 种 
迭代 方法 .本 节 主 要 介绍 反 赛 法 和 原点 位 移 反 宕 法 及 其 MATLAB 程序 . 


5.3.1 反 莫 法 
设 4 为 阶 非 奇 异 抢 阵 , 则 4 的 特征 值 A,,A:,，…,A， 都 不 全 为 零 , 且 满 足 


1A TEA LE… 关 AL>0. 
从 而 有 

4 = 入 于 (i=1;2，…) 必 ). (5.21) 
因为 4 存在 ,如 果 4 =A 于 , 则 有 4- =A7 于 .因而 ,4 的 特征 值 为 A '， 
Az ,其 次 序 为 

(AT 二 TAI 二 所 1ADTs1A |. 

这 样 ,计算 4 的 按 模 最 小 特征 值 ,就 变 成 对 4 -应 用 赛 法 , 即 称 为 对 4 应 用 反 
守 法 , 求 4- 的 主 特征 值 了 . 
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我 们 讨论 A。 是 实数 而 且 是 单 重 特征 值 的 情形 ,此 时 有 


AT 1 和 1A 1 二 和 AI<1A7 1 (5. 22 ) 
反 顶 法 的 基本 思想 是 任 取 一 个 非 零 = 维 初始 实 向 量 Wo 关 O, 用 和 迭代 公式 
UL, =4-V，，， 
D， (=1,2,…)， (5.23) 
六 ”max(D ) 


其 中 帮 = fa as” } max(De) = max{f la | (大 =1 2) 
由 (5.22) (5.17) 和 (5. 19 ) 式 知 ， 


limmax( DC) -元 ， (5.24) 
且 
jim 从 = RE (S.25 ) 
、 1 加 巡航 
因此 , 当 上 充分 大 时 ,ARaxCDT, 且 六 RAR 


定理 S$.18 如 果 阶 非 奇异 矩阵 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 忆 , , 忆 ，， 
…, 居 ,对 应 的 特征 值 人 ,A, ,…,》, 满足 IAA1E…z>IA TI>1IA 1, 则 对 
于 任何 非 零 维 初始 向 量 W = 凡 ,由 反 寡 法 的 迭代 公式 (5. 23 ) 构 造 的 迭代 序列 
{ 和 {max(C ) } 满 足 


lim Y,， = limmax( Di) = 人 义 ，. 


， 
人 max( 下， ) -县 
实际 计算 时 ,求人 4 不 方便 ,所 以 将 (5.23) 式 中 的 四 =4 ,改写 成 4 妨 
= 卫 - 并 将 4 作 三 角 分 解 , 即 4 =ZD, 其 中 工 为 单位 下 三 角形 抢 阵 ,V 为 上 三 
角形 矩阵 . 如 果 任 取 一 个 非 零 维 初始 实 向 量 台 关 O, 则 反 寡 法 的 迭代 公式 
(5.23 ) 可 改写 成 
二 了 ,= Y，，， 


了 (E=1,2,，…). (5.26) 
天 


六 = max( 717, ) 


5.3.2 原点 位 移 反 办 法 


当 





疡 -| =1 时 ,由 (5.26) 所 生成 的 迁 代 序列 收敛 速度 较 慢 ,为 加 快速 度 ， 


在 实际 计算 中 总 是 采用 带 原点 位 移 的 反 寡 法 , 即 以 4 -o 互 代替 4, 使 得 关于 作 
-中 的 反 窜 法 具有 较 快 的 收敛 速 度 . 这 种 方法 称 为 原点 位 移 反 震 法 . 这 里 的 位 





256 ”第 五 章 ”和 矩阵 的 特征 值 写 特 征 向 量 的 计算 


移 值 通常 取 入 , 的 某 一 近似 值 元,. 
定理 5. 19 如果》, 是 =” 阶 非 奇异 矩阵 4 的 特征 值 , 忌 是 4 的 对 应 于 和, 的 
特征 向 量 , 如 果 e 是 任意 常量 , 则 A, - c 是 矩阵 4 - o 民 的 特征 值 , 克 , 是 4 -ao 
的 对 应 于 A, -ea 的 特征 向 量 
定理 5.20 如果 和, 是 m 阶 非 奇异 矩阵 4 的 特征 值 ,天 是 4 的 对 应 于 A; 的 
特征 向 量 , 且 任意 常量 ae 关 M, 则 1/(A; -a) 是 挎 阵 (4 - o 刀 ) "的 特征 值 , 碟 , 是 
(4 -o 巨 ) -的 对 应 于 1Z(A; -a) 的 特征 向 量 . 
定理 5$.21 设 ” 阶 非 奇异 矩阵 4 有 不 同 的 特征 值 A, ,A:,…,A, 且 都 不 全 
为 零 ,选择 常数 多 , 关 A,, 使 得 ec = (A,- 头 ,) 一 满足 
1(A, -AD) 一 | 和 1(A -AD) | 二 和 (CA -AU) | <|(CA -A) |. 
如 果 选 择 适 当 的 m 维 初始 实 向 量 WO, 则 由 原点 位 移 反 宪法 的 迭代 公式 
TV =(4-A 瑟 )- 0 ，， 
TV (FE=1,2,…)， (5.27) 
六 ) 
其 中 max( Vi) = max { | wo 上] V， 三 fi 0 0 (=1,2,…)) 所 生成 的 
和 迭代 序列 {fmax(V)} 和 {U 1 分别 收敛 到 矩阵 (4 -入 ) -的 主 特征 值 
(CA。- 元) 一 和 主 特征 向 量 大 ,4 的 特征 值 = -+ 
注意 ”选择 一 个 数 1 (和 X, 人,) ,使 得 它 最 接近 人 ,如 果 |A, -和 | < 


1A -和 | Cr<m) , 则 收敛 速度 由 比值 0 | < 由 确定 ,1 越 精确 , 收 绕 
的 速度 越 快 


带 原点 位 移 的 反 圭 法 的 计算 量 大 大 地 超过 了 赛 法 ,因为 每 步 计 算 w 时 , 需 
要 解 线性 方程 组 ,好 在 这 些 线性 方程 组 的 系数 失 阵 4 - 穴 , 互 相同 ,可 预先 将 4 - 
外, 吾 作 三 角 分 解 , 即 4 - 包 忆 = 元 D7, 其 中 邢 为 单位 下 三 角形 矩阵, 尽 为 上 三 角形 
矩阵. 如 果 任 取 一 个 非 零 上 维 初始 实 向 量 U。= 则 关 0O, 则 原点 位 移 反 宕 法 的 迁 
代 公 式 (5. 27) 可 改写 成 





元 了 = 辽 ，， 
思 (=1,2,…). (5.28) 
避 , = TY 
4 max( 了 ) 
例 5.3.1 用 原点 位 移 反 过 法 的 迭代 公式 (5. 28 ), 计 算 和 矩阵 4 = 


-4 14 0 
攻 13 0 | 的 与 特征 值 4; =3 -=A =1.267 9 对 应 的 特征 向 量 瑟 . 


-1 0 2 
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解 ”用 原点 位 移 反 富 法 ,首先 三 角 分 解 矩 阵 
4- 已 =4-1.267 9 = 工 D， 


其 中 
1.0 0 0 0. 732 1 1.0 0.0 
| am 1.0 中 | 0.0 0. 366 2 1.0 
0.0 2.7310 1.0 0.0 0.0 0. 001 1 
取 V。=(1,1,1) ,根据 迭代 公式 (5.28) , 即 
地 了 7，= = 已，，， 
2 (下 =1,2，…). 
六 -六 
+ max( 了) 


解 方程 组 了 = 工 -:0 和 TY =V'7, ,得 册 =(3385.2, -2 477.3,908.20) ， 
T 


U = -RCTJ = (1L 000 0,，- 0.731 8 ,0.268 3)7. 
再 解 方程 组 已 = 工 - Di 和 了 凤 = 也 隐 , 得 见 =(20345, -14 894,5 451.9) ， 
V， 
局 = =FRCeYJ = (L 000 0,， -0.732 1,0. 269 8)7. 


再 解 方程 组 了 = 工 -:0, 和 = 了 -IDZ, 得 内 = =(20345,，- 14 894， 
5 451.9) .实际 上 ,与 人, 对 应 的 精确 特征 向 量 
Xi =(1,1-3,2-) =(1.0000, -0.732 1,0.268 0) 


5.3.3 原点 位 移 反 畦 法 的 两 种 MATLAB 程序 


设 m 阶 实 和 矩阵 4 的 m 个 特征 值 A, ,A;,…,A。 都 不 相同 , 且 满 足 |A,-X,| < 
1 -和 (<n), 且 4 的 按 模 最 小 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 互 ., 则 我 们 可 
以 根据 迭代 公式 (5.27) 和 (5. 28) 编 写 两 种 MATLAB 程序 分 别 计算 A。 和 瑟 ,的 
近似 值 和 近似 向 量 . 

(一 ) 原点 位 移 反 寡 法 的 MATLAB 主 程序 1 

根据 原点 位 移 反 寡 法 的 迭代 公式 (5. 28) , 现 提供 用 原点 位 移 反 者 法 计算 延 
阵 4 的 按 模 最 小 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 

用 原点 位 移 反 罕 法 计算 矩阵 4 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 MATLAB 主 程序 1 

输入 的 量 :” 阶 实 和 矩阵 4 .nm 维 初始 实 向 量 w .特征 值 的 近似 值 job 、 计 算 
的 精度 总 、 选 代 的 最 大 次 数 maxli 

输出 的 量 : 和 迭代 的 次 数 上 .4 的 特征 值 A, 的 近似 值 embda, .与 A。 对 应 的 特 
征 向 量 蕊 , 的 近似 向 量 W 、 相 邻 两 次 迭代 的 误差 到 c. 如 果 和 迭代 次 数 已 经 达到 最 
大 的 迭代 次 数 maxl , 则 给 出 提示 的 相关 信息 . 
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function[k,LIambdan,VKkK,Wc] =ydwyfmf(A,V0 ,jlamb,jd,max11) 
[n,n]j=size(A);aAL =&RA-Jjlamb*yeye(n);ja=jd*r0.1;RA1 =det(RAl); 
if RAL = =0 
disp( "请 注意 :因为 A -aE 的 mn 阶 行列 式 hl 等 于 堆 , 所 以 A -aE 不 能 进行 LU 分 
解 …) 
工 G 七 UIZ 了 LI 
end 
Lambaa =0; 
IE RA1L ~ =0 
for P =13:n 
Ph(P) =det(AL(1:p,1:P)); 
endQ 
hl =h(L:n)i 
fori =13n 
if h(1,1i) = =0 
aisp( "请 注意 :因为 A-aEg 的 z 阶 主子 式 等 于 替 , 所 以 A-aE 不 能 进行 LU 分 
解 .) 
工人 ttUIDTn 
enQ 
emnd 
if h(l1,i) ~- =0 
disp( "请 注意 :因为 A -aE 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 , 所 以 A- aE 能 进行 LU 
分 解 …) 
Kk=13wc=13state =13VK =V0i 
while((k< =maxl)&(state= =1)) 
[LU]j]=lu(aAt)3Yk=LYVkivVvk =UNYki[mj] =max(abs(VKk)); 
mk =mjiVkl =Vk nkiYkl =LNVKL;VKkl =UNYKkl; 
[mj]j =max(abs(Vkl)); 
mk1l =m3Vk2 =(1 如 kl)*VKk1itzwl =abs((mk -mkl) nkt ); 
tzw2 = abs(mkl -mk) ;Txwl =norm(Vk) -norm(Vkl ); 
Txw2 = (norm(Vk) -norm(Vkl) ) orm(Vkl) ; 
Txw =Imin(Txwi ,TXw2 )itzw=min(tzwl ,zw2)3;VK =Vk2 
mk =mk1;iWc =Imax(Txw,tzw)3VKk =Vk2ymk =mk1istate =0; 
if(Wc>Jjd) 
State =1; 
endQ 
k =k+l1i 


end 
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if(wWc< =Jjd) 
daisp('A-aE 的 秩 R(RA-aE) 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 nl .迭代 次 数 k, 按 模 最 小 


特征 值 的 近似 值 1ambdaa ,特征 向 量 的 近似 向 量 Vk, 相 邻 两 次 迭代 的 误差 Wc 如 下 : ) 


elSse 
disp('RA-aE 的 秩 R(A-aE) 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 nl .和 迭代 次 数 k 已 经 达到 
最 大 迭代 次 数 max1l , 按 模 最 小 特征 值 的 迭代 值 lambda ,特征 向 量 的 迭代 向 量 Vx, 相 邻 两 次 
和 迭代 的 误差 Wc 如 下 :) 
end 
hl ,RARA1 
ena 
end 
[LV,D] =eigf(RA,'nobalance "),Vkik = K - 1;Wc;ylambdan =JlLlamb +1 如 kls; 
例 S.3.2 用 原点 位 移 反 寡 法 的 迭代 公式 (5.28) ,根据 给 定 的 下 列 矩 阵 的 特 
征 值 A, 的 初始 值 ,计算 与 A。 对 应 的 特征 向 量 天 , 的 近似 向 量 ,精确 到 0. 000 1. 


1 一 工 0 1 -1 
()| -2 4 -2|1=0.2; 2) (， ) 守 =2.001 
0 -1 2 
-11 2 15 
(3)| 2 5S$8 3 | =8.26. 
15 3 -3 


解 (1) 输入 MATLAB 程序 . 
>>&A=[1-10;-2 4-2;0-12];V0=[1,1,1]'; 
[k,1ambda,Vvk,Wc] =ydwyfmf(A,V0,0.2,0.0001,10000) 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :因为 A-aE 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 A-aE 能 进行 LU 分 解 . 
&R-aEg 的 秩 R(A-aEg) 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 hl .迭代 次 数 k, 按 模 最 小 特征 值 的 近 


似 值 1ambqa ,特征 向 量 的 近似 向 量 vk, 相 邻 两 次 迭代 的 误差 wc 如 下 : 
hl = 


kK = 1Larmbaa = WC = 
0 .2384 1.0213e -007 0.8000 1.0400 0.2720 

Vk = V = D = 
1.0000 -0.2424 -1.0000 -0.5707 5.1249 0 0 
0.7616 1.0000 -0.7616 0.3633 0 0.2384 0 
0 0 1.6367 


0.4323 -0.3200 -0.4323 1 .0000 


(2) 输入 MATLAB 程序 
>>A=[1-1;2 4];V0 =[f20,1]'; 
[k,Lambda,Vk,wc] =ydqwyfmf(Ra,V0,2.001,0.0001,100) 


运行 后 屏幕 显示 结果 





260 第 五 章 ”和 抑 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 计算 


请 注意 :因为 A - aE 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 A - aE 能 进行 LU 分 解 . 
&A-aE 的 秩 R(A-aE) 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 nl . 选 代 次 数 k, 按 模 最 小 特征 值 的 近 
似 值 Lambdaa ,特征 向 量 的 近似 向 量 Yx, 相 邻 两 次 选 代 的 误差 Wc 如 下 : 


K = LambaQa = Wc = hl = 

2 2.0020 5.1528e -007 -1 .0010 -0.0010 
VK = V = D = 

.0000 -1.0000 0 .5000 2 0 
-1 .0000 1 .0000 -1.0000 0 3 


(3) 输入 MATLAB 程序 
>>RA=[-11 2 15;2 58 3;15 3-3];V0=[1,1,，-1]; 
[kxk,Lambdaqan,Vk,Wc] =ydwyfmf(A,V0,8.26,0.0001,100) 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :因为 A -azE 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 A -aE 能 进行 LU 分 解 . 
&A-ag 的 秩 R(RA-ag) 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 nl .和 迭代 次 数 k, 按 模 最 小 特征 值 的 近 
似 值 lambda ,特征 向 量 的 近似 向 量 Vk , 相 邻 两 次 选 代 的 误差 wc 如 下 : 


k= Jambdaan = WC = Phl = 
2 8 .2640 6.9304e -008 -19.2600 -961.9924 -6.1256 
VK = V = D = 
-0.7692 0 .7928 0.6081 0.0416 -22.5249 0 0 
0 .0912 0.0030 -0.0721 0.9974 0 8.2640 0 
~1.0000 -0.6095 0.7906 0.0590 0 0 58.2609 


例 S.3.3 用 原点 位 移 反 寡 法 的 迭代 公式 (5. 28), 计算 4 = 
0 TI1 -5$ 
-2 17 -7 | 的 分 别 对 应 于 特征 值 k, = 和 =1.001,A; = 人, =2.001 ,3 一 Ai; 
-4 26 -10 
=4. 001 的 特征 向 量 已 , 寻 , 夺 :的 近似 向 量 , 相 邻 迁 代 误 善 为 0. 001. 将 计算 结果 
与 精确 特征 向 量 比较 ,其 中 
人，= 0. 999 999 999 999 97.…,A， =| 999 999 999 999 99…,A; =4 000 000 000 000 02…， 
分 别 对 应 特征 向 量 为 
下 |; =〈0. 500 000 000 000 00 ,0. 500 000 000 000 00 ,1. 000 000 000 000 00 ， ) 
已 = ( -0.249 999 999 999 99 , - 0. 500 000 000 000 00, - 1. 000 000 000 000 00) "， 
宕 ; = ( -0. 400 000 000 000 00, - 0. 600 000 000 000 00 ,=- 1. 000 000 000 000 00) 7. 
解 〈1) 计算 特征 值 \, = 入 =1.001 对 应 的 特征 向 量 古 的 近似 向 量 . 输入 
MATLAB 程序 
>>R=[0 11-5;j-2 17 -7;-4 26-10];V0=[1,1,1】; 
[k,1ambda,Vk,wWcjl =ydqwyfmft(&A,V0,1.001,0.001,100),[V,D] =eig(A); 
Dzda =min(aiag(D)),wuD =abs(Dzd -lambda),VD =V(:,1),wuV=V(:,L)./VK， 
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运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :因为 A-ag 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 A-ag 能 进行 LU 分 解 . 
&A-aEg 的 秩 RCRA-aEg) 和 各 阶 顺 序 主 子 式 值 hl .迭代 次 数 k, 按 模 最 小 特征 值 的 近 


似 值 lambda ,特征 向 量 的 近似 向 量 Vk, 相 邻 两 次 迭代 的 误差 Wc 如 下 : 
hl = 


-1.00100000000000 5.98500100000000 -0.00299600100000 
k = LampbdGa = RRAL = 
5 1.00200000000000 -0.00299600100000 


VK = VD = WUV = 


-0.50000000000000 -0.40824829046386 0.81649658092773 
-0.50000000000000 -0.40824829046386 0.816496558092773 
-1.00000000000000 -0.81649658092773 0.81649658092773 
Wec = D2zQ = wuD = 
1.378794763695562e -009 1.00000000000000 0.00200000000000 
从 输出 的 结果 可 见 ,迭代 5 次 ,特征 向 量 刺 , 的 近似 向 量 筷 的 相 邻 两 次 迭代 
的 误差 e=1. 379e - 009 ,由 oz 可 以 看 出 ,车 = 六 与 YD 的 对 应 分 量 的 比值 
相等 . 特征 值 AM, 的 近似 值 jambda = 1. 002 与 初始 值 =1. 001 的 绝对 误差 为 
0. 001 , 而 与 ,的 绝对 误差 为 0. 002 ,其 中 
书 , = ( -0. 500 000 000 000 00…, -0. 500 000 000 000 00… ,1. 000 000 000 000 00…) 7 ， 
入 = ( -0. S00 000 000 000 00, - 0. 500 000 000 000 00 ,1. 000 000 000 000 00) 
(2) 计算 特征 值 =》 =2. 001 对 应 特征 向 量 刺 : 的 近似 向 量 . 
输入 MATLAB 程序 
>>A=[o 11-5; -2 17 -7; -4 26-10];vV0O=[1,1.1]; 
[k,1lambdaa,Vk,wWc] =ydwyfmt(A,V0,2.001,0.001,100)， 
[v,D] =eig(RA)3;NWD = Lambda -D(2,2),VD=V(:,2),wuV=V(:,2)./VK， 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :因为 & - aE 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 RA - aE 能 进行 EU 分 解 . 
&R-aE 的 秩 R(RA-aE) 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 hl .和 迭代 次 数 k, 按 模 最 小 特征 值 的 近 
似 值 lambda ,特征 向 量 的 近似 向 量 Vk , 相 邻 两 次 欠 代 的 误差 wc 如 下 ; 


hl = 

-2.00100000000000 -8.01299900000000 0.00200099900000 
Kk= WwWc= 1Lambda = WD = 
2 3.131363162302120e -007 2 .00200000000016 0.00200000000016 
VKk = VD = WuUV = 


-0.24999999999999 0.21821789023599 -0.87287156094401 
-0.49999999999999 0.43643578047198 -0.87287156094398 
-1.00000000000000 0.87287156094397 -0.87287156094397 
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从 输出 的 结果 可 见 , 选 代 2 次 ,特征 向 量 总 的 近似 向 量 马 的 相 邻 两 次 迭代 
的 误差 克 e=3. 131e -007 ,站 与 下 的 对 应 分 量 的 比值 近似 相等 , 特征 值 A; 的 近 
似 值 lembda =2. 002 与 初始 值 1 =2. 001 的 绝对 误 盖 约 为 0. 001 , 而 jembdea 与 
A; 的 绝对 误差 约 为 0. 002 ,其 中 
马 = ( -0.249 999 999 999 99 , -0. 499 999 999 999 99, -1. 000 000 000 000 00) ， 
X, = ( -0.24999999999999 , - 0. 50000000000000 , - 1. 00000000000000…) 
(3) 计算 特征 值 \; =A; =4.001 对 应 特征 向 量 妃 的 近似 向 量 . 输入 MAT- 
LAB 程序 
>>RA=[0 11-5;-2 17-7;-4 26-10]jjivo=[1,1,1]; 
fk,1L1ambda,VK,Wc] =ydqwyfmf(A,V0,4.001,0.001,100) 
[V,D] =eig(&A);WD =1ambda -max(diag(D)),VD =V(:,3),wuV =V(:,3)./VK， 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :因为 A -aE 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 零 ,所 以 A -aE 能 进行 LU 分 解 . 
A-ag 的 秩 R(A-aEg) 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 hl .和 迭代 次 数 k, 按 模 最 小 特征 值 的 近 
似 值 lambda ,特征 向 量 的 近似 向 量 vk, 相 邻 两 次 迭代 的 误差 wc 如 下 : 
了 1 = 
-4.00100000000000 -30 .00899900000000 -0.00600500099999 
K = 1ambqa = Wec = 
2 4.00199999999990 1.996084182914842e -007 


0.00199999999990 
VKk = VD = WuWV = 
0 .40000000000001 -0.32444284226153 -0.81110710565380 
0.60000000000001 -0.48666426339229 -0.81110710565381 
1.00000000000000 -0.81110710565381 -0.81110710565381 
从 输出 的 结果 可 见 ,迭代 2 次 ,特征 向 量 的 近似 向 量 马 , 的 相 邻 两 次 欠 代 
的 误差 瑟 =1.996e - 007 ,总 与 矶 的 对 应 分 量 的 比值 近似 相等 . 特征 值 A; 的 近 
似 值 ambda =4. 002 与 初始 值 人 =4. 001 的 绝对 误差 近似 为 0. 001 , 而 jembda 
与 4; 的 绝对 误差 约 为 0. 002 ,其 中 
天, = ( -0.400 000 000 000 00, -0. 600 000 000 000 00, - 1. 000 000 000 000 00) ， 
记 = (0. 400 000 000 000 1 ,0. 600 000 000 000 01 ,1. 000 000 000 000 000) 
综 上 所 述 ,用 原点 位 移 反 朝 法 的 迭代 公式 (5.28) 求 抢 阵 的 全 部 特征 值 分 别 对 
应 特征 向 量 的 收敛 速度 快 , 且 精 确 度 高 . 但 是 求 矩 阵 的 全 部 特征 值 的 结果 不 理想 . 
(二 ) 原点 位 移 反 桥 法 的 MATLAB 主 程序 2 
根据 迭代 公式 (5.27) , 现 提供 用 原点 位 移 反 朝 法 计算 矩阵 4 的 按 模 最 小 特 
征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 


PP 1 
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用 原点 位 移 反 害 法 计算 矩阵 4 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 MATLAB 
主 程序 2 

输入 的 量 :” 阶 实 和 矩阵 4 .= 维 初始 实 向量 w ,特征 值 的 近似 值 jombpn .计算 
的 精度 闻 、 迭 代 的 最 大 次 数 max1. 

输出 的 量 :迭代 的 次 数 5.4 的 特征 值 A, 的 近似 值 lembda.、A, 对 应 的 特征 
向 量 天 ,的 近似 向 量 风 、 相 邻 两 次 迭代 的 误差 丈 c. 如 果 和 迭代 次 数 已 经 达到 最 大 
的 和 迭代 次 数 maxl1, 则 给 出 提示 的 相关 信息 . 


function[k,1ambdan,Vk,Wc] = wfmifal( 有 和 A,VO0 ,jlamb ,ja,maxl ) 








[fn,n] =size(A);jd=jd*0.1;A1L =A-Jjlambyeye(n)i;inal =inv(Al); 
Lambdal =07K=1I3;WC=1I3SsState=13U=V0; 
while((k< =maxl)&(state= =1)) 
Vk =AL NUi[mj] =max(abs(Vk))imk =miVk =(1 nk) *VkiVkl =AL ANVk; 
[ml1j]j =max(abs(Vkl))3;mkl =ml,Vkl =(1 如 kl)*VkL3 =Vkl， 
Txw = (norm(Vkl) -norm(Vk)) ormn(CVk1)i; 
tzw=abs((1lambdqal -ImKkl) Ankl ) ; 
Wc =max(Txw,tzw);l1ambdqal =mkl;istate =0; 
it(Wc > jd) 
state =1; 
enaQ 
Kk=K+1; 
ena 
ift(Wc< =Jdq) 
aisp( "请 注意 迭代 次 数 k, 特 征 值 的 近似 值 lambda, 对 应 的 特征 向 量 的 近似 
向 量 Vk , 相 邻 两 次 迭代 的 误差 Wc 如 下 : ) 
elSe 
disp(" 请 注意 迭代 次 数 k 已 经 达到 最 大 和 迭代 次 数 maxl ,特征 值 的 近似 值 
lambda ,对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 量 Vk , 相 邻 两 次 迭代 的 误差 Wc 如 下 : ) 
endQ 
[V,D] =eig(aA, nobalance '),VK=U;k =k -1;Wcilambaan =jlamb +1 加 ki 
例 $.3.4 用 原点 位 移 反 寡 法 的 选 代 公 式 (5.27) ,计算 例题 5.3.3, 并 且 将 
这 两 个 例题 的 计算 结果 进行 比较 . 再 用 两 种 原点 位 移 反 等 法 的 MATLAB 主 程 
序 ,求人 =0. 999 999 999 999 97 对 应 的 特征 向 量 . 
解 (1) 计算 特征 值 A ~ 和 = 1. 001 对 应 特征 向 量 区 的 近似 向 量 . 
输入 MATLAB 程序 
>>RA=[0 11-5; -2 17 -7;1-4 26-10];vo=[1,1,1]'; 
[k,1ambda,Vk,wWc] =wfmifal(A,V0,1.001,0.001,100) 
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运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 迭代 次 数 k, 特 征 值 的 近似 值 lambda ,对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 量 Vk, 相 邻 


两 次 迭代 的 误差 wc 如 下 : 
长 = larmbdqa = Wec = 
5 1.00200000000138 1.376344154436924e 一 006 
Vk'= -0.50000000000000 -0.50000000000000 -1.00000000000000 


同 理 可 得 ,另外 与 两 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 ,将 计算 结果 列表 5 - 3. 
表 S-3 例题 5.3.3 和 例题 5.3.4 计算 结果 比较 

由 (5.27) 式 计算 结果 “| 。 由 (5.28) 式 计算 结果 _ 

下 =5 
成 =(Q500,0.500,1000) 7 
又 =( -0500, -0500, -1.000)” 
了 攀 =1.378 794 763 65% 562e -009 
1ombda =1.002 000 000 000 00 
入 =0 999 999 999 999 97… 












大 =5 
迭代 次 数 天 天 =(0.500,0.500,1.000) 
X, 和 其 近似 向 量 公 双 =(-0500, -0500, -1.000) 
马 , 的 相 邻 迭代 误差 Fe | 取 =1.376 34 154 436 924e -006 
A， 和 其 近似 值 ambda | Jambda =1.002 000 000 001 38 

入 =0.999 999 999 999 男 … 





















大 =2 大 =2 
和 迭代 次 数 天 闷 =(-0Q250, -0.500, -1000) 已 =( -0.250, -0Q.500, -1000)” 
忆 和 其 近似 向 量 人 V =(-0250,-0500,-1000)7 V =( -0250,-0500, -1000)7 
部 的 相 邻 迭代 误差 到 ec | 鸯 =6.252 343 455 491 521e -004 耻 =3.131 258 787 820 493e -007 
A;， 和 其 近似 值 lambda | jambda =2 001 999 999 657 0 Iamjda =2 002 000 000 000 16 

| 克 =1 曲 最 喝 邮 罗 - 入 =1.999 999 999 999 99…. 
大 =2 让 

迭代 次 数 天 枣 =(-0400, -0Q600, -1000) 大 =( -0Q400, -Q600, -L000) 
X， 和 其 近似 向 量 人 及 =(0.400,0.600,1.000) 双 =(Q0400.0600,L000)- 


闷 , 的 相 邻 迁 代 误差 We | 下 =3.997 600 240 971 80le -004 
A， 和 其 近似 值 lambda | Jambda =4 001 999 999 800 30 
入 ,=4 000 000 000 000 02… 


通过 比较 表 5 -3 中 列 出 的 例题 5.3. 3 和 例题 5.3. 4 的 计算 结果 可 见 ,由 原 
点 位 移 反 寡 法 的 迭代 公式 (5.27) 的 迭代 序列 的 收敛 速度 比 迭 代 公 式 (5. 28 ) 稍 
慢 些 . 
(2) 再 用 两 种 原点 位 移 反 过 法 的 MATLAB 主 程 序 , 求 A， = 
0. 999 999 999 999 97 对 应 的 特征 向 量 . 输入 MATLAB 程序 
5 和 RSTD II 5 29137 二 -426 一 10]5V0 三 [3515I] 5 
[k,1Lambda,VK ,WC] =ydqwyfmf(aA,V0,0.99999999999997 ,0 .001,100) 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :因为 A - aE 的 各 阶 主子 式 都 不 等 于 夫 ， 所 以 A - aE 能 进行 LU 分 解 . 


耻 =1996 005 3%6 108 9l3e -0a77 
Jomida =4 001 99 99 咖 9 
入 。=4 000 000 000 000 02… 
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&A-aE 的 秩 R(RA-aE) 和 各 阶 顺 序 主子 式 值 b1、. 选 代 次 数 k, 按 模 最 小 特征 值 的 近 
似 值 Iambda ,特征 向 量 的 近似 向 量 Vk, 相 邻 两 次 迭代 的 误差 Wc 如 下 : 


Bl = 
-0.99999999999997 6.00000000000045 0.00000000000010 
RRA1 = VK = 
1.039168751049192e -013 0.50000000000000 
k = . 0.50000000000000 
2 1.00000000000000 
Lambda = WeC = 
1.00000000000000 4.317692037236759e -013 
输入 MATLAB 程序 
17 -7;-4 26-10];vo=[1,1,1]; 


>>A=[0 11-5; -2 
[k,1ambqa,Vk,NWc] =wfmifal(A,V0,0.99999999999997 ,0 .001,100) 


运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 和 迭代 次 数 k ,特征 值 的 近似 值 1ambdaa ,对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 量 Vk , 相 邻 


两 次 迭代 的 误差 Wwc 如 下 ; 
VK = 


K = 
3 0.50000000000000 
1ambqa = 0.50000000000000 

1 .00000000000000 1.00000000000000 
WCG = 


5 .412337245047640e -016 


例 5.3.5 用 原点 位 移 反 寡 法 的 迭代 公式 (5.27) ,计算 下 列 矩阵 在 给 定 的 
特征 值 的 初始 值 的 对 应 特征 向 量 ,精度 为 0. 001. 


1 2 2 1 1 
()4=-|1 -1 1 ,=L0L(2) 4=|2 4 于 =2.001 
4 -12 1 


解 (1) 输入 MATLAB .程序 


2;1 -1 1;4-12 1];v0=f11,1]; 


>>A=[fl 2 
txk,1iambda,Vk,wc] =wfmifal(RA,V0,1.01,0.001,100) 


运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 迭代 次 数 k, 特 征 值 的 近似 值 Lambaa ,特征 向 量 的 近似 向 量 Vk, 相 邻 两 次 迁 


代 的 误差 wc 如 下 : 


WC = 
3 .4622e -007， 
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-0.5280 +0.47201i 
-0.1112 +0.19441i 
0.6112 -0.16641i 


-1.0000 -0.5280 -0.47201i 
-0.3333 -0.1112 -0.19441i 
0 .3333 0.6112 +0.1664i 


1.0000 0 0 
0 -0.0000 +1.0000i 0 

0 0 -0.0000 -1.0000i 

VK = 


-1.0000 -0.3333 0.3333 


(2) 输入 MATLAB 程序 
>>RA=fl1-1;2 4];v0 =[20,1]】; 
{txk,L1ambqaa,Vk,wc] =wtmifal(&RA,V0,2.001,0.001,100) 


运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 欠 代 次 数 k, 特 征 值 的 近似 值 Lambaa ,对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 量 vk, 相 邻 


两 次 迭代 的 误差 Wc 如 下 : 


K = Lambda = WC = VK = 
3 2.0020 0.280e -009 工 一 工 
V = D = 
-1 .0000 0.5000 2 0 
0 3 


1.0000 -1.0000 


起 习题 5$.3 


4 


1. 用 反 罕 法 求 矩 阵 4 的 对 应 特征 值 \, =1.267 9 (精确 特征 值 为 , =3 -Vv3 ) 的 特征 向 


2 1 0 
asshmsms aaaw Rh， 3 中 
0 1 4 
2. 用 反 圭 法 计算 下 列 矩阵 的 主 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 近似 向 量 ,精度 为 0.000 01. 
-5 2 17 -11 2 15 
| -8 je 58 | 


3 3 一 3 1S. 3 -3 


5.4 雅 可 比方 法 及 其 MATLAB 程序 


雅 可 比方 法 是 用 来 计算 实 对 称 矩 阵 的 全 部 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 一 种 
迭代 的 方法 ,最 早 由 雅 可 比 给 出 . 自从 计算 机 出 现 以 后 ,古典 的 雅 可 比方 法 已 有 
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了 不 少 的 改进 和 推广 .本 节 主 要 介绍 雅 可 比方 法 及 其 MATLAB 程序 . 
5.4.1 雅 可 比方 法 


雅 可 比方 法 是 建立 在 下 面 定 理 的 基础 上 的 一 种 迭代 方法 . 
定理 5$.22 若 ” 阶 方 阵 4 是 实 对 称 矩 阵 , 则 存在 正 交 乞 阵 忆 , 使 得 
1; 
人 2 
已 4P = diag(A,Az，…A,) = 
入。 

其 中 履 ,A，…A, 是 4 的 全 部 特征 值 , 而 书 的 第 7 个 列 向 量 记 (=1,2,…,) 是 
对 应 MCA=1,2,…,z) 的 特征 向 量 . 

雅 可 比方 法 的 思想 是 :根据 定理 5. 22 ,设法 构造 一 系列 简单 的 正 交 和 搬 阵 序 
列 忆 , , 己 ; ,… , 书 ,,… ,使 得 


如 ,=4， “ 
| (=1,2，)， (5.29) 
及， = 天: 吾 ，) 刁 
逐步 地 将 实 对 称 和 矩阵 4 化 为 对 角 和 拖 阵 , 即 
im 再 ， = limPtB PP = diag(A,A2，…，A。). (35. 30 ) 


在 实际 情况 下 , 当 非 对 角 线 上 的 元 接近 零 时 ,构造 过 程 停止 . 则 可 得 到 
及 ,= 及 = diag( 和 ,7 ，… ,入 ，). 
另外 ,在 构造 正 交 抢 阵 序列 已 , 己 ,… ,已 .,… 的 过 程 中 ,产生 
及，= 己 . 玉 ， 忆  = 书 , 忆 |, 玉 ，) 己 ，， 己 ， 
= … = 忆 PP 4 … 忆 | 己 .. 
记忆 = 己 ,… 尼 ，, 尼 ,, 则 


疡 -4P = 妃 ,~diag( 和 AAA) ， (5.31) 
即 
4= PB,=~Pdiag( 和 AAA，，…，,A，). (5.32) 
令 己 的 列 向 量 用 瑟 , ,于 表示 , 则 


已 =〈 下 ,天 2 ，, 疏 。) . ($.33) 
(5.32) 式 可 表示 为 
(4 下 ,人 天 4 有) 一 (入 在， 入? 害 2 入 在 。). (5. 34) 
由 (5. 34) 式 得 
4 下 一 人 下 (=1;,2,，…，)， (5.35) 
从 而 正 交 和 手 阵 叫 的 每 个 列 向 量 忆 (=1,2,…:,a) 是 4 对 应 于 特征 值 A; 的 特征 
向 量 的 近似 向 量 ,以 后 简称 为 ;的 近似 特征 向 量 . 








AS 
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5.4.2 实用 的 雅 可 比方 法 及 其 计算 步骤 


根据 雅 可 比方 法 的 思想 ,我 们 可 以 用 以 下 步骤 实现 求 呈 阶 实 对 称 抢 阵 4 的 
特征 值 ; 和 对 应 于 A,; 的 近似 特征 向 量 于,( 预先 给 出 入 , 和 斑 ; 的 近似 精度 e). 
(一 ) 选取 旋转 主 元 所 在 的 行 数 ; 和 列 数 7 
因为 雅 可 比方 法 的 思想 是 :将 实 对 称 矩 阵 4 化 为 对 角 抢 阵 ,也 就 是 通过 和夫 
代 公 式 (5.29) ,逐次 将 非 对 角 线 上 的 元 接近 零 . 所 以 ,古典 的 雅 可 比方 法 中 ,每 
一 步 变 换 之 前 都 要 寻 查 如 ,的 主 对 角 线 上 方 绝 对 值 最 大 的 元 ,作为 它 的 旋转 主 
元 ,这 样 编程 序 比较 麻烦 . 这 里 我 们 分 两 步 进行 : 
(1) 先 用 下 面 的 MATLAB 程序 使 如 ,的 主 对 角 线 上 的 元 都 为 零 , 即 
AK =abs(Bk -diag(aiag(Bk))); 
(2) 再 用 下 面 的 MATLAB 程序 寻找 如 的 非 主 对 角 线 上 的 元 绝对 值 的 最 大 
者 | oj| ,输出 | oj| 及 其 |ej| 所 在 的 行 数 让 和 列 数 户 即 
[mliil=max(RAk); 
[m2j] =max(ml);z=i( 林 ). 
(二 ) 求 使 B, 的 元 5 = 如 =0 (iz 门 的 正 交 矩阵 已 的 元 
由 5.4.1 目 中 的 讨论 可 见 , 雅 可 比 选 代 (5.29) 中 实 对 称 矩 阵 B = 已 BR 
的 每 一 步 要 使 B, (FE =1,2,…,m,…) 的 两 个 非 对 角 元 即 = 外 =0 (ji =1， 
2,…,n). 设 (5.29) 中 的 


书 ， = 己 : 甩 ,PP = 尸 ,4 忆 ， (3. 36 1) 
使 两 个 非 对 角 元 风 = 咏 =0 (ij =12, ,ma) ,其 中 己 的 形式 为 
1  .… 0 0 .… 0 
从 。 了 Pi 交 Pi ee 0 .一 第 i 行 
PP =| : : : : 《5. 37 ) 
0 -有 0 | 一 第 了 行 
0  .… 0 -0 .| 
1 1 
第 ; 列 第 7 列 


这 里 除了 位 于 第 守 行 第 /7 列 上 的 元 放 和 关 0 和 第 7 列 第 大 行 上 的 元 - 凹 天 0 以 
外 ,其 余 的 非 对 角 元 pm =0 ( 严 关 夺 普 闪闪 ij 大 问 =1 2,…,) ,并 且 除 了 位 于 第 
i 行 第 列 上 的 元 ps 和 第 7 列 第 7 行 上 的 元 记 以 外 ,其 余 的 对 角 元 pu =1 (Fi 
下 =1,2,…,m). 当 pr=ecosb,p=sing 时 ,这 个 阶 和 矩阵 已 为 及 " 中 xx) 平面 
内 的 一 个 平面 旋转 抢 阵 ,6 为 旋转 角 , 称 4 的 (7 门 位 置 元 op 为 旋转 主 元 . 
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1  .… 0 ..。 0 .0 
0 CosB sinf 0 < 二 第 守 行 
, = 己 (ij ,0) = : 
0 -sing cosf 0 二 第 7 了 行 
0 0 0 1 /， 
(S. 38 ) 
和 1 
第 了 列 第 了 列 
下 面 验证 (5. 36) 式 只 改变 4 第 守 行 和 第 7 行 及 第 列 和 第 7 列 上 的 元 . 设 
QIl 人 QT 站 CT 人 CQ 1 交 交 交 0 因 交 0 国光 0 
Ca G 0 G 0 了 Ps 耶 0 
C =4P| = : : 
an 人 好 1 li 0 一 py 忆 0 
GAN C an av 人 0 0 0 1 
(5. 39 ) 


计算 (5.39) 式 ,可 以 看 出 ,(5.36) 式 只 改变 4 的 第 关 列 和 第 ] 列 上 的 元 . 并 且 C， 
= (cj 满足 

人 当天 关 1 上 且 有 关 )， 

cu =Piam 一 Pam， 到 =1 2， 于 (5. 40 ) 


尼 





cmw=Ppiam+paamw， 了 用 =1 2， 

例如 , 当 取 阶 矩 阵 已 为 R 中 二,% 平面 内 的 一 个 平面 旋转 矩阵 (5. 38 ) 
时 ， 
Cu =QGwk， 当 大 关 5, 且 天 夭 )， 


cm =anicosg -amwsing， 到 =1)2，…)P， 





cm =QGnmsing +Cwcos0， 取 =1 ,2，… ,7 

同 理 , 记 4 只 改变 4 的 第 半 行 和 第 7 行 上 的 元 . 因此 ,(5. 36) 式 只 改变 4 第; 
行 和 第 7 行 ,第 列 和 第 太 列 上 的 元 . 至， = (pb (JJ=1,2,…,) 的 元 0 (7 = 1 ?9 
2,…,m) 可 以 用 下 列 公式 计算 : 





270 第 五 章 ”矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 计算 


当 冯 天 ， 
当 到 天 ;7， 


0 =PiGm 一 Piam， 

总 。 =Piran+Ppaam， 

bs =Paai +P5G5 一 2pipyai， (S. 41) 
从 = Piyai 二 Pa 十 2PiPpyai 
2 三 (号 一 P)ay 十 Piap 江 ai 一 a1)， 

允 , 的 其 他 元 可 根据 对 称 性 得 到 ， 

例如 , 当 取 阶 矩阵 已 为 R* 中 “平面 内 的 一 个 平面 旋转 矩阵 (5. 38 ) 
时 ,对 称 和 矩阵 中 =( 罗 ) (ij=1,2，…m) 的 元 名 (7=1,2,…,m) 可 以 用 下 列 公 


式 计算 : 


6 =anwcos 9 -auwsin 0， 当 严 天 记 7， 
bs = ansin 0 +awcos 0， 当 普天 六 7， 
6 = aicos” 0 + asin” 6--2aijcos bsin 0， 
1 一 aijisin? 妖 十 aycos” 如 十 2ajcos 9sin 0， 
六 = 人 cos" 0 -sin 0)aj+(ai-ai)cos gsin 0， 
即 
bw =awnicos 0-anisin 0， 当 严 天 庆 J， 
bw = Cnisin 0+awcos 0， 当 严 关 i， 
六 = Ga cos 0 + aysin 0 -aisin 20， (5.42) 


= asin” 0 + aceos b+aisin 20， 
1 - 
0 = aiycos 20 + 万 (qu 玫 )sin 20. 


雅 可 比 迭 代 (5. 29) 中 了 , = 尼 : 有 ，, 书 的 每 一 步 要 使 如 ( 开 =1,2,……,…) 的 
两 个 非 对 角 元 = 如 =0 (izj 记 17=1,2,…,m) ,只 要 取 (5.38) 中 的 





位 (5.43) 
py =sinb 
即 可 . 由 (5.42) 中 的 第 5 式 , 得 
cot 20 -5 (161< 地 ) . (5.44) 
由 (5.44) 知 ,(1) 当 as =ay 时 ,cot 29=0, 从 而 09= 土 二 ; 
2tan 0 _ 


(2) 当 as 关 ay 时 , 令 cot 29 = ctan b= 纪 则 从 (5.44) 和 tan 20=1 an 
-tan 


二 联 立方 程 组 , 解 得 
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1 sign(c) 
ti=tan f = 二 ， (5. 45 ) 
ctV1+e lcl+vVI+e: 
1 . 1 
1 vT， 
1 +t 6 1 + 
0 (5. 46) 


py=sin 0=cos gtan 0= 





1 二 所 
(三 ) 控制 迭代 终止 的 条 件 
在 每 一 轮 消 元 时 ,都 要 给 出 一 个 控制 量 e, , 称 为 控制 迭代 终止 的 条 件 , 也 称 
为 消 元 容 限 . 如 果 第 大 次 迁 代 的 矩阵 吾 , 的 非 主 对 角 线 上 的 所 有 元 的 绝对 值 


1 au 1 < eu 就 适 代 终止 没有 统一 的 选 代 终止 的 条 件 ,有 的 取 > 1 ai1 < 8 或 者 


了 


1o1<s /六 1 时 , 透 代 停止 (其 中 5 是 要 求 的 精度 ) ,效果 不 好 . 在 这 


里 ,选用 预先 给 定 人 , 和 邢 ; 的 近似 精度 e = er, 当 召 , 的 非 主 对 角 线 上 的 元 最 大 者 
w 的 绝对 值 1 aoy 1 < e 时 ,就 途 代 终止 ,效果 非常 好 (请 看 例 5.4.1). 用 下 面 的 
MATLAB 程序 作为 控制 迭代 终止 的 条 件 , 即 
Wc =m2; 
if(Wc >jd) 
State =]; 
elSse 
工 tUIT 了 II 
emndQ 
(四 ) 计 算 正 交 抑 阵 忆 = 已 PP 了 
从 (5.32) 到 (5.35) 式 可 见 , 己 的 你 向 量 是 所 要 求 的 特征 向 量 万 (i = 1， 
2,… ,ma) 的 近似 向 量 . 所 以 ,在 第 左 次 迭代 停止 时 ,需要 计算 出 正 交 矩阵 己 这 需 
要 保存 每 一 步 和 迭代 的 风 = 已 PP PE=1,2,…,n). 在 这 里 ,我 们 取 初 始 矩 
阵 Ye = 厂 (其 中 巨 是 单位 矩阵 ) ,再 用 了 = ,PP, 保存 . 设 第 天 次 迭代 的 矩阵 
VY…”= (zz” ) ww 的 元 可 以 用 下 面 的 公式 计算 ; 
人 一 厅 (有人 ) 二 万 (力作 1 
po = 一 Bo 0 (2 
人 CD 一 四 (有 (天 让 
综 上 所 述 ,用 雅 可 比 和 迭代 求 盖 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 M, 和 对 应 于 特征 值 
A; 的 特征 向 量 在 的 近似 特征 向 量 ,精度 为 s 的 一 般 步 又 如 下 ; 
步骤 1 选 旋 转 主 元 . 
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RARk =abps(Bk -aiag(aiag(Bk))); 
[mli] =max(RAk);[m2j] =max(ml);z=i(J); 
步骤 2 求 内 =coseg 和 pr=sinb 
(1) 选择 第 i 行 和 第 ] 列 ,使 得 wy 0, 求 (5. 46) 式 中 的 mm = cos g 和 证 = 
Sin 0. 


当 o =eas 时 , 取 6= 了 sign(ay); 
当天 ou 时 ,计算 











Qi 一 CQ 
c=cot20= 一 ， 
2ay 
,= sign(c) 
lcl + wW1 下 
(S. 47) 
= 1 
= 了 
VE + 
(2) 构造 召 = 吾 =(b) ,其 中 
疙 = 妨 =0， 
bs = Do =Paam 一 PiQGmw， 当 冯 天 17 
bw = =PiQm 十 Paam， 当 豚 天 5 J， (3.48) 


0 =Da + PoGi 一 2papyai， 
妇 = 了 an + pig 十 2Pip5Gr 
步骤 3 计算 第 大 次 欠 代 的 正 交 和 矩阵 己 = 已 忆 … 忆 -ii 忆 
步骤 4 当 max (lawul)<e 时 , 迁 代 停止 ,其 中 是 要 求 的 精度 ;和 否则， 


下 :天 二 上 2， 下 


转 到 步骤 1 .步骤 2 和 步骤 3. 如 此 下 去 , 当 和 迭代 mm 次 后 停止 时 ,得 到 对 称 矩 阵 序 
列 妇 .= 殊 P7 Ph4P…P， 忆 和正 交 和 矩阵 序列 己 = 书 忆 …P， ,PP,, 则 如 ,的 主 
对 角 线 上 元 就 是 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 的 近似 值 人 ,, 刀 的 列 向 量 就 是 特征 值 对 应 
的 特征 向 量 于 (=1,2,…,) 的 近似 向 量 , 它 们 的 精度 为 e. 

例 5.4.1 用 雅 可 比方 法 计算 矩阵 和 的 特征 值 A; 和 对 应 的 特征 向 量 已 ， 
l12 -56 3 -1 
-56 7 2 0 
3 2 5 1 
-1 0 1 12 
解 ” 取 精度 为 e =0. 001. 


(=1,2,3,4) ,其 中 4 = 
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(1) 迭代 次 数 上 =1 时 ,计算 如 下 : 
@ 选取 旋转 主 元 所 在 的 行 数 二 和 列 数 7 
4 的 非 主 对 角 线 上 的 元 的 绝对 值 的 最 大 者 lax 1 = 56 所 在 的 行 数 上 = 2 和 列 
数 了 = 1. 
@) 根据 (5$.47) 式 , 求 得 pn =p， =cos 0=0.722 7， 
pu = -pi=snb=0.6912， 
且 正 交 乞 阵 ( 即 旋转 矩阵 ) 己 ,为 


0.7227 0.691 2 0 0 
-0.6912 0.722 7 0 0 
VY， = 史 ， 二 ?9 
0 0 1.0000 0 
0 0 0 1.0000 
65. 3555 8 0 0.7858 -0.722 7 
互 = PTI4P - 


0.785 8 3.S18 9 5.0000 1.0000 
-0.7227 “ -0.6912 1.0000 12.0000 
全 判断 是 否 满足 控制 迭代 终止 的 条 件 max (le 1) <e. 


了 二,2 


因为 第 有 =1 次 和 迭代 的 卸 阵 吾 , 的 非 主 对 角 线 上 的 所 有 元 的 绝对 值 tau | 的 
最 大 值 max (lal) =3.518 9>e, 所 以 继续 迭代. 


阳 ) 直 = 1.2，…， 


(2) 迭代 次 数 上 =2 时 ,计算 如 下 : 

电 选取 旋转 主 元 所 在 的 行 数 和 列 数 / 

如 , 的 非 主 对 角 线 上 的 元 的 绝对 值 的 最 大 者 1821 =3. 518 9 所 在 的 行 数 ;=3 
和 列 数 /= 2 正 交 和 抢 阵 ( 即 旋转 矩阵 ) 己 ;为 


0 

-0.0000 -46.5558 3.5189 -0.691 2 
4 
1 


1.0000 0 0 0 
0 0.9977 0.0678 0 
六 = 0 -0.0678 0.9977 0 | 
0 0 0 1.0000 
正 交 和 撼 阵 ( 即 旋 转 矩 阵 ) Y， = 忆 , 己 ,为 
0.7227 ”0.6896 0.0468 0 
-0.6912 ”0.7210 0.0490 0 
2 0 -0.0678 0.9977 0 
0 0 0 1.0000 
65.5558 -0.0533 0.7840 -0.7227 
， -0.0533 -46.7949 0 -0.7574 
忆 ， = 己 : 忆 ,也 = 


0.784 0 0.0000 5.2391 0.9509 | 
-0.7227 -0.7574 0.9509 12.0000 





274 第 五 章 ”和 拢 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 计算 


图 因为 第 上 =2 次 迭代 的 邱 阵 至, 的 非 主 对 角 线 上 的 所 有 元 的 绝对 值 ou 
的 最 大 值 ”max (lowl) =0.950 9 >e, 所 以 继续 迭代 . 


(3) 如 此 下 去 ,经 过 让 =10 次 和 迭代 ,可 得 到 , 当 和 矩阵 吾 ,。 的 非 主 对 角 线 上 的 所 
有 元 的 绝对 值 1a,,1 的 最 大 值 为 We =6.9206 xl10 一 时 , 正 交 和 抑 阵 ( 即 以 特征 向 量 





为 列 向 量 的 失 阵 ) 己 =Y。 = 忆 忆 PP ， 


0.7229 0.6899 0.0373 0.0059 
，_| -0.6907 0.7206 0.0600 -0.0103 
-| 0.0lt28 -0.0680 0.9881 0.13736 
-0.0133 ”0.0129 -0.1366 0.9905 
邯 
0.723 “0.690 “0.037 ”0.006 
，_| -0.691 0.721 0.060 -0.010 
o | 0.0l3 -0.068 0.988 0.1374 
-0.013 ”0.013 -0.137 0.991 
65.5754 0.0000 -0.0002 .0.0000 
， -0.0000 -46.8046 -0.0000 -0.0007 
Bo= opgoo-| 00oo02 -0000 50954 0.0075| 
0.0000 -0.0007 0.0075 12.1338 
至 ,的 主 对 角 线 上 的 元 , 即 特征 值 的 近似 值 的 向 量 为 
万 ,= (65.575 4 -46.8046 5.095 4 12.133 8)7. 
其 实 ,4 的 精确 的 特征 值 的 向 量 为 
人-=(65.5754 -46.8046 5.095 4 12.133 8)7. 
下 ,与 太 的 各 个 分 量 的 最 大 绝对 误差 为 6. 936 3 x 10 “. 
-0.7229 0.6899 -0.0373 0.0059 
0.6907 “0.7206 -0.0600 -0.0103 
-| -0.0128 -0.0680 -0.9%880 0.1384| 
0.0133 ”0.0129 0.1377 0.9903 
即 
-0.723 “0.690 -0.037 ”0.006 
0.691 ”0.721 -0.060 -0.010 
| -0.013 -0.068 -0.988 0.138 
-0.013 ”0.013 0.138 ”0.990 


Vi 与 蕊 的 各 个 分 量 的 最 大 绝对 误差 为 0. 001. 
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5.4.3 雅 可 比方 法 的 MATLAB 程序 


设 ” 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 半 个 特征 值 为 A, ,A;,…,A,, 特 征 值 A; 对 应 的 特征 
向量 为 邢 , 则 我 们 可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 计算 4 的 全 部 特征 值 和 对 应 的 特 
征 向 量 的 近似 值 和 向 量 . 

用 雅 可 比方 法 计算 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 的 MATLAB 
主 程序 ， 
输入 的 量 :” 阶 实 对 称 和 矩阵 4. 计算 的 精度 已、 和 迭代 的 最 大 次 数 maxl; 

输出 的 量 :计算 全 过 程 中 每 次 迭代 的 序号 有 ,选取 的 旋转 主 元 mF 及 其 所 在 
的 行 数 二 和 列 数 疡 cp 和 户 的 值 ,旋转 矩阵 忆 , 正 交 怎 阵 凡 = 已 天 … 甩 ,对称 
和 矩阵 好 ,判断 是 否 满足 控制 选 代 终 止 的 条 件 克 c, 以 特征 向 量 为 列 向 量 的 矩阵 
yY, 特 征 值 为 对 角 元 的 对 角 矩 阵 九 . 如 果 和 迭代 次 数 已 经 达到 最 大 的 迭代 次 数 
maxl, 则 给 出 提示 的 相关 信息 

根据 雅 可 比 和 迭代 求 二 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 A, 和 对 应 的 特征 向 量 天 的 
近似 向 量 ,精度 为 e 的 一 般 步 又 , 现 提供 MATLAB 主 程序 如 下 : 


function[k,Bk,V,D,Wc] =Jjacobite(A,jd,max1l ) 














[n,n]j =size(A);Vk =eye(n);Bk =Aistate =1;jk=0;P0 =eye(n); 

Aij=abs(Bk -aiag(dqiag(Bk)))3;[mlij =max(Ai 林 ); 

[m23j] =max(mli);i=i(); 

while((K< =maxl)&(state= =1)) 

k=k+iyaij=abs(Bk-aqiag(aiag(Bk)));[mli]l=max(abs(aij)); 

[m2j] =max(m);ii=i(j),j,Aij=(Bk -diag(diag(Bk)));ymk =m2 
sign(RAij(i, 林 ))， 

wc =m2,Dk=adiag(diag(Bk));PK=P0Oic=(Bk(j,j) -Bk(i,i)) 人 2 * BK 


(IT, 了 了) ) ， 
ft-sign(c) 人 aps(c)+sdqrct(1 +c>2))， 
pii=1 人 M 人 sqrt(1L+t2)),pij=tMsGdGrt(1 +t2)),PkCi,i) =piiyPpk(i， 
j) =pi5li 
Pk(Jj, jj =piiiPk(j,i)= -pijyPk,B1 = PK "#*BKiB2 =B1 +#kPKIVK=VK= 
Pk ,BK = B2 ， 
if(Wc>Jjd) 
State =1; 
ese 
工人 tuUTDn 
end 


PKk3;Vk;BK = B2 YWC ; 
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enQ 
ifE(k >max1) 
disp( "请 注意 迭代 次 数 k 已 经 达到 最 大 迭代 次 数 maxl ,和 迭代 次 数 k ,对称 和 扼 阵 
Bk ,以 特征 向 量 为 列 向 量 的 矩阵 V, 特 征 值 为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 D 如 下 : ) 
elSse 
aisp(' 请 注意 兴 代 次 数 kx, 对 称 抢 阵 Bk, 以 特征 向 量 为 列 向 量 的 矩阵 V, 特 征 值 
为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 D 如 下 : ) 
endq 
Wcik =KkiJV=Vk;Bk =B2;D=daiagf(aiag(Bk)); 
[Vv1,D1]=eig(A, nobalance ') 

例 5.4.2 用 雅 可 比方 法 的 MATLAB 程序 计算 例 5.4.1 中 矩阵 4 的 特征 值 
A;， 和 对 应 的 特征 向 量 于 (ii=1,2,3,4). 

解 (1) 保存 名 为 jacobitem 为 M 文 件 ; 

(2) 输入 MATLAB 程序 

>>R=[12-56 3-1; -56 7 2 0;3 2 5 1;:-1 0 1 1I 2]; 
fk,B,V,D,wc] =jacobite(&aA,0.001,100) 

(3)》 运行 后 屏幕 显示 计算 的 全 过 程 中 每 次 迭代 的 序号 上 ,选取 的 旋转 主 元 
mk 及 其 所 在 的 行 数 ;和 列 数 户 c, 志 上 和 户 的 值 ,旋转 矩阵 P,, 正 交 矩 阵 Wi = 
PP,…P, ,对 称 矩 阵 及, ,判断 是 否 满足 控制 迭代 终止 的 条 件 Wec, 以 特征 向 量 为 
列 向 量 的 矩阵 Y, 特 征 值 为 对 角 元 的 对 角 符 阵 忆 和 相关 信息 如 下 : 


K = 守 = JJ = mk = WcC = 
工 2 工 -56 S56 
C = t = _ 
-0.04464285714286 -0.95635313919972 
Pii = pij = 
0.72270271801843 -0.69115901308510 
PK = 
0 .72270271801843 ”0 .69115901308510 0 0 
-0.69115901308510 0.72270271801843 0 0 
0 0 1.00000000000000 0 
0 0 0 1.00000000000000 
VKk = 
0.72270271801843 ”0.69115901308510 0 0 
-0.69115901308510 0 .72270271801843 0 0 
0 0 1.00000000000000 0 
0 0 0 1 工 .00000000000000 


BK = 





65 .55577579518456 
-0.00000000000001 
0.78579012788509 
-0.72270271801843 


-7.32558932518824 


Dii = 


0 .99770011455446 
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0 

一 46 .55577579518456 

3 .51888247529217 

-0.69115901308510 
mk = 


0.78579012788509 
3 .51888247529217 
5 .00000000000000 
工 .00000000000000 


-0.12270271801843 
-0.69115901308510 
工 .00000000000000 
12 .00000000000000 


WC = 


3 .51888247529217 


七 = 


Pi = 
-0.06778260409592 


PK = 
1.00000000000000 0 
0 0 .99770011455446 
0 -0.06778260409592 
0 0 
VK = 


0.72270271801843 
-0.69115901308510 


0 


0.06778260409592 
0.99770011455446 


0 


0 .68956942653035 0 .04684855775127 
0.72104058455581 0.04898667221449 


0 -0.06778260409592 0.99770011455446 


0 
BK = 
65 .5557757951I8456 
-0.05326290114093 
0.78398290060672 
-0.72270271801843 


-3.55519802380213 


Piri = 


-0.05326290114092 


0 


-46.79484464383285 


二 mk = 


0 


0.78398290060672 


0 


.0.00000000000000 5.23906884864829 


-0.75735203062627 0.95085155680318 


WC 


3 0.95085155680318 


Pi 


0.99061693994324 


PK = 
1 .00000000000000 


0 


0 1.00000000000000 


0 
0 


-0.13796227443116 


0 
0 


3 .51888247529217 


-0.06793885568129 


0 
0 
0 
1 .00000000000000 


0 
0 
0 
1.00000000000000 


-0.72270271801843 
-0.75735203062627 
0.950895155680318 
12 .00000000000000 


0.95085155680318 


-0.13666776612460 


0 
0 


0 0.99061693994324 0.13666776612460 
0 -0.13666776612460 0.99061693994324 
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0.87539690801061 


0 .04640897492032 
0.04852702732712 
0 .98833863446096 
.13666776612460 


0.87539690801061 

0.10350561019562 

5.10788720522532 

-0.00000000000000 
WC = 


0.00640268773403 
0 .00669489906143 
0 .13635344591842 
0.99061693994324 


~0.60877636330628 
-0.75024575103880 
-0.00000000000000 
12 .13118164342297 


0 .87539690801061 


VK = 
0.72270271801843 0 .68956942653035 
-0.69115901308510 0.72104058455581 
0 -0.06778260409592 
0 0 

BK = 
65 .55577579518456 -0.05326290114092 
-0.053262901144093 -46.79484464383285 
0.87539690801061 0.10350561019562 
-0.60877636330628 -0.75024575103880 

K = 工 = ]j = ImKk = 
4 工 3 

C = 上 = 


-34.52598931799430 


-0.01447880833914 





Pii = pi]j = 
0 .99989519853186 -0.01447729093877 
PK = 
0.99989519853186 0 -0.01447729093877 0 
0 1.00000000000000 0 0 
0.01447729093877 0 0.99989519853186 0 
0 0 0 1.00000000000000 


VK = 
0.72329885394465 
-69038403871280 
0.01430846595712 
-00197857901214 

BK = 
.956845049923633 
.05175883827809 
.00000000000000 
.60871256264964 


39 .27114962375084 


Pii = 


0.99991898429114 


PK = 


0.68956942653035 
0 .72104058455581 
-0.06778260409592 
0 


-0.05175883827808 
-46.79484464383285 
0.10426586517177 
-0.75024575103880 
mk = 


七 三 


Pi]j = 


-0.75024575103880 


0 .03594133368062 
0.05852805174080 
0 .98823505512105 
.13665344314206 


-00000000000000 
0.10426586517177 
5 .09521250117356 
0 .00881343252823 


WC = 
0.75024575103880 


0.01272992971264 


0.01272889838836 


.00640268773403 
.00669489906143 
.13635344591842 
.99061693994324 


避 司 口 呈 


-0.60871256264964 
-0.75024575103880 

0 .00881343252823 
12 .13118164342297 





1.00000000000000 
0 
0 
0 
VK = 
0.72329885394465 
-0.69038403871280 
0.01430846595712 
-0.00197857901214 
BKk = 
65 .56845049923633 
-0.05950288535680 
-0.00000000000000 
-0.60800441437674 


-43.93694931878409 


Pii = 


0.99993527149402 


PK = 


0 .99993527149402 


VK = 
0.72327906130899 
-0.69031109235777 
0.01274645560931 
-0.01324851347145 

BK = 
65.57536865930122 
-0.05949903382393 
-0.00008516835377 
-0.00000000000000 





0 
0.99991898429114 
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0 
0 


0 1.00000000000000 


0.01272889838836 


0 .68959505973603 
0.72106738763160 
-0.06604148348220 
0 .01260946237032 


-0.05950288535679 
-46.80439521951078 
0.10436960328590 
0.00000000000000 

J = raK = 


七 ”= 


pi]j = 


0.68959505973603 
0.72106738763160 
-0.06604148348220 
0.01260946237032 


-0.05949903382392 
-46 .80439521951078 
”0.10436960328590 
-0.00067700797883 
了 = ImK 


七 = 


0 
0 1.00000000000000 
0 
-0.01137773361366 


0 


0 .03594133368062 
0.05852805174080 
0.98823505512105 
-0.13665344314206 


-0.00000000000000 
0 .10436960328590 
5 .09521250117356 
0.00748552889860 


0 
-0.012728898388386 
0 

0 .99991898429114 


-0.00237529014628 
-0.00248369566525 
0.13720519702737 
0 .99053668440964 


-0.60800441437674 
0.00000000000000 
0.00748552889860 

12 .14073221910090 


WC = 


-0.60800441437674 0 


-0.01137847012503 


-0.01137773361366 


.60800441437674 


0 0.01137773361366 
0 0 


0 1.00000000000000 
0 


0 


0 0.99993527149402 


0 .03594133368062 
0.05852805174080 
0.98823505512102? 
-0.13665344314206 


-0.00008516835377 
0.10436960328590 
5.09521250117356 
Q .00748504437150 


WC 
0.10436960328590 


0 .00585436528595 
-0.01033854058294 
0.13735911385404 
0.99045005670500 


-0.00000000000000 
-0.00067700797883 

0.00748504437150 
12 .13381405903603 


0.10436960328590 
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-2.486337309269764e +002 -0.00201098208240 

Pii = pi]j = 

0 .99999797798167 -0.00201097801616 


PKk = 
1.00000000000000 0 0 0 
0 0.99999797798167 0 .00201097801616 0 
0 -0.00201097801616 0.99999797798167 0 
0 0 0 1.00000000000000 





请 注意 迭代 次 数 k, 对 称 算 阵 Bk ,以 特征 向 量 为 列 向 量 的 矩阵 V ,特征 值 为 对 角 元 的 对 角 


矩阵 D 如 下 : 

V1 = 
0.68990429476497 
0.72058252860300 

-0.06802029759277 
0.01288885768193 
D1 = 


-46.80463661419736 
0 5.09541442877727 
0 
0 


65 .57540016045945 
0.00000000000175 
-0.00020481967566 
0.00000014862836 
V = 
0.72291389811507 
-0.69069269613201 
0 .01278247108107 
-0.01325533307898 


也 = 
65 .57540016045945 
0 
0 
0 


-0.03732423222484 
-0.05998661236737 
-0.98795368410472 

0.13768088498200 


0 .00000000000175 
-46.80463661419739 
0.00000062739984 
-0.00000000000000 


0 .68990429521617 
0 .72058252932816 
-0.06802028564977 
0.01288885601755 


0 


0 .00588594854431 
-0.01028322161977 
0.13841044442471 
0 .99030407443219 


0 
0 


0 12.13382202426702 
0 


0 


-0.00020481967566 
0 .00000062739984 
5.09541442947090 

-0.00000000000737 


0 .03732177568689 
0 .05998894273570 
0.98795364164379 
-0.13768084024946 


0 0 


-46.80463661419739 0 


05.09541442947090 
0 0 


-0.72291377173450 
0.69069289931337 
-0.01277912569225 
0.01325486405899 


65 .57540016115307 


0.00000014862836 
0.00000000000000 
-0.00000000000737 
12 .13382202426704 


0 .00588595055487 
-01028322354062 
0.13841044446122 
0 .99030407439520 


12 .13382202426704 
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6.920584967017158e -004 


习题 5.4 





1. 用 雅 可 比方 法 计算 矩阵 4 的 特征 值 A， 和 对 应 的 特征 向 量 天 (=1,2,3,4) ,其 中 
0 12 16 -15 
12 288 309 185 
16 309 312 80 | 
-15 185 80 -600 
2.， 用 两 种 雅 可 比方 法 计算 矩阵 4 的 特征 值 MX; 和 对 应 的 特征 向 量 于 (=1,2,3,4) ,其 中 


8 -1 3 -1 
-1 6 2 0 
信 = 。 
3 2 9 I 
一 1 0 1I 了 


5.5 豪 斯 霍 尔 德 (Householder) 方 法 及 其 MATLAB 程序 


在 雅 可 比方 法 中 ,每 一 次 迭代 产生 两 个 值 为 零 的 非 对 角 元 ,但 接 下 来 的 迭代 
使 它们 变 成 非 零 . 因此 需要 许多 次 选 代 才 能 使 得 非 对 角 元 足够 接近 零 . 豪 斯 霍 尔 
德 方法 可 以 在 一 次 欠 代 中 产生 多 个 值 为 零 的 非 对 角 元 ,而 且 在 接 下 来 的 迁 代 中 
使 它们 保持 为 零 . 本 节 介 绍 豪 斯 霍 尔 德 方法 及 其 MATLAB 程序 ， 


5.5.1 训 斯 霍 尔 德 方法 及 其 MATLAB 程序 


豪 斯 霍 尔 德 方法 是 建立 在 下 面 理 论 的 基础 上 的 一 种 迭代 方法 . 
定义 5.7 设 n 阶 方 阵 4 = (oy)。.。 如 果 当 ;>7+1 时 有 =0, 则 称 4 为 
上 带 斯 区 尔 德 矩阵 , 即 


CGI 012 Qi 
4 =- Q21 C2 
Cnn-l Cnn 
定义 5.8 设 向 量 中 满足 |owo|1:=1, 则 和 矩阵 
尼 = 已 ~-2mu- 


称 为 初等 反射 矩阵 , 记 为 己 (w) , 即 
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1 -2aw* -2olwo， … 一 2oliw， 

一 2m2o 1-2wo:z … -2o 四 。 
P(w) _ 上 1 2 2 ， 

-2o wo -2o wo，… 1 -2ow? 


其 中 四 = (oo ，…,w,) 

定理 5.23 若 ” 阶 方 阵 4 是 初等 反射 矩阵 , 则 4 是 对 称 拖 阵 (4- =4) 、 正 
交 和 矩阵 (474 = 瑟 ) 和 对 合 矩 阵 (4* = 五 )， 

定理 $.24 若 民 ,了 是 两 个 不 相等 的 m 维 向 量 , 且 |‖ 瑟 上 |, = 站 了 1 ，, 则 存在 
一 个 初等 反射 变换 P(w) ,使 得 PXE = 工 

推论 5.2 若 = 维 向 量 于 关 O,r = 土 几 于 1, 且 下 关 -el, 则 存在 一 个 初等 
反射 矩阵 


下 





-2-k ， (S. 49 ) 
lw ls 
使 得 PK = - el ,其 中 = 三 +oei. 
设 维 向 量 政 = (zi xp) 7 关 0 = (oo 加 ) 则 
到 = 下 +oel=(r+ziy px) (5. 50) 
2 
(ora + 巡 + + 巡 ] =o(z t+) (S. 51) 


如 果 ex 和 > 异 号 , 则 计算 x, + e 时 ,有 效 数 字 可 能 损失 ,所 以 我 们 取 o 和 yx， 
同 号 , 即 
CC=|| 蕊 上 2sign(x,). (5. 52 ) 
设 向 量 互 ,和 0O ,确定 一 个 m 阶 初等 反射 扎 阵 已, ,使 得 已 瑟 ,。 的 后 - 工 个 
分 量 都 为 零 , 则 我 们 可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 计算 . 
求 初等 反射 矩阵 尸 ,使 得 PK 的 第 一 个 分 量 以 外 的 其 余 的 分 量 都 为 零 的 
MATLAB 主 程序 
输入 的 量 := 维 向 量 第 关 Oi 
输出 量 : 和 迭代 次 数 天 ,对 称 和 矩阵 召 ,以 特征 向 量 为 列 向 量 的 矩阵 了 ,特征 值 
为 对 角 元 的 对 角 和 抢 阵 刀 1. 如 果 和 迭代 次 数 已 经 达到 最 大 的 迭代 次 数 maxl , 则 给 
出 提示 的 相关 信息 . 
根据 (5.49) 至 (5.52) 式 编写 MATLAB 主 程序 如 下 : 


function [xigema,rou,miou,P,PX] =Householder(X) 








nn=size(X);nX =norm(X,2); 
Xigema =DX*# Sign(X(1)); 


rou =Xigema#k(Xxigema +X(1))3 
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miou =[xigema,zeros(1,n-1)]"+X， 
RE=eye(n,n);C=2*xmiouyk(miou)'i 
P = 了 -CA(Cnorm(miou,2)^2);，PX=PykXi; 
例 S.5.1 设 向 量 丰 =(2,2,1) ,确定 一 个 初等 反射 矩阵 己 , 使 得 PK 的 后 
两 个 分 量 为 零 
解 方法 1 因为 w= | 三 | ssign(x,) = V22+25+17sing(2) =3， 
p=olx +I)=3(2+3) =15， 
AL = 互 +oel=(r+yizx)7 =(3+2,2,1)7=(5,2,1) ， 
-27X3 一 273 一 17Z3 
所 以 下 = 五 -2 LU z=| -2/3 1171t3 -27X15 
1 -2m5 147m15 
县 PXY =( -3,1/14411$1880758559 ,1/22$1799813685248) , 即 PK = ( -3,0,0) 
方法 2 (1) 保存 名 为 Householdaer.m 为 M 文 件 ; 
(2) 输入 MATLAB 程序 


>>X=[f221]'; [xigema,rou,miou,P,PX] =Householder(X) 


(3) 运行 后 屏幕 显示 结果 





3 


了 = PEX = 
-0.6667 -0.6667 -0.3333 -3.0000 
-0.6667 0.7333 -0.1333 0.0000 
-0.3333 -0.1333 0 .9333 0 .0000 


5.5.2 算 阵 约 化 为 上 豪 斯 霍 尔 德 矩 阵 及 其 MATLAB 程序 


我 们 讨论 的 问题 是 用 正 交 相似 变换 ( 即 豪 斯 霍 尔 德 变换 ) 约 化 一 般 的 矩阵 
4 为 上 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 . 

定理 S.2S$ 设 4 是 ” 阶 实 矩 阵 , 则 存在 ” -2 个 初等 反射 矩阵 Di ,DC ，… 
V。: ,使 得 4, ， = 了 …ZU4 为 上 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 , 即 


3 


Qi CQ12 13 Gin 
(2) 《3) (n-1) 
一 Oil 42z Qa23 Ga2n 
二 {3) (na 1) 
4 = 一 0Iz 033 G3n 
-1 
一 g Go 1 


呈 一 1 ma- 


证 明 将 半 阶 实 答 阵 4 分 块 为 
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(li) 
4 

(1) 
人 42 


Gil 
一 (CD 
42 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 


(1) 不 妨 设 4 名 关 O ,和 否则 这 一 步 不 需要 约 化 . 选择 初始 反射 矩阵 已 ,使 得 


忆 43 = 一 0Oiel ,其 中 


《1 = 
or=1| 和 | >sign(a2 ) ， 
(1) 
HA =42 +0Iiel， 


1 
Ci = 了 wui 1 2 = ou(aai +Ol)， 


T 
HII 
吨 = 五 - 一 一 . 
C 
五 ， OO 
令 4, =4, 且 ,= , 则 
OO 
《1) 《2) 《2) 
上 DA4 G11 4b 4 4un 
2 一 1 (D) GD | 一 (2) 
书 42 了 42 OO 42 
《2) 《2) (2) 
QU CI 40 7 
《2) 《2) 《2) 
一 Il 02zz QQ23 ”Gar 
一 《2) 《2)》 (2) 
一 0 C32 CQ33 0 
《2) 《2) (2) 
0 Cn2 Ca 机 Qun 
(2) 2xil 4(2) -2 4(2) (nm-2) x(n-2) 
其 中 4 ER”,42 < 有 ,423 ee 及 。 
《2) 《2) (2) 


(2) 仿照 (1) ,不 妨 设 m”-2 维 列 向 量 4z 


(2) 一 


这 一 步 不 需要 约 化 . 选择 初始 反射 气 阵 忆 ,使 得 已 42 = - ze ,其 中 


(2)》 。 (2) 
oz=|42 | 2sign( aa ) ， 
《2) 
Ha =42 +Caei， 
一 1 2 _ (2) 
C2 一 7 wz : =az(aaz +a>)， 


全 
_ 风 Ka 


=(〈《a3 ,44 ， 


(2) 
4Db 

《2) 
人 23 


(5. 53 ) 


,420) 天 0 ,否则 
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{2) 《3)》 (3) 

CDH Cl12 QI13 四 

2 3 3 

-Or aa 人) a23 ” … aa 

3 3 3 

4 人 4D2 4 0 -OICG) … atG) 

4 -=-I4 - 四 2 33 3n 
3 三 L2? 人 入 2 二 DO 4(G) 403) 一 (3) (3) | 

22 23 0 0 CQ43 Cd 

0 


其 中 4 ER 4 E 取 ，A E 取 人 2) 
如 此 继续 下 去 ,由 数学 归纳 法 可 以 证 明 ,经 过 对 4 进行 大 -1 步 正 交 相 似 约 
化 ,4, 具有 如 下 形式 
4 0 4 4 
其 中 站 介 E 耻 全 人 底肥 "证 罗 E 取 作 - 全 < 人. 
设 列 向 量 42 关 O ,选择 初始 反射 矩阵 已 ,使 得 P422 = -okel, 其 中 
= | 42 | 2sign( as) ， 


(和 《) 《二 ) 
4n 4n AD3 ] 


AL 4， 
Ca = 六 1 | 2 =exe(asoed+as)， (5. 54 ) 
-ALL 

Cr 


人 五 ， O | 
3 7 一 9 | 
冯 天 O 己 ， 册 
4 各 44 14 4 
4 = 4 = 0O PP4o P4ob| | ao (9 上 
下 22 123 一 Okei 忆 423 
(3S. 55 ) 
当 上 =nm-2 时 ,(5.55) 式 为 上 豪 斯 霍 尔 德 矩 阵 : 
4 =U 4 =U 4， 


下 一 


即 
(2) (3) (nm -1 
Qi1l Qi2 C403 机 Gin 
《2) 《3) 《一 1) 
一 Il 42? Q23 机 CQ2n 
一 (3) CD | 
4 1 = 一 II 9033 机 Can ,证 毕 . 
-1 
一 0) 
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用 初等 反射 矩阵 正 交 相似 约 化 m 阶 实 抢 阵 4 为 上 豪 斯 霍 尔 德 矩 阵 , 由 于 
Di ,DZ ,…,D， ,都 是 正 交 和 矩阵 ,所 以 4, ,4:,…,4， :都 是 相似 矩阵 . 求 4 的 特征 
值 问题 就 转化 为 求 上 豪 斯 霍 尔 德 矩 阵 4。, 的 特征 值 问 题 . 记 已 = D。 :1 3 … 
DDN , 则 

4， |， = P4. 

设 7 是 4, ,=P4 的 对 应 于 特征 值 》 的 特征 向 量 , 由 严 = 忆 ,得 已 7 为 4 
.的 对 应 于 特征 值 人 的 特征 向 量 . 

例 5.5.2 用 初等 反射 矩阵 正 交 相似 约 化 实 矩 阵 4 为 上 豪 斯 堆 尔 德 矩 阵 ， 
其 中 


-4 -3 -7 
4 = 2 3 2 |. 
4 2 7 
解 方法 1( 手 工 计 算 ) 当 =1 时 , 取 
-4; -3 -7 
-人 @ 人 
4, =4=| 2 3 2 |= 0 LD 
4 2 7 421 4 


选择 初始 反射 抢 阵 王 ， ,使 得 忆 ,4 人 0 = 一 0Ii6I =Ol(1 ,0) ” , 则 
ol = 450 1 sign(a ) = V20~4.472 136 ， 


HA =40 +olel=(2+ V20,4) = (6.472 136,4) ， 


ci -= 这 lu 12=e(ay to) = V50(2+ V20) =~28.944 272， 


克 , = 瑟 一 





pl -0.447 214 -0.894 427 
-0. 894 427 0.447 214 太 


C1 


机 1 0 
UL = ,由 
Lo P 
同人 -4.000 000 -3.000 000 -7.000 000 
4 =U4 -|  ，， |=| -4472 136 -3.130495 -7.155 418 
己 42 己 42> 
0.000 000 -1.788 854 1.341 641 
方法 2( 编 写 MATLAB 程序 计算 ) 输入 
> >R-[-4,-3,-7;2,3,2;4,2,7];jk =1in=3;S1 =norm(RAGCk +1I:nk)) 


*Sign(ACk +1,K))， 
ul = RARk+lin,k)+ S1lxeye(n-k,1),cl=(normn(ul) 2)/2， 


P1 = eye(n -kin-k)- uryrul cl， 
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U1 =[eye(k,k),zeros(k,n-k);zeros(n-k,k)，PL1],A1 =UlL*RA， 


运行 后 输出 结果 


S1 = CT = 
4.47213595499958 28 .94427190999916 
UI = P1 = 
6.47213595499958 -0.44721359549996 -0.89442719099992 
4.00000000000000 -0.89442719099992 0.44721359549996 
U1 = 
1.00000000000000 0 0 


0 -0.44721359549996 -0.89442719099992 
0 -0.89442719099992 0.44721359549996 
RA2 = 
-4.00000000000000 -3.00000000000000 -7.00000000000000 
-4.47213595499958 -3.13049516849971 -7.15541752799933 
0.00000000000000 -1.78885438199983 1.34164078649987 
用 二 -2 步 正 交 相 似 ( 即 豪 斯 霍 尔 德 ) 变 换 将 寺 阶 矩阵 4 约 化 成 上 豪 斯 霍 尔 
德 矩阵 ,可 以 用 下 面 编写 的 MATLAB 程序 完成 . 
用 带 斯 霍 尔 德 变换 将 =” 阶 和 矩阵 4 约 化 成 上 训 斯 霍 尔 德 矩阵 的 MATLAB 
主 程序 
输入 的 量 :n= 阶 实 对 称 和 矩阵 4; 
输出 的 量 :计算 全 过 程 中 计算 次 数 大 ,S = | .42 | 2sign(at ee) ae = 帮 和 2 











1 : HA EL O 。 
+Crelce = 本 | | ,P = 五 一 C ,7 = OP ,上 豪 斯 霍 尔 德 矩 阵 4,. 
下 








function [k,Sk,uk,ck,Pk,UkiAk] =Householdrer1(&A) 

nn=size(&A);i Ak=Ri; 

fork=1l:n 一 2 

K,SK =norm(AK(K+1:n,k))*sign(Rk(k +1,k))， 

uk = Ak(k+1l:nk)+ Skyeye(n-k,1)， 

ck = (norm(uk,2) 2)7/2， 

PK = eye(n -k,n-k)-ukruk' ck， 

Uk =[eye(k,k),zeros(k,n -k)yzeros(n -KkX,，Kk),Pk]， 

AL -=Ukw RkjiRk -Al， 

end 

例 5.5.3 用 初等 反射 矩阵 正 交 相 似 约 化 实 和 矩阵 4 为 上 豪 斯 霍 尔 德 矩 阵 ， 

其 中 
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12 -5S2 34 -12 17 -531 

一 S6 7 2 0 32 -17 

4 3 2 4 1 72 -63 
-1 0 1 12 21 -94 

-32 -78 -10.2 98 -72 11 

31 -41 -78 37 -19 34 


解 (1) 保存 名 为 Householdrerl .mm 为 M 文 件 ; 
(2) 输入 MATLAB 程序 
>>RA=f[f12 -5234 -1217 -51;-5672032 -17;3325172 -63; 
-1011221 -94;-32 -78 -10.298 -72 11;31 -41 -78 37 -19 34]; 
[k,Sk,uk,ck,PK,Uk,Ak] =Householdrer1(R&R) 
(3) 运行 后 屏幕 显示 结果 
K = SK = CK = 
工 -71.6310 9.1423e +003 
UKk = PK = 
-127 .6310 -0.7818 0.0419 -0.0140 -0.4467 0.4328 
3.0000 0.0419 0 
-1.0000 -0.0140 0.0003 0.9999 -0.0035 0.0034 
-32.0000 -0.44657 0 
31 .0000 0 .4328 -0 


Uk = 
1 .0000 0 0 0 0 0 
0 -0.7818 0.0419 -0.0140 -0.4467 0.4328 
0 0 .0419 0 .9990 0.0003 0.0105 -0.0102 
0 -0.0140 0.0003 0.9999 -0.0035 0.0034 
0 -0.4467 0.0105 -0.0035 0.8880 0.1085 
0 0.4328 -0.0102 0 .0034 0.1085 0.8949 
AKk = 


12.0000 -52.0000 34.0000 -12.0000 17 .0000 -51.0000 


71.6310 11.7128 -30.5678 -27.8930 1 .6473 21.7643 
0 .0000 1 .8892 5 .7655 1.6556 72.7134 -63.9112 
-0.0000 0 .0369 0.7448 11 .7815 20 .7622 -93.6963 


-0.0000 -76.8184 -18.3655 91 .0066 -79.6101 20 .7191 
0.0000 -42.1447 -70.0897 43 .7749 -11.6277 24.5846 


2 87 .6402 7.8464e +003 


外 


UK = PK 
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89 .5295 -0.0216 -0.0004 0 .8765 0 .4809 
0.0369 -0.0004 1.0000 0.0004 0 .0002 
-76 .8184 0 .8765 0.0004 0.2479 -0.4126 
-42.1447 0 .4809 0.0002 -0.4126 0 .7736 
UK = 
1.0000 0 0 0 0 0 
0 1.0000 0 0 0 0 
0 0 -0.0216 -0.0004 0 .8765 0 .4809 
0 0 -0.0004 1.0000 0 .0004 0 .0002 
0 0 0 .8765 0.0004 0.2479 -0.4126 
0 0 0 .4809 0.0002 -0.4126 0 .7736 
AK = 


12.0000 -52.0000 34.0000 -12.0000 17.0000 -51.0000 


71.6310 11.7128 -30.5678 -27.8930 1 .6473 21 .7643 
-0.0000 -87.6402 -49.9272 100.7790 -76.9476 31 .4002 
-0.0000 -0.0000 0 .7219 11 .8223 20.7005 -93.6570 
-0.0000 0 .0000 29 .4202 5.9564 48.8026 -61.0603 
0 .0000 0.0000 -43.8731 -2.8860 58.8230 -20.2818 
K = SK = CK = 
4 -12.2088 195 .0398 
UK = PK = 
-15 .9753 -0.3085 0 .9512 
1I1.6133 0 .9512 0.3085 
UK = 
1 工 .0000 0 0 0 0 0 
0 1.0000 0 0 0 0 
0 0 工 .0000 0 0 0 
0 0 0 1.0000 0 0 
0 0 0 0 -0.3085 0.9512 
0 0 0 0 0.9512 0.3085 
AK = 


12.0000 -52.0000 34.0000 -12.0000 17 .0000 -51.0000 


71.6310 11.7128 -30.5678 -27.8930 1 .6473 21.7643 
-0.0000 -87.6402 -49.9272 ,100.7790 -76.9476 31 .4002 
0.0000 -0.0000 -52.8292 -5.8754 21 .3902 18 .4403 
0.0000 0.0000 0 .0000 12 .2088 40 .2435 -106.8134 


0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 64 .7555 -34.0909 
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5.5.3 实 对 称 和 矩阵 的 三 对 角 化 及 其 MATLAB 程序 


当 4 是 m” 阶 实 对 称 和 矩阵 时 ,由 定理 5.25 证 明 可 得 出 用 正 交 相似 变换 PK = 
7 约 化 对 称 矩 阵 4 为 三 对 角 拖 阵 的 结果 . 三 对 角 邱 阵 的 一 般 形 式 为 
6， 刀 


a 2 


C = 


mn 一 1 


克 


中 一 1 


推论 5.3 若 4 是 nm 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 存在 ”-2 个 初等 反射 撼 阵 避 ， 
忆 ,0 , 使 得 4 ， = 0 Di4DU…D， :为 三 对 角 怎 阵 , 即 


Qi 一 Qi 
CI 422 02 
_ ) 
人 1 = 一 CI 2433 
一 Gu-l 
-1 
一 CT Go) 


画 ~ 上 上 也 玫 


用 -2 步 正 交 相似 变换 将 半 阶 实 对 称 和 矩阵 4 约 化 成 三 对 角 符 阵 , 可 以 用 
下 面 的 MATLAB 程序 完成 . . 

将 了 阶 实 对 称 矩 阵 4 约 化 成 三 对 角 气 阵 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :n 阶 实 对 称 和 矩阵 4; 

输出 的 量 :三 对 角 和 阵 4. 


functionT=house(&A) 








[nn] =size(RA); 
for kK=1:n~-2 
s =norm(RCKkK +1:n,K)); 
if (ARCk+1,k) <0) 
SsS= 一 S; 
enQ 
x=sqrt(2*sk(RAk+1l,k)+s));U(L:k) =zeros(1,k); 
U(K+1)=(RACK+1:,K) +S)ATI; 
U(k+2:n) =RACKk+2:n,k) "rsV(1L:k) =zeros(1,k); 
V(KkK+1:n) =A(k+1l:nKkK+l:n)*UGK+in) icC=UGk+1:n)*rVk+1L:n) 
P(1:k)=zeros(1,k);P(K+1lL:n) =VGK+1l:n)-CyrU(K+lin)s 
RA(K+2:n,k)=zeros(n-k-1,1); 
RA(k,k+2:n) =zeros(1n-k-1);RAK+1l,k)= -siRAkk+l)= 一 S5 
ARA(K+1:n,k+1:n)=RAk+link+1:n) -2*xU(k+1:n) *P(K+l1:D) 一 2 
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*P(k+1:n) *UGKkK+1L:n)， 
enaQ 
工 = 有 ; 
例 5.5.4 用 初等 反射 矩阵 正 交 相似 约 化 实 对 称 和 矩阵 4 为 三 对 角 矩 阵 ， 
其 中 


12 -56 3 -14 -9%0 -4 
-56 71 23 6 -9 -21 
3 23 5 12 -72 5l 

| -4 6 2 73 23 21I| 
-90 -9 -72 23 -34 -6l! 
-41 -21 5 21 -61 -52 


解 (1) 保存 名 为 house.m 为 M 文 件 ; 


(2) 输入 MATLAB 程序 
>>RA=[l2 -563 -14 -90 -4; -567123 61 -9 -214343 23 53 12 -72 
51;-146112732321;-90 -9 -7223 -34 -61;-41 -215121 -61 -52]; 
了 T=house(RA) 


(3) 运行 后 屏幕 显示 结果 





下 = 
12 .0000 114 .59513 0 0 0 0 
114.59513 -43.2395 -108.2763 0 0 0 
0 -108.2763 49 .7411 -22.7766 0 0 
0 0 -22.7766 40.2476 -89.1355 0 
0 0 0 -89.1355 44.9606 39 .3090 
0 0 0 0 39 .3090 19 .2902 
习题 .5 





1.， 用 初等 反射 矩阵 正 交 相 似 约 化 实 对 称 抢 阵 4 为 三 对 角 和 矩阵 ,其 中 


一 92 -5$ 3 -14 -90 -41 

-5 71 23 61 -9 -21 

4 3 23 53 12 -72 1 
-14 。61 12 73 23 21 

-90 -9 -72 23 -34 -61 

-41 ~-21 51 21 -61 ~-52 


2. 用 初等 反射 矩阵 正 交 相似 约 化 实 和 矩阵 4 为 上 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 ,其 中 
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67 -12 34 -12 17 -31 
-36 7 2 0 32 -17 
3 2 5 1 72 -63 
并 = 
-1 0 工 12 21 -94 
-32 -78 -10.2 98 -72 11 
31 -41 一 78 37 -19 34 


5.6 _ QIR 方法 及 其 MATLAB 程序 


QR 方法 是 一 种 变换 方法 , 它 是 计算 中 小 型 矩阵 的 全 部 特征 值 问题 的 最 有 
效 的 方法 之 一 . 这 种 方法 主要 计算 上 豪 斯 霍 尔 德 矩 阵 和 对 称 三 对 角 抢 阵 的 全 部 
特征 值 问题 ,并 且 收 敛 速 度 快 ,算法 稳定 . 对 于 一 般 的 矩阵 4 ,首先 用 正 交 相似 变 
换 ( 即 豪 斯 霍 尔 德 方法 ) 约 化 为 上 豪 斯 霍 尔 德 矩阵 或 对 称 三 对 角 和 矩阵 ,然后 用 
QR 方法 计算 该 上 豪 斯 赴 尔 德 矩阵 或 对 称 三 对 角 拖 阵 的 全 部 特征 值 问题 . 


5.6.1 QR 方法 及 其 收敛 性 


定义 .9 如 果 阶 方 阵 4 可 以 分 解 为 4 =@R 的 形式 ,其 中 必 为 二 阶 正 交 
矩阵 , 丸 为 上 阶 上 三 角形 矩阵 , 则 称 4 可 QR 分 解 , 也 称 4 可 正 交 三 角 分 解 . 

定理 $.26 如 果 阶 实 和 矩阵 4 = (ay )。, 是 非 奇 异 的 , 则 存在 4 的 正 交 三 角 
分 解 4 =@R, 其 中 心 为 阶 正 交 和 矩阵 ,R 为 二 阶 非 奇异 上 三 角形 矩阵 . 如 果 限 定 
及 的 主 对 角 线 上 的 元 全 为 正 数 , 则 此 种 分 解 唯一 . 

证 明 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 

(1) 取 4, =4=(ea,…,as), 其 中 必 表 示 4 的 第 101=1,2,…,a) 列 向 
量 . 由 4 是非 奇 异 和 矩阵 , 知 e, 关 0. 根据 推论 5. 2 知 ,对 于 w 可 选择 初始 反射 矩阵 


T 
书 = 已 -全 上 ,使 得 忆 ai = -oliei, 其 中 Or = ja 12sign(au),A =G +Orelyci 
1 


1 
= 了 pi 1 :=el(on +Oi). 


册 已 ， 0 风 
-> 了 7 二 3 [| 
立 1 D 己 炎 


oj 

网 

四 42 他 | 
0 


(2) 由 4 是 非 奇异 矩阵 , 知 420 = (ea2 ,ao ao) 和 0. 根据 推论 5. 2 
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知 , 对 于 4 色 可 选择 初始 反射 矩阵 P, = 巨 -信人 ,使 得 Ph 和 = -oaei ,其 中 or 


和) 。 (2) 《2) 1 2 《2》 
= ‖ 42 | :sign( az ) ,Na =42 +Oaelyc: = 了 lw :=coz(a2z +aa). 


{2) (3) (3) 

一 Il 012 13 Cin 

《3) 《3) 
0 一 I2103 |; Ca2n 4G) 4G) 0G) 
和 全 1 呈 和 
4 =V4:=| 0 0 ;aa | oa |= (3) (3) 
- | _ OO 42 42 

| Ga) 3 

0 0 | a 机 Q@ 人 0) 


(3) 如 此 继续 下 去 ,经 过 对 4 进行 上 -1 步 正 交 相 似 约 化 ,4, 具有 如 下 形式 
4 4 人 
0 
其 中 4 人 及 ,4 人 取 " 下 ,人 及 (2- xx- 全 
由 4 是非 奇 异 矩 阵 , 知 4 风 = (ol ,ai sa ) 天 0. 根据 推论 5.2 知 ， 
对 于 4 和 选择 初始 反射 矩阵 己 , ,使 得 已 ,4 多 三 _ re 其 中 
= | 42 | 2sign(ate) ) ， 


(CD) 
=42> +Okel， 


4 = Vi4 -| 


1 2 避 ) 
C -2 1 > = ar(ak +Oe) ， 


下 
PP -下 _AeA 
C 
今 世 | 
U =- ,出 
立 站 DO 5 大 
_ (4 诗人 全 
11 1 
= Di， | (5.56) 
O Pi4> Pi42 


其 中 4 忆 是 上 三 角形 邱 阵 . 
由 数学 归纳 法 可 以 证 明 , 当 大 =z -1 时 ,(5.56) 式 为 上 三 角形 和 邱 阵 
4,.=V, 4 =U. 2U4， 
即 
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(2) (0 gr2) wo-Db 


-Il 4 Qi13 ln-l1 Gin 
《3) 《2) (na-1) 
0 一 CI 423 2,n-1 Go2n 
和 = 0 0 一 03 
。 (rz-1) 
Cn_Tn 
0 0 --- 0 一 ar， 


设 4, =R,P=D 0 Di P-L =Q. 由 于 局 ,D,…,0。 ;都 是 正 交 抵 
阵 , 则 忆 和 公 仍 是 正 交 和 抢 阵 . 由 4,=P4 ;得 4=CR. 即 利用 -1 个 初等 反射 矩 
阵 ,实现 了 4 的 QR 分 解 . 

现在 证 唯一 性 . 设 有 

4=C@R=CR，:. 
其 中 2 ,2, 为 风 阶 正 交 矩阵 , 丸 ,, 民 ;为 寺 阶 上 三 角形 矩阵 ,于 是 
OO =RRR (S. 57) 
由 (5. 57) 式 知 ,上 三 角形 手 阵 及 ,Ri 为 正 交 矩阵 , 故 为 对 角 和 气 阵 , 即 
及 ,R = 万 =diag(d, ,dd,), 旦 D = 已 
因为 R, , 尽 ， 的 对 角 元 都 为 正 数 , 故 必 >0 (=1,2,…,m), 即 六 = 吾 于 是 RR = 
及 ,. 由 (5. 57) 式 知 ,2, = 呈 .证 毕 . 
定理 $. 27( 基本 QR 方法 ) 如 果 m 阶 实 抢 阵 4 是 非 奇 异 的 ,QR 算法 如 下 : 
4 =A， 
4 =Q@R， (5=1,2,…))， (3. 58 ) 
4 = 及:O， 
其 中 @, 为 上 阶 正 交 和 抢 阵 ,RR, 为 半 阶 非 奇 异 上 三 角形 抢 阵 . 记 Q@ = 0,0…O,,R 
= 愉 ，… 玉 玉 ，， 则 有 

(1) 4 =Q4Q (CE=1,2，)3 

(2) 4 = (20 0 400 0 即 4， =240; 

(3) 4 的 QR 分 解 式 为 4 = CR. 

定理 5. 28( 基 本 QR 方法 的 收敛 性 ) 如果 =” 阶 实 矩阵 4 = (ay),, 是 非 奇 
异 的 , 且 满 足 如 下 条 件 : 

(1) 4 的 全 部 特征 值 满足 :1Al> 1A1>…>1A 1 >0i 

(2) 4 的 标准 形 4 =XDK- ,其 中 刀 =diag(Ai,A:,…,A,), 且 下 有 三 角 分 
解 下 … = 工 g ,其 中 三 为 m 阶 单位 下 三 角形 抢 阵 ,了 为 二 阶 上 三 角形 矩阵 . 

则 由 QR 算法 产生 的 迭代 序列 14 小 本 质 上 收 义 于 上 三 角形 矩阵 , 即 


下 
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和 1 水 米 
本 质 上 A 
4 一 一 *R= .| ( 当 导 rm 时 )， 
An 
或 者 (1 ) imal 一 Ai 
当 >7 时 ， 


0 ， 
(2) Emal -| 本 7 
全 = 不 一 定 存在 ， 当 <y 时 . 


定理 $.29 如 果 半 阶 非 奇 异 和 矩阵 4 = (oj)。 是 对 称 和 矩阵, 则 由 QR 算法 产 
生 的 迭代 序列 ;4 收敛 于 对 角 抢 阵 忆 = diag(A As，…,A。). 


5.6.2 QR 方法 的 MATLAB 程序 


QR 方法 也 称 作 正 交 一 角 分 解 (Orthogonal-triangular decomposition ). 在 MATLAB 
明 数 库 中 有 编 好 的 程序 ,我 们 只 要 直接 调用 这 些 程序 即 可 ,调用 方法 见 表 5 -4. 
表 5-4 


命 令 功 能 


(1) 如 果 输 入 的 呈 阶 矩阵 4 是 非 奇异 的 ,运行 后 输出 二 阶 非 奇 
异 的 上 三 角形 笔 阵 员 和 阶 正 交 和 托 阵 @ ,使 得 4 = CR; 

(2) 如 果 输 入 的 半 阶 矩阵 4 是 奇异 的 ,运行 后 输出 呈 阶 奇异 的 
上 三 角形 矩阵 尺 和 闫 阶 正 交 和 抢 阵 @ ,使 得 4 = CR; 
[Q.R] = Gr (2) (3) 如 果 输 入 的 矩阵 4 是 严 xzmn 阶 . 且 站 >m, 则 运行 后 输出 
严 xn 阶 上 三 角形 矩阵 尽 ( 其 中 灵 的 于 -和 行 和 这 行 以 后 的 元 全 为 
零 ) 和 普 阶 正 交 和 拖 阵 @ ,使 得 4 = CR ,其 中 实际 上 仅仅 是 @ 的 前 
列 与 丸 计 算 . 

请 参考 例 5. 6.1 利 例 5. 6. 2. 








(1) 如 果 输 入 的 = 阶 矩 阵 4 是 非 奇 异 的 ,运行 后 输出 半 阶 置换 托 阵 
巨 ,m 阶 非 奇异 的 上 三 角形 矩阵 及 和 7 阶 正 交 和 矩阵 CQ, 使 得 4E = CR. 

(2) 如 果 和 输入 的 半 阶 矩阵 4 是 奇异 的 ,运行 后 输出 半 阶 置 换 和 矩阵 
已 ,na 阶 奇异 的 上 三 角形 矩阵 及 和 阶 正 交 和 矩阵 终 ,使 得 4 有 = CR; 

(3) 如 果 输 入 的 矩阵 4 是 xz 阶 , 且 严 >nm, 则 运行 后 输出 
[Q,R.Ej = Sr(A) |xn 阶 上 三 角形 算 阵 玉 ( 其 中 灵 的 让- 天 行 和 这 行 以 后 的 匹 全 为 
零 ) 和 普 阶 正 交 矩阵 双 , 使 得 4 下 = CR ,其 中 实际 上 仅仅 是 & 的 前 
列 与 尽 计算 . 

说 明 :输出 的 二 阶 列 置换 矩阵 吾 使 得 上 三 角形 失 阵 丸 的 主 对 角 
线 上 的 元 的 绝对 值 按 列 从 大 到 小 排列 . 

请 参考 例 5. 6. 1 和 例 5. 6. 2. 
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续 表 
命 令 功 能 


[Q,R] = QOR(RA,0) 产 生 “economy size" 分 解 . 

(1) 如 果 输 入 的 是 于 阶 方 阵 4, 则 运行 后 输出 的 结果 与 [Q,R] 
= Gr(RA) 相 同 ; 
[Q,R] = ar (&A,0) (2) 如 果 输 入 的 矩阵 4 是 mxz 阶 , 且 严 >m, 则 运行 后 输出 
阶 上 三 角形 矩阵 及 和 普 xza 阶 矩 阵 Q (其 中 @ 的 列 向 量 两 两 正 交 ) ， 
使 得 Q 的 前 列 与 尺 的 积 等 于 4. 

请 参考 例 5. 6. 2. 





[Q,R,E] = QR(RA,0) 产生 “economy size" 分 解 ,使 得 CR = 
(:, 巨 ). 其 中 瑟 是 置换 向 量 , 妃 中 的 元 表示 元 1 所 在 的 行 数 . 例 
已 =(1 3 2) 表 示 置 换 矩 阵 为 


[Q,R,E] =qr (AR,0) 1 让 二 
五 ， -| 0 

1 

交 


其 他 功能 与 上 类 似 , 请 参考 例 5. 6. 








例 5.6.1 用 [o,R] =ar(A) 和 [Q,R,E] =aqr (&R) 将 矩阵 4 进行 正 交 三 


角 分 解 ,并 且 比 较 差 异 . 
12 -52 34 -12 17 -5 
-56 了 2 0 3323 一 17 
二 3 2 5 1 72 -63 
-1 0 Ti 12 21 =94 
=32，= 则 ， =SiX3，- 凤 ” =72  1 
31 -41 -78 37 -19 34 
了 
(2 入 二 | 王 宛 3 
3 六 


解 (1) 输入 MATLAB 程序 
二 
号 | 十 交合、 二 站 98 一 全 
下 9 一 
daR =daet(&A) ， 
ar(R)，[ol,R1,E] = GE (AR) 
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-0.1652 -0.5119 -0.6275 0 .5419 0.0963 -0.1181 
0 .7710 0 .0905 0.2397 0.5492 0.1788 -0.0789 
-0.0413 0.0183 -0.0708 -0.1448 0 .8928 0 .4183 
0.0138 0.0004 -0.0083 -0.2650 0.3734 -0.8889 
0.4406 -0.7480 0.0514 -0.4731 -0.0884 0.1099 
-0.4268 -0.4122 0 .7356 0 .2995 0.1201 -0.0524 
R = 
-72.6292 -2.9602 24.5301 29 .4923 -4.4335 -13 .0388 
0 102 .5341 22 .6482 -82.3892 57 .2090 1.1353 
0 0 -79.1162 39 .6136 -25.9425 58 .7372 
0 0 0 -45.1109 39 .1738 2 .0332 
0 0 0 0 83 .5636 -96.1856 
0 0 0 0 0 63 .9909 
Ql = 
-0.3915 0.0638 -0.1953 0.3892 0 .8069 0 .0450 
-0.1305 -0.0167 0.7920 -0.4739 0.3601 -0.0334 
-0.4836 -0.0715 -0.1164 -0.1164 -0.1540 -0.8427 
-0.7215 -0.2064 -0.1251 -0.2487 -0.2738 0 .5332 
0.0844 -0.9202 0 .1887 0 .3297 0.0028 -0.0425 
0.2610 -0.3181 -0.5194 -0.6632 0.3472 -0.0229 
R1 = 
130 .2766 13 .4867 7.2691 -37.9285 1.1898 -71.8394 
0 -105.2621 21.2806 35.7685 81.2358 “63 .3668 
0 0 -69.0601 32.8274 22.0444 7.3019 
0 0 0 59.8201 -22.3106 -33.2933 
0 0 0 0 -54.1998 1.6040 
0 0 0 0 0 -46.2862 
己 = daR = 
0 0 1 0 0 0 1.4212e +011 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 0 0 


因为 4 的 行列 式 det4 =1.4212e+0II1z0, 所 以 4 是 非 奇 异 抢 阵 , 上 三 角形 
和 插 阵 丸 和 届 , 都 是 非 奇异 矩阵 , 且 不 相同 . 输入 程序 
> > Q1' -inv(Qol),Q' -inv(Q) 
由 运行 后 输出 的 结果 可 知 Q2 =0-”, 且 @0 = Q, 故 2 和 2@, 都 是 正 交 和 气 阵 ,但 
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是 不 相等 . 
再 输入 程序 
> > abs(dqiag(R1)) 
运行 后 输出 结果 经 整理 得 
(130 .2766 105.2621 69.0601 59.8201 54.1998 46.2862) 
说 明 输出 的 6 阶 列 置换 矩阵 巨 使 得 上 三 角形 和 矩阵 以 ,的 主 对 角 线 上 元 的 
绝对 值 按 列 从 大 到 小 排列 
(2) 输入 MATLAB 程序 
>>RM-[1 2 3i1 2 3;3 4 5]j;fo,Rj = ar(RA)， 
[ol,RL1,E] = ar(A)，dqAa=aer(RA) 


运行 后 屏幕 显示 结果 
Q = R = 
-0.3015 -0.6396 -0.7071 -3.3166 -4.8242 -6.3317 
-0.3015 -0.6396 0 .7071 0 -0.8528 -1】1.7056 
-0.9045 0 .4264 -0.0000 0 0 0 .0000 
QL = RT = 
-0.4575 -0.95392 -0.7071 -6.95574 -3.2025 -4.8800 
-0.4575 -0.5392 0 .7071 0 0.8627 0.4313 
-0.7625 0.6470 0.0000 0 0 0.0000 
也 = QA = 
0 工 0 0 
0 0 1 
工 0 0 


因为 4 的 行列 式 det 4 =0, 所 以 4 是 奇异 矩阵 ,上 三 角形 和 矩阵 尺 和 迟 , 都 是 
奇异 矩阵 , 旦 不 相同 . 由 运行 程序 Q1 ' - inv(Ql),Q'" -inv(Q) 后 输出 的 结果 ， 
可 知 C =C 且 CQ =0 , 故 Q0 和 8@ 都 是 正 交 和 抢 阵 ,但 是 不 相等 . 运行 程序 

> > abs(adiag(RL)D) 
运行 后 输出 结果 经 整理 得 
(3 .3166 0.8528 0 .00007)7， 

说 明 3 阶 列 置换 抢 阵 吾 使 得 上 三 角形 矩阵 尽 的 主 对 角 线 上 的 元 的 绝对 

值 按 列 从 大 到 小 排列 . 用 程序 
AL = 人 :了 -QL+RL， RAR2 =Qr+rR- 人 A 
可 以 验证 :4 瑟 =CR 和 4 =CR. 

例 5.6.2 用 [Q,R] = qr(A),[Qol,R1,E1] = ar (AR),[Q2,R2] = 
ar(R,0),[o3 ,R3,E3] = ar (ARA,0) ,将 矩阵 4 进行 正 交 三 角 分 解 ,并 且 比 较 
差异 . 
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123 
1123 215 0 17 7 23 

(1)4=| 345|;(2)4=| -132 9 -7|;(3)4=|1 -53| 
789 2138 -6 1 3 45 
12 3 8 


解 (1) 输入 MATLAB 程序 
>>RAR=[1 2 3;11 2 3 和 3 4 5;7 8 9;j12 3 8]; 
[Q,R] = qr(aA)，[QL,R1,E1] = qr (A)， 
[QQ2,R2]】 = Gr(R,0)，[Q3,R3,E3] = Gar (ARA,0) 


运行 后 屏幕 显示 结果 


QQ = 
-0.0556 0 .2355 0.2776 -0.3787 -0.8491 
-0.61141 0.3442 -0.6474 -0.2560 -0.1530 
-0.1667 0 .4131 0.1136 -0.7391 0 .4923 
-0.3889 0.7682 -0.2145 0.4597 -0.0366 
-0.6667 -0.2555 0.6670 0 .1828 0 .1093 
R = 
-18.0000 -7.1111 -11.6667 
0 6.8141 6 .6094 
0 0 2.8644 
0 0 0 
0 0 0 
Q1 = 
-~0.0556 0 .3265 0.1610 -0.3405 -0.8651 
-0.6111 -0.5733 -0.4571 -0.2489 -0.1642 
-0.-1667 0-4242 -0.0601 -0.7603 0 .4589 
-0.3889 0.6196 -0.5023 0.4609 -0.0161 
-0.6667 0.0308 0 .7136 0 .1778 0 .1173 
RL = 
-18.0000 -11.6667 -7.1111 
0 7.2034 6 .2522 
0 0 -2.7096 
0 0 0 
0 0 0 
EL = 
了 0 0 
0 0 工 
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Q2 = 
-0.0556 0 .2355 0 .2776 
-0.61]1I1 -0.3442 -0.6474 
-0.1667 0 .4131 0 .1136 
-0.3889 0.7682 -0.2145 
-0.6667 -0.2555 0 .6670 
R2 = 
-18.0000 -7.1111 -11.6667 
0 6 .8141 6 .6094 
0 0 2.8644 
Q3 = 
-0.0556 0 .3265 0 .1610 
-0.6111 -0.5733 -0.4571 
-0.1667 0.4242 -0.0601 
-0.3889 0.6196 -0.5023 
-0.6667 0.0308 0 .7136 
R3 = 
-18.0000 -11.6667 -7.1111 
0 7.2034 6 .2522 
0 0 -2.7096 
E3 = 
工 3 2 


因为 输入 的 矩阵 4 是 Sx3 阶 , 且 m=5>m=3, 由 输出 的 结果 可 见 : 

人 用 程序 [Q,R] = ar(RA) 和 [ol,R1,E1] = qr (A) 输 出 的 结果 :矩阵 灵 
和 届 , 都 是 第 4 行 和 第 5 行 都 为 零 元 的 5 x3 阶 上 三 角形 和 抢 阵 ,但 是 不 相等 . 5 阶 
正 交 矩阵 2 和 @, 也 不 相等 ; 

@) 用 程序 [3 ,R3 ,E3] = ar (AR,0) 和 [Q2,R2] = qr(A,0) 输 出 的 结果 : 
矩阵 丸和 RR; 都 是 3 阶 上 三 角形 方 阵 , 但 不 相等 .5 x3 阶 和 矩阵 Q, 和 @; 也 不 相等 ， 
其 中 它们 的 列 向 量 分 别 两 两 正 交 ,使 得 Q, 和 吧 , 的 前 3 列 与 灵 的 积 等 于 4; 

@ 用 程序 [3 ,R3,E3] = qzr (A,0) 和 [Ql,R1,E1] = Gar (A) 输 出 的 置 
换 矩 阵 不 同 , 匹 ;, 是 三 维 行 向 量 ,而 刀 , 是 3 阶 方 阵 . 

(2) 输入 MATLAB 程序 

>>RAR-[2 1 5 0 17; -1 3 2 9 -7;21 3 8 -6 11]; 

[Q,R] = Sr(aA)，[Ql;,R1,E1] = qr (A)， 

[Q2,R2] = Gr(A,0)，[Q3,R3,E3] = Gr (A,0) 
运行 后 屏幕 显示 结果 

上 = 





-0.0947 -0.2241 
0.0474 -0.9742 
-0.9944 -0.0251 
及 = 
-21.1187 -2.9358 
0 -3.2220 
0 0 
Ql -= 
-0.7935 “0.4784 
0.3267 -0.1865 
-0.5134 -0.8581 
R1 = 
-21.4243 -12 .6959 
0 -16.8765 
0 0 
王 1 = 
0 1 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 工 
1 0 0 
Q2 = 
-0.0947 -0.2241 
0.0474 -0.9742 
-0.9944 -0.0251 
R2 = 
-21.1187 -2.9358 
0 -3.2220 
0 0 
co = 
-0.7935 “0.4784 
0.3267 -0.1865 
-0.5134 -0.8581 
R3 = 
-21.4243 -12.6959 
0 -16.8765 
0 0 


-~0.9700 
0 .2204 
0 .1029 


-8 
一 3 


.3338 
.2693 
-3.5859 
-0 
-0 
-0 


.3761 
.9265 
.0083 


6 .0212 
3 .4697 
-8.2889 


尼 口 上 口 喇 
己 口上 有 呈 


-0.9700 
0 .2204 
0 .1029 


-8.3338 
-3.2693 
-3.5859 


-0.3761 
-0.9265 
-0.0083 


6 .0212 
3 .4697 
-8.2889 
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6.3924 -12.8796 

-8.6179 2.7349 

1 -3668 -16.9008 
-7.42195 -1 .39536 
-4.8457 -2.6555 
-3.8001 -3.1806 
6.3924 -12.8796 
-8.6179 2.7349 
1.3668 -16.9008 
-7.4215 -1 .3536 
-4.8457 -2.6555 
-3.8001 -3.1806 
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5 1 4 3 2 

因为 输入 的 矩阵 4 是 3 xs 阶 和 矩阵 , 且 m=3>m=5, 由 输出 的 结果 可 见 : 

全 用 [fo,R] = ar(A) 和 [Ql,R1,EL]】 = ar (A) 程 序 , 输 出 的 结果 :上 三 
角形 矩阵 丸 和民, 都 是 3 x5 阶 矩 阵 , 但 不 相等 .3 阶 正 交 和 抢 阵 &@ 和 @ 也 不 
相等 ; 

@ 用 [fo,R] = ar(RA), [fo2,R2] = ar(A,0) 输 出 的 3 阶 正 交 和 托 阵 Q@,， 和 
2, 相同 , 且 三 角形 矩阵 R, 和 3 xs 阶 矩 阵 丸 ,不 相等 ; 

峡 运行 程序 [03 ,R3 ,F3] = ar (R,0) 和 [Qi,R1,E1] = qr (RA) 后 输出 
的 置换 矩阵 不 同 ,B, 是 5 维 行 向 量 , 而 妞 , 是 5 阶 方 阵 . 输出 的 3 阶 正 交 和 矩阵 @， 
和 @, 相同 , 且 三 角形 矩阵 R 和 尽 , 都 是 3 xs 阶 和 矩阵 , 且 不 相等 , 

(3) 输入 MATLAB 程序 

>>RA=f7 2 3i1 -5 3 和 4 5];[Q,Rj] = Gr(A)， 
[ol,RL,E1] -= ar(A)，[o2,R2] = Gr(A,0)，[Q3,R3,E3] = Gr (AR,0) 
运行 后 屏幕 显示 结果 略 . 请 读者 自己 总 结 . 

例 S$.6.3 用 QR 方法 解 下 面 的 线性 方程 组 ,然后 再 用 其 他 方法 验证 解 的 正 
确 性 . 

Sx +47y+5z=1， 3x +4y+Sz=1， 3x +4y+5z=4， 

村 D) 





7x +8y +9z =2， 6x +8y+10z=2，(3) 47x +8y +9z =2， 
12x +3y+8z=3 Il12x +3y +8z=3; 12x +3y +8z = 3. 
解 (1) 解法 1 输入 MATLAB 程序 
>>R-[5 4 5 和 8 9;12 3 8]jbp=[1 2 3]; 
[QR]= qdqr(A)3;X = RMRINR *Db)) ,Fr = D -有 X 
e = RMRINR "+*Lr))3Xxl = X + e 


运行 后 屏幕 将 显示 结果 
芭 二 XL = 
-0.5000 -0.5000 
-1.0000 -1.0000 
1.5000 1.5000 


解法 2 输入 MATLAB 程序 
> > X1 =A 
运行 后 屏幕 显示 与 解法 1 结果 相同 . 
(2) 解法 1 输入 MATLAB 程序 
>>R-[3 4 5;)6 8 10i12 3 8]ibp=[1 2 3] 
[QR]= ar(R);xl = RMRINRA'*b)),T=b -RARyxli 
e = RMRINMRA'"*Lr));X = xl +e 


运行 后 屏幕 将 显示 结 
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Warning: Matrix is Closeto singulatr or badly scaled . 


Results may be inaccurate. RCOND = 6.460547e -017 . 


XL1 = X = 
1.0e+016 > 1.0e+0O17 六 
-0.7362 0.8687 
-1 工 .5989 1 工 .8395 
工 .6888 -1 工 .9928 


解法 2 输入 MATLAB 程序 
>>RA=[3 4 5;6 8 10;12 3 8];jb=[1 2 3]'xl =Rb 
运行 后 将 屏幕 显示 的 结果 整理 得 
xl1= (Int Int Inf)' 
因为 4 是 奇异 矩阵 ,所 以 4 没有 逆 矩 阵 , 故 解法 2 无 解 . 
(3) 解法 1 输入 MATLAB 程序 
>>RA=-[3 4 5 和 8 9;12 3 8];ib=[4 2 3]'; 
[QR]= ar(A)3x = RMRINR'*b)), zz = bb- 人 yxi 
e = ee = X + e 


运行 后 屏幕 将 显示 结 
X = X1 = 
-1 .8214 --1.8214 
-2 .8571 -2 .8571 
4.1786 4.1786 


解法 2 输入 MATLAB 程序 


> > X= 人 有 


运行 后 屏幕 显示 的 结果 与 解法 工 结果 相同 . 
5.6.3 带 原点 位 移 的 QR 方法 


由 QR 算法 产生 的 和 迭代 序列 14*} 的 收敛 速度 较 慢 , 为 了 加 快 收敛 速度 ,采取 
下 面 的 带 原点 位 移 的 QR 方法 . 

(一 ) 带 原点 位 移 的 QR 方法 的 步 枝 

所 谓 的 带 原 点 位 移 的 QR 方法 就 是 选择 数列 { se} , 按 下 述 方 法 构造 矩阵 序 


列 {4x*} , 邯 
步骤 1 取 4=4,. 
步骤 2 选择 适当 的 数 % ,将 矩阵 4, -si 到 进行 QR 分 解 , 即 


4 -si= 人 RE=1,2，…，,n， (5.59) 
我 们 称 % 为 第 上 次 迭代 的 原点 位 移 量 ,简称 为 位 移 量 . 
步骤 3 构造 新 矩阵 , 令 
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人 (5.60) 
选择 适当 的 位 移 量 % ,将 矩阵 4 -si 吾 进 行 QR 分 解 , 即 
人 -SN 有 = 双 ，RR 天 =1,2，……)7. 
步骤 4 根据 (5.59) 和 (5. 60) 式 ,有 
4 =Q4Q， = 人 2.42，， 
其 中 上 =0.0…2. 
步骤 5 矩阵 (4 -ss BE)(4-sB)…(4-sE)=ep(4) 有 OQR 分 解 式 


吕 (4 -5 五) = 纪 下 ， 

其 中 太 ,， = 及 … 玉 , 屎 ，. 

步骤 6 带 原 点 位 移 的 QR 方法 变换 一 步 的 计算 如 下 : 

首先 用 正 交 变 换 的 左 变换 将 4 -5 五 化 为 上 三 角形 矩阵 , 即 

尼 ，,…PP(4, -5 五 ) = 玉 ，， 
其 中 CQ, = P，,…PP, 为 一 系列 平面 旋转 矩阵 的 乘积 . 于 是 
4 = 书记 疡 (4 一 5 且 )PP PP ， +5i 瑟 . 

(二 ) 选择 数列 {s, } 的 方法 

在 每 一 次 迁 代 中 都 需要 选择 位 移 量 %. 在 这 里 介绍 两 种 关于 选择 数列 | si 
的 方法 . 为 了 介绍 方便 ,将 这 两 种 方法 分 别称 作 最 未 元 位 移 法 和 求 根 位 移 法 . 

在 每 一 次 迁 代 中 ,由 带 原点 位 移 的 QR 方法 的 步骤 可 以 求 出 一 个 迭代 抑 阵 
4 ,用 和 迭代 和 矩阵 4 中 右 下 角 的 四 个 元 构成 矩阵 , 记 作 


aa] 记 作 fd bi 
C， -| 帆 本 | (5.61) 
方法 1 最 末 元 位 移 法 . 此 方法 就 是 取 
3 = ao) (5. 62 ) 
方法 2 求 根 位 移 法 . 此 方法 就 是 首先 计算 矩阵 C, 的 特征 值 wm ,*: ,其 中 
xi xz 是 下 列 方程 的 根 
如 (dd x+d db 5 =0， (5. 63) 
然后 选择 (5. 59) 式 中 的 s 为 最 接近 d, 的 (5. 63 ) 式 的 根 . 
可 以 证 明 ,对 称 三 角形 抢 阵 (5. 39) 的 位 移 QR 算法 收敛 , 且 为 3 阶 收 敛 . 


5.6.4 位 移 的 QR 方法 计算 实 矩 阵 的 特征 值 及 其 MATLAB 程序 


如 果 防 阶 实 矩阵 4 的 特征 值 为 人 ; (=1,2，…)) , 则 人 和; 一 3 (i =1 工 2,，…， 
n) 是 互 =4 -si 瑟 的 特征 值 . 将 上 述 思想 融和 人 下 面 用 带 原点 位 移 的 QR 方法 计算 
实 抢 阵 的 特征 值 的 步 又: 
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步骤 1 用 MATLAB 程序 Householdrenl(RA) 或 house(RA) 将 阶 实 矩 
阵 4 化 为 上 海 森 伯 格 (Hessenberg) 和 矩阵 (或 对 称 三 对 角 和 抢 阵 )4,. 
步骤 2 用 MATLAB 程序 选择 位 移 量 se 
在 每 一 次 选 代 中 ,都 需要 选择 位 移 量 %. 选择 w% 的 方法 有 几 种 ,在 我 们 这 里 
介绍 两 种 方法 如 下 : 
方法 1 最 末 元 位 移 法 用 MATLAB 程序 sk = Ak(n,n) ,选择 位 移 量 s, = 
a 纪 .其 中 ao =d, 是 第 天 次 和 迭代 的 选 代 矩阵 4 (=1,2,…,n,…) 中 的 第 于 行 
第 半 列 上 的 元 , 即 是 (5. 61) 式 中 的 d.; 
方法 2 求 根 位 移 法 用 下 面 的 MATLAB 程序 选择 位 移 量 %. 
GD 先 用 根据 (5. 61) 式 和 (5. 63 ) 式 编写 的 程序 
x=solve("Xx*2-(a4+d3)*x+d3*ad4 -b3xb4=0") 
求 出 方程 (5.63 ) 的 根 xi ,xz ; 
@) 再 用 下 面 的 程序 选择 位 移 量 %, 即 
XL = abs(xl - d4);X2 = abs(x2 - qd4); 
守 fE X1 > X2 


运行 后 输出 的 结果 % 就 是 (5. 39) 式 中 的 最 接近 (5. 61) 式 中 ,的 方程 (5. 63 ) 的 根 . 
步骤 3 用 MATLAB 程序 进行 左 变换 计算 . 
选择 平面 旋转 矩阵 Pa ,P: ,…,P, ,依次 左 乘 矩阵 (4, -se 开 ) ,可 将 (4e 
5 五 ) 化 为 于 阶 上 三 角形 矩阵 , 即 
王 ， 22PD(A -si 五 ) = 玉 ，， 
其 中 琉 , 为 导 阶 上 三 角形 拖 阵 . 从 而 有 
4 一 5 = 三 PP (5.64) 
可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 进行 左 变换 计算 , 即 
[tm,m]j=size(RAk)， 
P=P12 "#P23 " 羡 ... 站 Pn 一 In 物 P=PiP meP in 
PK = P';Rk=Pk#r(AK-Skyeye(m)) 
步骤 4 用 MATLAB 程序 进行 右 变换 计算 . 
根据 ($.$9) 和 (5.60) , 令 
1 = 民 PP2PP23… 疡 ，，。 + 54 五， 


然后 选择 适当 的 数 %,: 替 换 (5. 62) 式 中 的 s% ,得 
4 一 5 有 = 惟 , 疡 2 己 23 … 书 ， En 


下 一 
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因为 矩阵 R,PLP25…P" ， ,是 上 海 森 伯 格 矩阵 ,所 以 经 过 计算 得 到 的 
好， = 姬 Po +3S 1 王 (5. 65 ) 
也 是 上 海 森 伯 格 和 矩阵 . 
可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 进行 左 变换 计算 , 即 
AK =RKy#k P+SKykeye(my) 
显然 ,每 一 次 左 变换 仅 改 变 矩 阵 的 两 行 , 而 每 一 次 右 变换 仅 改变 矩 阵 的 两 
列 .为 了 节省 存储 量 . 左 变换 和 右 变换 可 同时 进行 . 
步骤 S$ 反复 应 用 步骤 2 至 步骤 4, 求 矩阵 4 的 近似 特征 值 . 
反复 应 用 步 又 2 至 步骤 4, 就 产生 一 个 正 交 相 似 于 上 海 森 伯 格 矩阵 4 的 序 
列 !4,} ,选择 位 移 量 *% 的 方法 不 同 , 则 和 矩阵 4 的 近似 特征 值 的 计算 方法 就 不 同 . 
在 我 们 这 里 介绍 两 种 方法 如 下 : 
方法 1 如 果 用 最 未 元 位 移 法 选择 位 移 量 s = ao ,反复 应 用 步骤 2 至 步骤 
4, 当 |at9 | 充分 小 时 , 则 数 A。= at 为 矩阵 4 的 近似 特征 值 , 且 


水 米 … 六 洲 | 兴 
米 来 来 米 炒 
尝 “"。 : : | : 如 。， xn- Cnxi 
4 = 。 | 一 ? 
站 尝 料 On 和， 

洲 料 水 

0 人 \ 
Q ) 从 


其 中 判别 |a55 ,| 充分 小 的 准则 是 : 
@ lc ,|<el41。; 
@@ 取 ==10-…,:+1 是 计算 过 程 中 有 效 数字 的 个 数 ,将 ae 忆 ,与 相 邻 元 进行 
比较 , 即 


(大 ) 


|e 宫 emin (oo ,ai )， 

方法 2 ”如 果 用 求 根 位 移 法 选择 位 移 量 % ,反复 应 用 步骤 2 至 步骤 4, 当 
ais0 时 , 则 数 汶 = +s+…+so 为 卸 阵 4 的 近似 特征 值 . 

步骤 6 采用 逐步 收缩 的 方法 . 计算 的 矩阵 4 的 一 个 特征 值 后 ,可 将 抢 阵 降 
阶 , 取 -1 阶 主子 矩阵 有,。xob ,继续 对 吾 。 ob 应 用 上 述 方法 ,就 可 以 
逐步 求 出 4 的 其 余 近 似 特征 值 . 

值得 注意 的 是 :上述 的 带 原点 位 移 的 QR 方法 可 以 计算 实 和 矩阵 4 的 所 有 实 
特征 值 , 但 是 不 能 计算 4 的 复 特 征 值 . 如 果 和 矩阵 4 有 复 特征 值 , 则 上 述 带 原点 位 
移 的 QR 方法 不 收敛 . 在 这 种 情形 下 ,可 应 用 对 上 述 过 程 作 了 修改 的 双重 步 QR 


方法 (参见 草 志 浩 等 人 编著 的 《矩阵 计算 和 方程 组 求 根 》) 
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5.6.5 最 未 元 位 移 QR 方法 计算 实 对 称 和 矩阵 特征 值 及 其 
MATLAB 程 序 


如 果 守 阶 实 失 阵 4 的 特征 值 为 A，(i=1,2,…,m), 则 入 -s (=1,2，…， 
n) 是 下 =4 -si 的 特征 值 . 将 上 述 思想 融 人 下 面 用 带 原点 位 移 的 QR 方法 计算 
实 瞪 阵 的 特征 值 . 带 原点 位 移 的 QR 方法 特别 适用 于 计算 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 . 
在 这 里 为 了 介绍 方便 ,我 把 用 最 末 元 位 移 法 选择 位 移 量 % 的 带 原点 位 移 的 QR 
方法 求 4 的 所 有 近似 特征 值 的 方法 称 作 最 末 元 位 移 QR 方法 . 

(一 ) 最 末 元 位 移 QR 方法 的 一 般 步 骤 

如 果 阶 实 矩 阵 4 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 可 以 用 最 末 元 位 移 QR 方法 计算 4 的 
所 有 近似 特征 值 , 其 步骤 如 下 : 

步骤 1 用 MATLAB 程序 选择 位 移 量 %. 

在 每 一 次 迭代 中 ,都 需要 选择 位 移 量 s%. 选择 % 的 方法 有 几 种 ， 在 这 里 采用 
最 末 元 位 移 法 ,可 用 MATLAB 程序 sk =RAk(n,pn) 选 择 位 移 量 % = ex .其 中 am 
= 凡是 第 大 次 迭代 的 和 迭代 抢 阵 4 (=1,2, mn) 中 的 第 行 第 列 上 的 
元 , 即 是 (5.61) 式 中 的 d,; 

步骤 2 用 MATLAB 程序 计算 4, -si 互 ,然后 和 4 进行 08 分解 辐 

4 -5 有 =OR ,FE=1,2，… 
可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 完成 , 即 
[mm]j =size(Ak);B1 =Ak-skyeye (m);i[Qk,RKkK] =qGqr(B1)3; 
步骤 3 构造 新 抢 阵 
4 = 尺 ,Q+s 殖 
可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 完成 上 式 的 计算 , 即 
Akl =RK*xOQOk+sk*+keye(m) . 

步骤 4 求 矩阵 4 的 近似 特征 值 . 反复 应 用 步骤 工 至 步骤 3, 取 e=10- 

1 是 计算 过 程 中 有 效 数 字 的 个 数 , 当 |a%9 | 和 emin (| 名 | ,| ec 和 
le <e14i 时 , 则 数 A =a'% 为 矩阵 4 的 近似 特征 值 , 且 记 


[和 和 
4， = . 
Oo D) 入。 
步骤 5 求 出 4 其余 的 近似 特征 值 . 采用 逐步 收缩 的 方法 ,继续 对 
下,。 .ou 应 用 最 末 元 位 移 QR 方法 ,就 可 以 逐步 求 出 4 其 余 的 近似 特征 值 . 


例 5.6.4 用 最 末 元 位 移 QR 方法 求实 对 称 矩 阵 4 的 全 部 特征 值 ,精度 为 
10“. 并 将 计算 结果 与 4 全 部 真 特征 值 比 较 . 其 中 
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5 2 2 1 

2 -4 1 1 
4 = 

2 1 3 1 

1 1 1 2 


解 (1) 首先 求 44 第 一 个 特征 值 的 近似 值 4 
中 因为 |e 纺 _， | >10…min( | 4 9 | ao |) =4, 所 以 选择 位 移 量 31 二 
au =2 为 4 的 第 4 行 第 4 列 的 元 . 
@) 用 MATLAB 程序 计算 召 ， = 好 ， -5 连 , 然 后 将 吾 ， =A4， 一 5 加 进行 QR 分 解 ， 
即 
4 -5 瑟 =C@R， 
由 MATLAB 程序 


>>A=[5,2,2,1;32,-4,1,132,1,3,131,1,1,2];[m,m] =size(&A); 
s1 =A(4,4),，B1 =A-sl*yeye(m)，[Ql,R1]=Gr(B1)， 


运行 后 输出 结果 
S1 = 
2 
B1 = 
3 2 2 工 
2 -6 工 工 
2 工 工 工 
1 工 工 0 
QL = 
-0.70710678118655 0.38807526285317 0 .12674485010490 -0.57735026918963 
-0.47140452079103 -0.87963726246718 0 .06337242505245 0 


-0.47140452079103 0 .20697347352169 -0.63372425052448 0.357735026918963 
-0.23570226039552 0.18110178933148 0.76046910062937 0 .57735026918963 
R1L = 
-4.24264068711929 0.70710678118655 -2.59272486435067 -1.64991582276861 
0 6.44204936336256 0 .28458852609232 -0.28458852609232 
0 0 0 .44360697536713 -0.44360697536713 
0 0 0 0.00000000000000 
图 构造 新 抢 阵 4, =RQ, +si 瑟 .用 MATLAB 程序 
> > A2 =R1*xQl+s1*keye(zmn)， 
r2 = abs(R2(mm-1))-10”(-5)*min(abs(RA2(m:m))，abs(RA2(mm -1,m 
-TI))) 
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完成 上 式 的 计算 ,得 
ARA2 = 
6 .27777777777778 -3.10388935193069 -0.10455916682125 0.00000000000000 
-3.10388935193069 -3.65930388219545 0 .01147685957127 0.00000000000000 
-0.10455916682125 0.01147685957127 1 .38152610441767 10.00000000000000 
-0.00000000000000 0 .00000000000000 0 .00000000000000 2.00000000000000 
Lz2 = 
-1 .381526104379678e -005 
国 因 为 |je 和 | <10min (|e22| ,cm=4, 所 以 精度 为 10 一 的 人 
的 第 一 个 特征 值 的 近似 值 A, 一 2. 000 00. 
(2) 再 求 4 第 二 个 特征 值 的 近似 值 A:. 
中 取 和 矩阵 4, 的 3 阶 主子 矩阵 4，， 
用 MATLAB 程序 
>>RM3= ARA2(1:3,1:3)，[ml,ml1]=size(A3)， 
r3 = abs(A3(mnl,ml -1))-10”( -5)*min(abs(RA3(ml,ml))，abs(RA3(m1l 
-1,ml -1))) 


完成 上 式 的 计算 ,得 


RA3 = 
6 .27777777777778 -3.10388935193069 -0.10455916682125 
-3.10388935193069 -3.65930388219545 0.01147685957127 
-0.10455916682125 0.01147685957127 1.38152610441767 

Y3 = 


0.01151345261010 
@) 重复 上 述 步 又, 即 因 为 | | > 10 一 min( | 人 ， | ec ,mm=3, 所 
以 继续 和 迭代 . 选择 位 移 量 。 =a'22 =1.381 526 104 417 67 为 4; 的 第 3 行 第 3 列 
的 元 . 
鲜 计算 B。 = 4 - 5 五 ,并 将 其 进行 QR 分 解 , 即 4: - :五 = CR ,由 MAT- 
LAB 程序 
> > sS2 =A3(ml,ml)，B2 =A3 -s2*xeye (mi)，[o2,R2]=Ggqr(B2)， 
运行 后 输出 结果 
S2 = 
1.38152610441767 
B2 = 
4.89625167336011 -3.10388935193069 -0.10455916682125 
_3 .10388935193069 -~-5.04082998661312 0.01147685957127 
-0.10455916682125 0.01147685957127 0 
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Q2 = 
-0.84445320114929 -0.53537837009187 0.01639487439677 
0.53532568873289 -0.84460953959679 -0.00781873421730 
0.01803324849744 0.00217404228940 0.99983502413586 
R2 = 
-5.79813264571247 -0.07718952005739 0.09443918088619 
0 5.91931326753920 0.04628525123242 
0 0 -0.00180396892170 
侈 构造 新 矩阵 44 = 有 CQ, + 五. 用 MATLAB 程序 
>>R4 =R2*kQ2 +s2*eye(m1l)， 
r4=abs(R(ml,ml -1))-10*(-5)*min(abs(RA(ml mi))，abs(A4(ml 
-1,ml -1)))， 
完成 上 式 的 计算 ,得 
A4 = 
6 .23815929000691 3.16959512520840 -0.00003253141985 
3.16959512520840 -3.61788172311421 -0.00000392190472 
-0.00003253141985 -0.00000392190472 1.37972243310730 
4 = 
-9.875319606520319e -006 
@ 因为 jc | <10min( |a2 | as) =3, 所 以 精度 为 10 一 的 4 
的 第 二 个 特征 值 的 近似 值 A; =1. 379 72. 
(3) 再 求 4 第 三 个 特征 值 的 近似 值 4:. 
人 取 算 阵 4, 的 2 阶 主子 矩阵 4, ,用 MATLAB 程序 
>>A5 =A4(1:2,1:2)，[m2,m2] =size(A5); 
r5 =abs(A5(m2,m2 -1))-10*(-5)*min(abs(A5(m2,m2))，abs(A5(m2 
-1,m2 -1))) 
完成 上 式 的 计算 ,得 
A9 = 
6.23815929000691 3 .16959512520840 
3 .16959512520840 -3.61788172311421 
Y5 = 
3 .16955894639117 
@ 因为 |c- ,| > 10min( |asco | ,os ,na=2, 所 以 继续 和 迭代 . 选择 
位 移 量 s:, =a4. = -3.617 881 723 114 21 为 4, 的 第 2 行 第 2 列 的 元 . 重复 上 
述 步 骤 , 即 输入 MATLAB 程序 . 
>> S3 =RA5(m2 ,m2)，B3 =A5 -SS3+eye (m2)，[Q3,R3] =Gr(B3 )， 
A6 =R3*Q3+s3*keye(m2)， 
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R6 = AR6(m2,m2 -1)-10”(-5)*min(abs(RA6(m2 ,m2))， 
abs(RA6(m2 -1,m2 -1))),s4=RA6(m2,m2)，B4=RA6-s4yeye (m2)，[Q4， 





R4] =Gr(B4)， 
R7 =R4+Q4+s4*+eye(m2)， 


R7 = A7(m2,m2 -1) -10*(-5)*min(abs(A7(mn2,m2))，abs(A7(m2 -1， 


m2 -1 工 ) ) ) ， 


运行 后 输出 结果 


83 = 
-4.54165290634115 
B3 = 
11.70358337957500 0.29707472151000 
0 .29707472151000 0 
Q3 = 
-0.99967800146784 -0.025375095431063 
-0.02537505431063 0.99967800146784 
R3 = 
-11.70735313009838 -0.29697906388573 
0 -0.00753828719263 
A6 = 
7.16946633310907 0.00019128444692 
0.00019128444692 -4.54918876621637 
R6 = 
1.457925592600288e -004 
S4 = 
-4.54918876621637 
B4 = 
11.718659509932544 0.00019128444692 
0.00019128444692 0 
Q4 = 
-0.99999999986678 -0.00001632307166 
-0.00001632307166 0.99999999986678 
R4 = 
-11.71865510088661 -0.00019128444690 
0 -0.00000000312235 
有 7 = 
7.16946633623142 0.00000000000005 
0.00000000000005 -4.54918876933872 
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-4.549188764242086e -005 
因为 je | <10 一 min( je | ,em=2, 所 以 精度 为 10 的 4 的 第 三 
个 特征 值 的 近似 值 A: = -4. 549 19. 
(4) 最 后 求 4 第 四 个 特征 值 的 近似 值 4. 
因为 搜 阵 4, 的 1 阶 主 子 矩阵 4, =7. 169 466 336 231 42 ,所 以 精度 为 10- 
的 4 的 第 四 个 特征 值 的 近似 值 A,=7. 169 47. 
综 上 所 述 ,计算 机 计算 的 精度 为 10 的 4 的 第 四 个 特征 值 的 近似 值 分 别 为 
Ai=2.000 000 000 000 00 ,As1.379 722 433 107 30， 
全 -4.549 188 769 338 72 ,As7.169 466 336 231 42 . 
即 AN =2.000 00,j,=1.379 72. 人 ;= -4.549 19 ,=7.169 47 
实际 上 ,根据 程序 b =eig(A) 计 算出 4 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 全 部 真 特征 值 为 
Ai =2.000 000 000 000 00 ,AM =1.379 722 432 931 84， 
A = -4.549 188 769 343 66,A， =7 .169 466 336 411 81 . 


由 此 可 见 ,特征 值 的 近似 值 的 精度 都 达到 10 ”. 

(二 ) 用 最 末 元 位 移 QR 方法 求实 对 称 和 矩阵 4 的 全 部 特征 值 的 MATLAB 
主 程序 1 

如 果 半 阶 和 矩阵 4 是 实 对 称 矩 阵 , 则 用 带 原点 位 移 的 QR 方法 中 的 最 末 元 位 
移 QR 方法 计算 4 的 所 有 近似 特征 值 可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 完成 ,并 且 给 
出 全 部 计算 过 程 的 信息 . 

用 最 末 元 位 移 QR 方法 求实 对 称 和气 阵 4 的 全 部 特征 值 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :4 是 寺 阶 实 对 称 和 矩阵: 是 精度 s = 10 ”的 指数 ,HM4X1 是 最 大 选 
代 次 数 . 

输出 的 量 汉 表示 求 第 个 特征 值 ,下 是 和 迭代 次 数 ,s% 是 原点 位 移 量 ,@ 和 
Ri 是 召 : 的 QR 分 解 ,4, 和 迭代 矩阵 ,te 是 矩阵 4 的 特征 值 的 近似 值 ,矩阵 吾 是 
杰 阶 和 矩阵 4, 的 ( 普 -1) 阶 主子 矩阵 及 其 相关 信息 . 当 和 迭代 和 抢 阵 4 降 一 阶 时 ,给 
出 相关 的 提示 ， 

根据 最 末 元 位 移 QR 方法 求实 对 称 和 矩阵 4 全 部 特征 值 的 步骤 , 现 提 供用 最 
末 元 位 移 QR 方法 求实 对 称 矩 阵 4 的 全 部 特征 值 的 MATLAB 主 程序 如 下 , 取 名 为 


GLF4 .m. 











function tzg =dqr4(RA,ct,maxl) 
[n,n] =size(A);k=0;Ak=RAitzg=zeros(n);i State =13; 
for 大 =1:mn; 
while((k < =maxl)&(state= =1)&n>1l)) 
pl =abs(Ak(n,n-1));b2 =aps(Ak(n,n));，b3 =abs(AkGCn -1:,n-1))， 
b4 =min(b2, b3); jda=lo*(-t);jal =jda*sb4i 
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if(bl > =jdl) 
sk =RAk(n,n);Bk=aAk-skyreye(n);[Qk,Rk]=Gqr(Bk); . 
At =Rk*Qk+skkeye(n);k=k+1l1ictzgk=RAk(n'n); 
daisp( 请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 
位 移 量 ，) 
Qispf( BK =Ak -skxeye(n),Ook 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At =Rk 
* QK + Sky eye(n) 和 迭代 矩阵 ;) 
1, State =1;K,sSk,Bk,QK,RK,AL,AK=RALi 
elTSe 
disp( 请 注意 ;i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,kzgk 是 矩阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ， 
k 是 迭代 次 数 ，) 
Gispf(” 下 面 的 矩阵 B 是 m 阶 矩 阵 at 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 
阶 .) 
itzgk =Ak(n,n),tzg(n,1L1) =tzgki; 
k =k,sk,RAk;B =RAk(l:n-1,1:n-1)， 


RARk =Bin=Dn-1listate= =1; = +1; 


enda 
tzg(1,1) =RAkit2g=Sort(tzg( :,1));iLzgk =Ak 
disp( "请 注意 :n 阶 实 对 称 和 矩阵 A 的 全 部 真 特征 值 Ilamoda 和 至 少 含 上 
个 有 效 数 字 的 近似 特征 值 tzg 如 下 :) 
lamoda =Sort(eig( 匀 ) ) 
例 5.6.5 用 最 末 元 位 移 QR 方法 求 下 列 实 对 称 矩 阵 的 全 部 近似 特征 值 ,并 
将 计算 结果 与 4 全 部 真 特征 值 比较 ,其 中 


5 2 2 1 
2 -4 11 _ 
(CD)4=|， 1 3 1 |, 精 度 为 ==10 ; 
1 112 


12 -56 3 -14 -9%0 -41 
-56 71 23 6 -9 -21 
3 23 5 12 -72 5l ， 
(24-| -4 6 1 7 23 21| 精度 为 =10 
-90 -9 -72 323 -34 -61 
-41 -21 5 2 -6l1 -52 
解 (1) 首先 保存 用 最 末 元 位 移 QR 方法 求实 对 称 和 矩阵 4 的 全 部 特征 值 的 
MATLAB 主 程 序 为 M 文件 , 取 名 为 ar4.m. 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
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>>A=[5 2 2 1;2 


运行 后 屏幕 显示 结果 


-41141213 1 1 1 2];tzg=ar4(aA,5,100) 


请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ， 


Bk =Ak -sk*yeye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,ALt=RkyQk+sk*ykeye(n) 


和 迭代 矩阵 : 

= 
工 

K = 
工 

SK = 
2 

BK = 
3 2 
2 -6 
之 工 
二 荆 

QK = 


-0.70710678118655 
-0.47140452079103 
-0.47140452079103 
-0 .23570226039552 
RK = 
-4.24264068711929 
0 
0 
0 
AL = 
6 .27777777777778 
-3 .10388935193069 
-0.10455916682125 
-0.00000000000000 


FF PN 


口 hm 


0 .38807526285317 
-0.87963726246718 
0 .20697347352169 
0.18110178933148 


0.70710678118655 
6 .44204936336256 
0 
0 


-3.10388935193069 
-3.65930388219545 
0.01147685957127 
0.00000000000000 


0 .12674485010490 
0 .06337242505245 
-0.63372425052448 
0 .76046910062937 


-2.59272486435067 
0.28458852609232 
0 .44360697536713 

0 


-0.10455916682125 
0.01147685957127 
工 .38152610441767 
0 .00000000000000 


-0.57735026918963 
0 

0 .57735026918963 
0.57735026918963 


-1.64991582276861 
-0.28458852609232 
-0.44360697536713 

0.00000000000000 


0 .00000000000000 
0 .00000000000000 
0.00000000000000 
2 .00000000000000 


请 注意 :i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,tczgk 是 矩阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ,x 是 迭代 次 数 ， 
下 面 的 矩阵 B 是 m 阶 矩 阵 At 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 阶 . 


工 
ZGK = 


2.00000000000000 


K = 


、 





SK = 


B = 

6.27777777777778 
-3.10388935193069 
-0.10455916682125 


-3 . 
-3 . 
0 . 
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10388935193069 
65930388219545 
01147685957127 


-0. 
0 . 
1 。 


10455916682125 
01147685957127 
38152610441767 


请 注意 :下 面 的 工 表 示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ， 
Bk =Ak -sk*+eye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,AE=RkyQk+sk* 


和 迭代 矩阵: 
斌 = 
2 
k = 
2 
SK = 
1.38152610441767 
BK = 


4.89625167336011 
-3.10388935193069 
-0.10455916682125 

Qk = 
-0.84445320114929 

0.53532568873289 

0.01803324849744 

RK = 
-5.79813264571247 

0 
O 

At = 

6.23815929000691 

3 .16959512520840 
-0.00003253141985 


-3 
-5 . 
0 


-0 
-0 


3 
-3 . 
-0. 


10388935193069 
04082998661312 


-01147685957127 


.53537837009187 
.84460953959679 
-00217404228940 


-07718952005739 
-91931326753920 


0 


-16959512520840 


61788172311421 
00000392190472 


-0 


-0 . 
-0 . 
工 


-10455916682125 
-01147685957127 


0 


.01639487439677 
.00781873421730 
.99983502413586 


-09443918088619 
-04628525123242 
-00180396892170 


00003253141985 
00000392190472 


-37972243310730 


315 


eye(n) 


请 注意 :i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,kzgk 是 撼 阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ,k 是 迭代 次 数 ， 
下 面 的 和 矩阵 B 是 m 阶 和 矩阵 At 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 阶 . 


2 
上 ZSK = 


1.37972243310730 
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Kk = 
2 
SK = 
1 .38152610441767 
B = 


6.23815929000691 3.16959512520840 


3 .16959512520840 -3.61788172311421 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ， 
BK =Ak -sk*eyetn),cQk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At =Rk+rQk+sksxeye(n) 





和 闪 代 矩阵: 
斌 = 
3 
K = 
3 
SK = 
-3.61788172311421 
BK = 
9 .85604101312112 3.16959512520840 
3 .16959512520840 0 
QK = 
-0.95198403663348 -0.30614766697629 
-0.30614766697629 0.95198403663348 
RK = 
-10.35315786173815 -3.01740396178969 
0 -0.97036415284199 
AL = 
7.16193047323385 0.29707472151000 
0 .29707472151000 -4.54165290634115 


请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,kx 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ， 
Bk =Ak -skyk eye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At =Rk*xQk+sk*eye(ny) 


迭代 和 矩阵: 
宇 = 
3 
K = 
4 
SK = 
-4.54165290634115 


BK = 





11.70358337957500 
0.29707472151000 

QK = 
-0.99967800146784 
-0.02537505431063 

RK = 
-11.70735313009838 
0 

RAt = 
7.16946633310907 
0.00019128444692 
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0.29707472151000 
0 


-0.02537505431063 
0.99967800146784 


-0.29697906388573 
-0.00753828719263 


0.00019128444692 
-4.54918876621637 


请 注意 :下 面 的 关 表 示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ， 
BK =Ak-skykeye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At=RkrQk+skxreye(n) 


和 迭代 和 矩阵 : 


SK = 
-4.54918876621637 
BK = 
11 .71865509932544 
0.00019128444692 


.99999999986678 
-00001632307166 


.71865510088661 
0 
人 七 = 
7.16946633623142 
0.00000000000005 


请 注意 :i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,5zgk 是 矩阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ,kx 是 迭代 次 数 ， 


0 .00019128444692 
0 


-0.00001632307166 
0 .99999999986678 


-0.00019128444690 
-0.00000000312235 


0.00000000000005 
-4.954918876933872 


下 面 的 矩阵 B 是 m 阶 矩 阵 at 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 阶 . 


3 
上 zgkK = 
-4.54918876933872 
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SK = 
-4.54918876621637 
B = 
7.16946633623142 
七 ZGK = 
7.16946633623142 
请 注意 :n 阶 实 对 称 矩 阵 A 的 全 部 真 特征 值 1amoda 和 至 少 含 t 个 有 效 数 字 的 近似 特征 
值 tzg 如 下 : 
1amoda = 
-4.54918876934366 
1.37972243293184 
2.00000000000000 
7.16946633641181 


-4.54918876933872 
1.37972243310730 
2.00000000000000 
7.16946633623142 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> ARA=[12 -563 -14 -90 -413-56712361 -9 -214 和 3 23 53 12 -72 
51; -14 61 1273 23 21; -90 -9 -72 23 -34 -61; -41 -21 51 21 -61 -52]， 
tzg=Gr4(RA,4,100) 
运行 后 屏幕 显示 结果 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 1 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk =RAk - sk* 
eye(n),ck 和 Rk 是 Bk 的 OR 分 解 ,At =RkyQk+sk*xeye(na) 和 迭代 和 矩阵: 


工 
k = 
工 
SK = 
-52 
BK = 
64 -56 3 -14 -90 -41 
-56 123 23 61 -9 一 21 
3 23 T05 12 一 了 2 SI 


-4 61 12 125 23 21 





0 .3125 

Rk = 
-131.2174 
0 


避 串口 口 


At = 

67 .4514 
-86 .1061 
51.3408 
-1L.6460 
76 .5261 
-3.1187 


请 注意 :下 面 的 诗 表 示 求 第 个 特征 值 ,kx 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk = Rk - sk 


73 .0543 
-133 .0416 
0 


0 
0 
0 


-86 .1061 
62 .7258 
51 .6606 
45 .2076 
57 .3920 
-3.2880 


23 
21 


0 .0110 
0 .0293 
.7498 
0 .0569 
0 .2359 
.6148 


51 
51 
96 
一 3 


.3408 
-6606 
.6541 
.7567 
~18 .1668 

6 .1366 
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18 -61 
-61 0 


-0.3210 
0 .2307 
0.0708 

-0.8801 

-0-1349 

-0.2143 


68 .2608 
-79 .3230 
-7.7419 
-98 .2059 
0 

0 


-1.6460 
45 .2076 
-3.7567 
32 .4419 
-24 .4622 
2.1386 


-0.7966 
-0.4943 
-0.0367 

0 .2157 
-2604 
-0731 


-0 
-0 


37 
-1】15 
95 
2 
83 


-4417 
.5119 
.7846 
.1142 
.5168 

0 


76 .5261 
57 .3920 
-18.1668 
-24 .4622 
-78 .2465 
0.7293 


-0.0302 
0.20786 
-0.6298 


-0.0653 


-0.4365 
0 .6038 


-29 .7293 
-36.7393 
-52 .4985 
1 工 .6737 
61.5863 
-9.9811 


-3 .1187 
-3.2880 
”6.1366 

2 .1386 
0.7293 
-58 .0267 


*k eye(Dn),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At=RkrQok+skxyxeye(n) 达 代 和 矩阵 : 


寺 = 


SK = 

-58 .0267 
BK = 

125 .4782 
-86.1061 
51 .3408 
-1.6460 
76 .5261 
-3.1187 


-86.1061 
120 .7526 
51 .6606 
45 .2076 
57 .3920 
~3.2880 


51 .3408 
5S1 .6606 
154 .6809 
-3.7567 
-18 .1668 
6.1366 


-1 .6460 
45 .2076 
-3.7567 
90 .4686 
-24 .4622 
2.1386 


.9261 
.3920 
-1668 
-4622 
.2198 
0 .7293 
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Qk = 
-0.7052 0.1935 -0.2299 -0.3147 0.5598 -0.0039 
0 .4839 -0.5340 -0.2202 -0.0946 0 .6505 0.0054 
-0.2885 -0.4861 -0.7045 0 .1495 -0.4009 -0.0315 
0.0093 -0.2893 0 .1849 -0.8863 -0.3106 -0.0076 
-0.4301 -0.5970 0.6032 0 .2892 0 .0754 0 .0742 
0 .0175 0 .0305 -0.0655 -0.0243 -0.0220 0 .9967 

RKk = 
-177 .9427 79 .9237 -47.9486 35 .5150 -12.4675 -1 .4563 
0 -153.7038 -80.7260 -34.1371 12 .1657 -2.8852 
0 0 -144.2113 -5.0943 -34.1981 -2.0472 
0 0 0 -91.6269 -16.4126 0 .5252 
0 0 0 0 93 .5178 -6.9543 
0 0 0 0 0 -0.1614 

At = 
125 .6255 -56.6838 56 .2327 6.2201 -40.3402 -0.0028 
-56 .6838 65.8196 91 .9343 36.3234 -56.0440 -0.0049 
56 .2327 91 .9343 22 .1411 -26.8778 56 .8615 0.0106 
6 .2201 36.3234 -26.8778 18 .4203 27 .2120 0.0039 
-40.3402 -56.0440 56 .8615 27.2120 -50.8189 0.0036 
-0.0028 -0.0049 0 .0106 0.0039 0.0036 -58.1877 


请 注意 :i 表示 求 第 站 个 特征 值 ,czgk 是 邱 阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ,k 是 迭代 次 数 ,下 面 
的 矩阵 B 是 m 阶 和 矩阵 at 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 阶 . 


1 = 三 


1 
七 ZGK = 
-58 .1877 
K = 
2 
SK = 
-58 .0267 
也 = 
125.6255 -56.6838 56 .2327 6.2201 -40.3402 


-56.6838 65.8196 91.9343 ”36.3234 -56.0440 
56.2327 “91.9343 ”22.1411 -26.8778 ”56.8615 
6.2201 36.3234 -26.8778 18.4203 ”27.2120 
-40.3402 -56.0440 56.8615 27.2120 -50.8189 

请 注意 :下 面 的 + 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 多 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk =RAk - sk* 





5.6 _ QR 方法 及 其 MATLAB 程序 321 


eye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At =RkyOQok+skyeye(n) 和 迭代 和 矩阵， 


SK = 
-50 .8189 
BK = 
176 .4443 -56.6838 56 .2327 6.2201 -40.3402 
-56.6838 116.6385 91 .9343 36.3234 -56.0440 
56 .2327 91 .9343 72 .9600 -26.8778 56 .8615 
6 .2201 36 .3234 -26.8778 69 .2391 27 .2120 


-40.3402 -56.0440 56.8615 27.2120 0 
Qk = 
-0.8915 0 .0982 0.2806 -0.2194 -0.2623 
0.2864 -0.6231 0.4721 “ -0.2454 -0.4965 
-0.2841 -0.6298 0.1645 0 .3591 0.6055 
-0.0314 -0.2269 -0.3554 -0.8387 0 .3432 
0.2038 0 .3923 0.7383 -0.2435 0.4475 
Rk = 
-197.9237 45.2527 -32.0958 15.8644 2 .9015 
0 -166.3791 -69.3146 -10.1284 -11.0254 
0 0 122 .7118 9.9548 -38.0948 
0 0 0 -84.6267 20.1978 
0 0 0 0 82.1756 
玉 七 = 
147 .7971 . -29.8854 -42.9412 6.7762 16.7488 


-29 .8854 94 .4890 -94.4902 27 .1220 32 .2359 
-42.9412 -94.4902 -62.2964 44 .9875 60 .6674 
6 .7762 27 .1220 44.9875 15.2418 -20.0057 
16.7488 32 .2359 60.6674 -20.0057 -14.0439 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk =Ak - sk* 
eye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At=RkrQk+skxeye(na) 和 迭代 和 矩阵: 


SK = 
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-14.0439 
BK = 
161.8411 -29.8854 -42.9412 6.7762 6 .7488 
-29 .8854 108.5329 -94.4902 27 .1220 32 .2359 
-42.9412 -94.4902 -48.2524 44 .9875 60 .6674 
6 .7762 27 .1220 44.9875 29 .2857 -20.0057 


16.7488 32 .2359 60.6674 -20.0057 0 
Qk = 
-0.9462 0.0767 -0.2892 -0.1036 0.0670 
0 .1747 ~0.6934 -0.6522 -0.1674 0 .1881 
0 .2511 0 .6549 -0.4023 -~0.4167 0 .4154 
-0.0396 -0.1839 0.3418 -0.8875 -0.2454 
-0.0979 -0.2250 0.4609 -0.0073 0.8528 
RK = 
-171 .0440 19 .2874 4.2844 10 .4203 5.8081 
0 -151.6697 8 .6993 10 .2944 22 .3445 
0 0 136.7883 -36.9542 -57.1088 
0 0 0 -49.8308，-14.6542 
0 0 0 0 37 .2997 
At = 
151 .2612 -26.9120 41 .3973 3 .4091 ~-3.6524 
-26.9120 89 .8963 109 .2297 12 .4590 -8.3921 
41.3973 109.2297 -108.0218 -23.7870 17 .1910 
3 .4091 12 .4590 -23.7870 30 .2856 -0.2714 
-3.6524 -8 .3921 17 .1910 -0.2714 17 .7663 


请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk =Ak - skx 
eye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 CR 分 解 ,AE =RkrQok+skreye(n) 和 迭代 和 矩阵: 


二 这 


2 
K = 
5 
SK = 
17 .7663 
BK = 
133 .4948 -26.9120 41 .3973 3 .4091， -3.6524 
-26 .9120 72 .1300 109 .2297 12 .4590 -8 .3921 


41.3973 109 .2297 -125.7881 -23.7870 17 .1910 
3 .4091 12 .4590 -23.7870 12 .5193 -0.2714 
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-3.6524 -8.3921 17 .1910 -0.2714 0 
ok -= 
-0.9373 0 .1544 0 .3111 -0.0283 -0.0060 
0.1890 -0.5278 0.8259 -~-0.0529 -0.0288 
-0.2907 -0.8275 -0.4500 0.1520 0.0714 
-0.0239 -0.0939 -0.1102 -0.9713 0.1873 
0.0256 0.0637 0 .0801 0 .14729 0D0.9793 
RK = . 
-142.4213 6.5920 19 .4103 5 .7664 -3.1527 


0 -134.3143 56 .1648 12.4416 -10.3350 


0 0 163.6998 20.6535 -15.7739 
0 0 0 -16.5790 3 .4248 
0 0 0 0 1 .4409 

At = 
146.6460 -42.2683 -48.4812 0.4847 0 .0370 
-42.2683 40.3466 -138 .4080 1 .7756 0 .0918 
-48.4812 -138.4080 -59.4436 2 .1021 0 .1154 
0 .4847 1 .7756 2 .1021 34 .4614 0 .2491 
0.0370 0 .0918 0 .1154 0 .2491 19 .1773 


请 注意 :下面 的 i 表示 求 第 1i 个 特征 值 ,kx 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk =Ak - skx 
eye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At =Rk*xQk+skreye(n) 和 迭代 和 矩阵: 


IE = 


2 
kK = 
6 
Sk = 
19 .1773 
BK = 
127 .4686 -42 .2683 -48 .4812 0.4847 0 .0370 
-42.2683 21 .1692 -138.4080 1 工 .7756 0 .0918. 
-48.4812 -138.4080 -78.6209 2.1021 0 .1154 
0 .4847 1 .7756 2 .1021 15 .2841 0 .2491 
0 .0370 0.0918 0 .1154 0 .2491 0 
ok -= 
-0.8928 0.3074 -0.3294 -0.0033 0 .0001 
0 .2960 -0.1508 -0.9432 -0.0067 0.0003 
0 .3396 0.9395 -0.0436 -0.0129 0.0005 


-0.0034 -0.0121 0.0080 -0.9998 -0.0164 
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-0.0003 -0.0006 0.0004 -0.0164 0.9999 
RK = 
-142 .7779 -3.0003 -24.3952 0.7548 0.0325 
0 -146.2384 -67.9134 1 .6713 0 .1029 
0 0 149.9518 ~ 工 .8036 -0.1018 
0 0 0 -15.3250 -0.2513 
0 0 0 0 -0.0040 
At = 
137 .4716 -66.3589 50 .9233 0 .0521 0 .0000 
-66.3589 -22.5892 140.8997 0 .1852 0.0000 
50 .9233 140.8997 12 .6292 -0.1227 -0.0000 
0 .0521 0 .1852 -0.1227 34 .5027 0 .0001 
0.0000 0.0000 -0.0000 0 .0001 19 .1733 


请 注意 :i 表示 求 第 丰 个 特征 值 ,上 zgk 是 矩阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ,kx 是 迭代 次 数 ,下 面 
的 矩阵 B 是 m 阶 矩阵 At 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 阶 . 


工 = 


2 
十 zZgkK = 
19 .1733 人 
k = 
6 
SKk = 
19 .1773 
B = 
137 .4716 -66.3589 50 .9233 0 .0521 
-66.3589 -22.5892 140.8997 0 .1852 
50 .9233 140 .8997 12 .6292 -0.1227 
0 .0521 0.1852 -0.1227 34 .5027 


请 注意 :下 面 的 1i 表示 求 第 个 特征 值 ,k 是 欠 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk =Rk - sK* 
eye(n),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At=Rkyroaok+sk*reye(n) 达 代 和 矩阵 : 


1 = 


3 
k = 

7 
SK = 
34 .5027 
Bk = 


102 .9689 -66.3589 50 .9233 0 .0521 
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-66.3589 -57.0919 140.8997 0 .1852 
50 .9233 140.8997 -21.8735 -0.1227 


0.0521 0.1852 -0.1227 0 

Qk = 

-0.7762 “ -0.5556 -0.2981 0.0003 
0.5002 -0.2548 -0.8276 0.0006 

-0.3839 0.7914 -0.4757 -0.0009 

-0.0004 0 .0011 0.0002 1.0000 

RK = 


-132 .6623 -31.1373 39 .39504 0 .0993 
0 162 .9301 -81.5084 -0.1732 
0 0 -121.3767 -0.1104 
0 0 0 0.0002 
At = 
106 .7915 TI12 .7868 46.5913 -0.0000 
112 .7868 -71.5223 -96.0610 0 .0000 
46.5913 -96.0610 92 .2421 0.0000 
-0.0000 0 .0000 0.0000 34.5029 
请 注意 ::+ 表示 求 第 个 特征 值 ,zgk 是 矩阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ,kx 是 和 迭代 次 数 ,下 面 
的 矩阵 B 是 m 阶 和 矩阵 At 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 阶 . 
1 = 
3 
七 ZGK = 
34 .5029 
k = 


SK = 
34 .5027 
孔 = 
106 .7915 112 .7868 46.5913 
112 .7868 -71.5223 -96.0610 
46.5913 -96.0610 92 .2421 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 个 特征 值 ,k 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk =Ak - sk* 
eye(n),Qk 和 RKk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At =Rk*Qk+sk*#eye(n) 太 代 和 矩阵 : 
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SK = 
92 .2421 

BK = 
14.5494 
112 .7868 
46 .5913 

QK = 
-0.1184 
-0.9177 
-0.3791 

RK = 
-122 .8954 
0 
0 

At = 
-83 .6398 
-144.0011 
-17.7774 


请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Bk =Rk - skx 
eye(n),QK 和 Rk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At =Rk*Qk+sk*eye(n) 迭 代 和 矩阵 ， 


SK = 
134 .3691 
BK = 
-~-218 .0089 
-144 .0011 
-~17.7774 
Qk = 
-0.8325 
-0.5499 
-0.0679 
RK = 
261 .8782 
0 
0 


112 . 
-163 . 
-96 . 


0 .9745 
-0.0341 
-0.2218 


173 . 
136 . 


-144 .0011 
76 .7821 


-10.3993 


-~144.0011 
-57.5870 
-10.3993 


0.5510 
-0.8345 
0 .0020 


152 .2500 
-31 .3152 
0 
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46 .5913 
-96 .0610 
0 


0 .1906 
-0.3957 
0.8984 


82 .6437 
48 .6787 
46 .8920 


-17 .7774 
-10.3993 
134 .3691 


-17 .7774 
-10 .3993 


-0.0578 
~0.0357 
0.9977 


20 .5177 
-1 工 .1178 
1 .3983 
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人 有 t = 
-168 .7515 17 .2954 -0.0949 
17 .2954 160 .4987 0 .0029 
-0.0949 0 .0029 135 .7642 


请 注意 :i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,tzgk 是 矩阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ,x 是 和 迭代 次 数 , 下 面 
的 矩阵 B 是 m 阶 和 矩阵 At 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 阶 . 


1 = 


4 
七 ZGK = 
135 .7642 
K = 
9 
SK = 
134 .3691 
B = 
-168 .7515 17 .2954 


17 .2954 160 .4987 
请 注意 :下 面 的 1 表示 求 第 在 个 特征 值 ,k 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk = AKk - sk 
* eyektn),Qk 和 Rk 是 Bk 的 QOR 分 解 ,At=Rk*oQok+skxeye(n) 友 代 和 矩阵 : 


地 = 


5 
K = 
10 
SkK = 
160 .4987 
BK = 
-329 .2503 17 .2954 
17 .2954 0 
Qk = 
-0.9986 0 .0525 
0 .0525 0.9986 
RKk = 
329 .7042 -17 .2716 
0 0.9073 
有 七 = 
一 169 .6576 0.0476 


0.0476 161.4048 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ，Bk =Rk - sk* 
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sye(n),Qk 和 BRk 是 Bk 的 QR 分 解 ,At =Rkx*Qak+sk*yeye(n) 迭 代 和 矩阵 : 


5 
k = 
11 
SK = 
161 .4048 
BK = 
-331 .0623 0.0476 
0.0476 0 
Qk = 
-1.0000 0 .0001 
0 .0001 1 工 .0000 
RK = 
331.0623 -0.0476 
0 0 .0000 
有 At = 


-169 .6576 0 .0000 
0.0000 161.4048 
请 注意 :i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,zgk 是 矩阵 A 的 特征 值 的 近似 值 ,k 是 迭代 次 数 , 下 面 
的 矩阵 B 是 严 阶 算 阵 ac 的 (m -1) 阶 主子 矩阵 , 即 At 降 一 阶 . 
斌 = 
5 
七 ZGK = 
161 .4048 
k = 
1 
SK = 
161 .4048 
B = 
-169 .6576 
七 ZGK = 
-169 .6576 
请 注意 :n 阶 实 对 称 矩 阵 A 的 全 部 真 特征 值 Lamoda 和 至 少 含 个 有 效 数 字 的 近似 特征 
值 tzg 如 下 : 
1amodqa = 
-169 .6576 
-58 .1877 
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19 .1733 
34 .5029 
135 .7642 
161 .4048 


-169 .69576 
-58 .1877 
19 .1733 
34 .5029 
135 .7642 
1T61 .4048 


5.6.6 求 根 位 移 QR 方法 计算 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 及 其 
MATLAB 程序 


为 了 介绍 方便 ,把 用 求 根 位 移 法 选择 位 移 量 s 的 带 原 点 位 移 的 QR 方法 求 
4 的 所 有 近似 特征 值 的 方法 称 作 求 根 位 移 QR 方法 . 这 种 方法 特别 适合 求实 对 
称 和 矩阵 4 的 所 有 近似 特征 值 . 在 这 里 主要 介绍 用 求 根 位 移 QR 方法 求 呈 阶 实 对 
称 和 矩阵 4 的 所 有 近似 特征 值 的 方法 和 步 驮 及 其 MATLAB 程序 . 
(一 ) 求 根 位 移 QR 方法 的 一 般 步 又 
用 求 根 位 移 QR 方法 求 ” 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 所 有 近似 特征 值 的 步 又 如 下 : 
步骤 1 用 MATLAB 程序 A1 =house(A) 将 半 阶 实 对 称 矩 阵 4 化 为 对 称 
三 对 角 和 矩阵 4,; 
步骤 2 ”用 求 根 位 移 法 的 MATLAB 程序 选择 位 移 量 se 
(1) 根据 (5. 61) 式 和 (5. 63 ) 式 编写 程序 
Ak= ALi[nnl=size(Ak)id3 = Ak(n-lin-1); ad4 -=- Ak(n,n)ib3 = 
RARk(n-1,n); 
pbp4 = Ak 人 nn-t);x=solve('x*2 -(d4+d3) * Xda3 *+dqd4-b3+xbp4=0')， 
xl1 =X(1)，x2 =X(2)， 
求 出 方程 (5.63 ) 的 根 x ,xz; 
(2) 用 下 面 的 程序 选择 位 移 量 %, 即 
Xl1 = abs(xl - da4);X2 = abs(x2 - da4); 
IE XL > X2 
SK = X1; 
else 
SK = X2; 
enG 


SK 
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运行 后 输出 结果 s. 
步骤 3 用 MATLAB 程序 计算 4, -5s 瑟 ,然后 将 4 -5 下 进行 QR 分 解 , 即 
4 一 SEE=C@RE=12， (5. 66) 
可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 完成 , 即 
[nnj =size(Rk); 
B1 =RAk -Sky+k eye(DTn); 
[Qk,Rk]j =qr(B1); 
步骤 4 用 求 根 位 移 法 的 MATLAB 程序 选择 位 移 量 %,, ,构造 新 矩阵 
4 = 民 OE=1)2，…) 误 ， (SS. 67 ) 
可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 完成 (5.67 ) 的 计算 , 即 
ARA2 =R1*QlL， 
步骤 $ 求 特征 值 . 重复 执行 上 述 的 步 又 2 至 步骤 4, 直 到 六 ,=0, 可 以 得 
到 第 一 个 特征 值 ,=s +s +…+s5 ;对 前 -1 行 和 za-1 列 重复 执行 上 述 的 步 
又 ,直到 中 :~0, 可 以 得 到 第 二 个 特征 值 , =s +s% +… +so; 继 续 对 子 矩 阵 进 
行 选 代 , 直 到 得 到 咏 =0 和 特征 值 A。: =s +s +… +s :3 最 后 ,用 方程 (3. 63 ) 
求解 最 后 两 个 特征 值 A。,， 和 和, 
说 明 中 步骤 1 用 MATLAB 程序 :Ak = Householdren(A) 或 Ak = 
house(A) 运 行 后 ,输出 Ak. 然后 转 人 四; 
@ 根 据 步骤 2 编写 名 为 wyar1l .mm 的 M 文件 
[nnj=size(Rk);d3 = RARk(n-1l,n-1l)3d4= RARkCn:n)i 
b3 = Ak(n-1l,n);ip4= Ak(nn-1); 
xX=solve('x*2 -(d4+d3)*x+d3*d4 -bxb4=0 ”) 
保存 名 为 wyarl .m 的 M 文 件 后 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 抢 阵 4 和 文件 名 
wyarl , 回 车 后 , 即 可 输出 结果 4, 和 方程 的 根 . 然后 转 人 国 . 
图 步骤 2 中 选择 位 移 量 s 和 步骤 3, 步 又 4 可 以 编写 名 为 wyGxr2 茵 的 M 文 
件 如 下 : 
X1 =aps(xLl - qd4); 
X2 =abs(x2 - d4); 
IE X1L > X2 
SKk = x2j 
elSse 
SK =X1li; 
end 
sk, [nn]j=size(RAk);Bk=Ak-skxeye(n); 
[EQ@k,Rk]j =qr(Bk); AKk=RKz*QK 


保存 名 为 wyqr2 .mm 的 M 文 件 后 ,只 需 在 MATLAB 工作 窗口 输入 方程 的 根 和 文 
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件 名 wyar2 , 回 车 后 , 即 可 输出 结果 4, 和 s%. 
例 5.6.6 用 求 根 位 移 QR 方法 求实 对 称 抢 阵 4 全 部 特征 值 , 精 度 为 10 


4 2 2 1 
2 3 1 1 
并 将 计算 结果 与 4 全 部 真 特征 值 比较 . 其 中 4=|》 1 3 1 
1 上 2 


解 〈1) 首先 求 4 第 一 个 特征 值 的 近似 值 . 
志 用 豪 斯 霍 尔 德 变换 约 化 矩阵 4 为 上 豪 斯 堆 尔 德 矩阵 . 
输入 MATLAB 程序 


>> RAR=[42212 -311213 11 1 1 2];，aAk=house(a) 


运行 后 屏幕 显示 结果 


Ak = 
4.00000000000000 -3 .00000000000000 0 0 
-3.00000000000000 2 .00000000000000 3 .16227766016838 0 
0 3 .16227766016838 -1.40000000000000 -0.20000000000000 
0 0 -0.20000000000000 1.40000000000000 


Q@ 用 wyqrl .m 中 的 MATLAB 程序 求 位 移 量 * 的 预选 项 *， 和 x:、 
根据 (5. 61) 式 ,矩阵 4, 右 下 角 的 四 个 元 为 山 = -1.4,d =14,5 = 和 = 
-0.2, 代 人 (5.63) 式 , 即 
妇 -(d+d)xz+dd -六 5 =0. 
输入 MATLAB 程序 


>> WYGL1 


回 车 后 屏幕 显示 结果 


X1 =1/2*#*ad4+1A2*xd3+1X2*xr(d4*2 -2*xd3*ydq4+d32+4*#*b3yrb4) (1Z2) 
X2 =1I/2:#adq4+1/A2*+xd3-1A2xyx(a4 2 -2*d3*ya4d+ad3` 2 +4*bp3kba)” (12) 
@) 用 MATLAB 程序 wyar2 .m 进行 选择 位 移 量 。 ,计算 4, -si 瑟 , 并 将 4, - 
5 瑟 进行 QR 分 解 , 使 4 -3 已 =Q@R ,然后 构造 新 矩阵 4, = 尽 ,Q@, 计算 . 
输入 MATLAB 程序 
>> XL =172*d4+1A2*G3 +17Z2 #(d47“2 -2*yd3*ykadq4+d3” 2 +4*+b3yb4)” (1Z2) 
x2 =17/2*aq4+12#kd3 -17Z2*#(a42 -2#+Gd3kd4d+d372 +4+b3*+b4) (1Z2)，wyqr2 
运行 后 屏幕 显示 结果 
xl = 1.41421356237309 ,x2 = -1.41421356237309 
SK= 1 工 .41421356237309 
及 太 = 
4.40547440373648 2 .79049342571929 -0 .00000000000000 0 
2 .79049342571929 -4.21662555169097 -0.33010756339024 0.00000000000000 
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0 -0.33010756339024 0 .21024219752942 -0.03406393608111 
0 0 -0.03406393608111 -0.05594529906731 
即 得 到 两 个 根 x*, =1. 414 213 562 373 09 和 yx = -1.414 213 562 373 09. 选择 最 
接近 d =1.4 的 根 * 作为 *， 即 si,=1.414 213 562 373 09. 
4. 405 474 403 736 48 ”2.790 493 425 719 29 
2. 790 493 425 719 29 ” -4.216 625 551 690 97 


“ 0 -0.330 107 563 390 24 
0 0 
-0. 000 000 000 000 00 0 


-0. 330 107 5$63 390 24 0. 000 000 000 000 00 
0.210 242 197 529 42 -0.034 063 936 081 11 | 
-0.034 063 936 081 11 ” -0.055 945 299 067 31 
图 用 wygGrl 中 的 MATLAB 程序 求 位 移 量 *: 的 预选 项 zx 和 ”:. 
根据 (5. 61 ) 式 ,矩阵 4, 右 下 角 的 四 个 元 为 
di =0.210 242 197 529 42 ,5 = -0.034 063 936 081 1 
pb = -0.034 063 936 081 11 ,d; = -0. 055 945 299 067 31 ， 
代入 (5. 63) 式 ,输入 程序 
>> WYGILTI : 
运行 后 根据 屏幕 显示 结果 ,整理 得 方程 的 两 个 根 分 别 为 
xl =172xd4+172#*ad3+1A2x(ad4d*2 -2*d3*rd4+d3 2+4*b3xb4) (1LZ2) 
x2 =1/2*ad4+1/2*#d3 -17/2*+(G4*2 -2*d3xd4+d3^2+4*+b3*rb4a) (1Z2) 
@ 用 MATLAB 程序 wyqr2 .m 进行 选择 位 移 量 * ,计算 4, -s: 瑟 ,并 将 其 进 
行 QR 分 解 ,使 4, -五 =Q@,R, ,然后 计算 4; = 民 QC:. 。 
输入 MATLAB 程序 
>> xl -=172yad4a+l12xad3+172y(d4*2 -2*d3*a4d+d3 人 2+4 相 b3* 
b4)*(17Z2) 
x2 =172xd4+172*xad3 -172x(d4a*2 -2*xad3*xad4a+da*2+4*b3sb4)” 
(17Z2)，wyGr2 
运行 后 屏幕 显示 结果 
xl =0.21453220947020,x2 = -0.06023531100809，， 
SsSK = -0.06023531100809 
ARKk = 
4.55257145668091 -2.65725022082954 -0 .00000000000000 “” -0.00000000000000 
-2.65725022082954 -4.26046913128464 0.01911255145228 -0.00000000000000 
0 0.01911255145228 0.29171422807115 0.00003195159684 
0 0 ”0.00003195159684 0.00027044107257 
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由 于 两 个 根 ,~ -0. 060 235 311 008 09 和 x, =0. 214 532 209 470 20 ,选择 最 接 
近 d = -0.055 945 299 067 23 的 根 ， 作为 。，, 即 。 = -0.060 235 311 008 09. 
4. 552 571 456 680 91 “” -2. 657 250 220 829 54 
-2. 657 250 220 829 54 -4.260 469 131 284 64 
0 0.019 112 551 452 28 
0 0 
-0. 000 000 000 000 00 “- 0. 000 000 000 000 00 
0. 019 112 551 452 28 -0. 000 000 000 000 00 
0.291 714 228 071 15 0. 000 031 951 596 84 上 
0. 000 031 951 596 84 0. 000 270 441 072 57 
@@ 同 理 用 上 面 的 MATLAB 程序 选择 数列 。, =2. 704 375 696 475 64e - 004， 
计算 4, - 5 已, 并 将 其 进行 QR 分 解 ,使 4, - 5 已 = CO:R,. 然后 计算 4, =R,O, ,得 
4. 626 396 823 726 44 ”2.530 330 422 501 71 
2. 530 330 422 501 71 -4.334 893 999 728 20 
0 -0.001 109 988 551 91 


4 三 





0 
-0. 000 000 000 000 00 
-0. 001 109 988 551 91 
0. 291 502 420 262 39 
-0. 000 000 000 000 00 


0 
=- 0. 000 000 000 000 00 
0. 000 000 000 000 00 
~0. 000 000 000 000 00 
0. 000 000 000 000 76 


@) 选择 数列 *, =7. S52 847 236 524 94e -013 ,计算 4, - s, 并 将 其 进行 
QR 分 解 ,使 4， 一 54 五 = @R4:. 然后 计算 人; =R.O@， ,得 


4. 093 517 581 969 535 
-2. 407 608 460 616 27 
0 

0 

-0. 000 000 000 000 00 
0. 000 064 488 482 55 
0. 291 302 621 437 24 
0. 000 000 000 000 00 


4 好; = 


-2. 407 608 460 616 26 
-4. 402 014 959 148 43 
0. 000 064 488 482 55 
0 

-0. 000 000 000 000 00 
-0. 000 000 000 000 00 
0. 000 000 000 000 00 
0. 000 000 000 000 00 


因为 =:0 和 几 盖 0, 所 以 可 以 得 到 一 个 精度 为 10 的 4 第 一 个 特征 值 的 近似 值 : 


入 一 5 十 5 十 S3 十 3S4 


=7.552 847 236 524 94e -013 +2. 704 375 696 475 64e -004 - 
0. 060 235 311 008 09 +1.414 213 562 373 09 


=1.354 248 688 935 40 
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它 与 4 一 个 特征 值 ,=1.354 248 688 935 41 比较 ,可 见 它 的 精度 为 10 …”. 
(2) 再 求 4 第 二 个 特征 值 的 近似 值 . 
将 妨 的 近似 值 放 到 4., 的 右 下 角 (4,4) 的 位 置 ,得 
4,， = 
4. 693 $17 581 969 55 -2. 407 608 460 616 26 0 ;0 
-2. 407 608 460 616 27 -- 4. 402 014 959 148 43 0. 000 064 488 482 55; 0 
0 0. 000 064 488 482 55 0. 291 502 621 437 24 0 


---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 二 -- 


C3 .3 O3 
= (5. 68 ) 
(| 
然后 ,对 和 矩阵 C, ;重复 执行 上 面 的 过 程 , 即 输 入 MATLAB 程序 | 
>> ARk =f4.69351758196955 “ -2.40760846061626 “ -0.00000000000000 | ] 
-2.40760846061627 ” -4.40201495914843 0.00006448848255 
0 0.00006448848255 0.29150262143724]; 
wYGT1 
运行 后 屏幕 显示 结果 
xl =1/2*d4+1X2yad3+17X2*#(d4d*2 -2*d3*yd4a+ad3*2+4*yb3*+b4) (172) 
x2 =1/2*d4+L1Z2#d3 -1/2xk(d4^2 -2*d3yd4+d3*2+4*b3yb4)^ (17Z2) 
输入 MATLAB 程序 
>> XL =1/A2yxGdG4+12*#*d3s +1A2*+(d4 2 -2*dq3*Gd4+d3 2 +4+yb3xb4) 人 (12) 
x2 =1/2*d4+1/2#+ad3 -17/2#(qda4*2 -2*ad3kad4d+ad3 2+4+b3+b) (1Z2)， 


wyGIT2 
运行 后 屏幕 显示 结果 
S1 = 
0.29150262232331 
C2 = 
4.33489425015926 2.53033039508054 -0.00000000000000 _ 
2.53033039508053 -4.62639687267668 -0.00000000000000 
0 -0.00000000000000 -0.00000000019413 
输入 MATLAB 程序 
>> WwWYGL1I 


运行 后 屏幕 显示 结果 
xlL =1/2xad4+1/A2*rd3 +1XA2*x(ada4*2 -2*d3*xad4+d32 +4*yb3yb4) (1Z2) 
Xx2 =1/2*#*dq4+1/X2*+d3 -17X2*x(d4”2 -2*d3*kd4+d3 2 +4 本 D3 半 Db4) (1EZA2) 
输入 MATLAB 程序 
>> XL =1/2*#*ad4+1X2*#kd3+1X2y(d42 -2*d3ykdada+d3 "2 +4*b3xb4) (1Z2) 
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x2 =1/2*#xd4+l/2*ad3-1/2*r(d4*2 -2*xd3yrad4s+ad3 人 2+4+b3a*yrb4)” 
(17/2)，wydzr2 


运行 后 屏幕 显示 结果 
X1 = 
-1.941278249262268e -010,x2 = -4.62639687267668 ， 
S2 = 


-1.941278249262268e -010 
C3 = 
4.26081409698106 -2.65724252937861 0.00000000000000 
-2.65724252937862 -4.55231671911023 -0.00000000000000 
0 0.00000000000000 -0.00000000000000 
因为 .=0 和 吃 =0, 所 以 可 以 得 到 一 个 精度 为 10 “的 4 第 二 个 特征 值 的 近似 值 : 
人 一 入， 二 SI 十 3 
= 1.354 248 688 935 40 +0. 291 502 622 323 31 -1. 941 278 249 262 27e -010 
=1.645 751 311 064 58 
它 与 4 第 二 个 特征 值 \, =1. 645 751 311 064 59 比较 ,可见 它 的 精度 为 10 
(3) 最 后 求 4 第 三 个 和 第 四 个 特征 值 的 近似 值 . 
将 A; 的 近似 值 放 到 (5. 68) 的 (3,3) 的 位 置 ,得 
4. 260 814 096 981 06”- 2. 657 242 529 378 61;0 0 


-2. 657 242 5$29 378 62 -4.552 316 719 110 23| 0 0 


CC | 0 本 
0 0 io A， 
Ca OO. 
= (5. 69) 
O2:.: 4 xz 
最 后 求 和 矩阵 
C 4. 260 814 096 981 06 -2.657 242 529 378 61， 1d， 刀 
本 -| -2. 657 242 529 378 62 -4. 552 316 719 110 3 b 央 


的 特征 值 ,即将 d =4. 260 814 096 981 06 ， 0 = -2. 657 242 529 378 61 ， 
6 = -2.657 242 529 378 62 ， d = -4.552 316 719 110 23 ， 

代 人 特征 方程 (5. 63 ) 中 求解 . 输入 MATLAB 程序 

>>Ak =[4.26081409698106 -2.65724252937861 

-2.65724252937862 -4.55231671911023 ] ; WwWYGL1 
运行 后 屏幕 显示 结果 

xl =1《A2*+*d4+1A2x*#yd3+1LlA2x*x(d4a” 2 -2*raGa3*#kaqd4+d3”2+49b3*xb4a) (2) 

Xx2 =1/2*yadq4+1A2*xad3 -1/A2*(d4d" 2 -2*dq3ksd4+d3 人 2 +4 村 b3"b4) (1Z2) 
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再 输入 MATLAB 程序 
>>xl =1《/2*xd4+12*xrad3+1X2*(d4 2 -2*adq3*xd4+d3 人 2 +4*#kDb3 
kb4)^ 人 (1Z2) 
X2 =1《/2*ad4+1A2*ad3 -12*xr(d4d 2 -2*#*ada3*kaqa4+d3 2 +4 交 Dp3 关 b4)” 
(17Z2) 
运行 后 屏幕 显示 特征 方程 (5.63 ) 的 根 为 


xl = 5.00000000000001,x2 = -5.29150262212917 
和 矩阵 4 的 最 后 两 个 近似 特征 值 分 别 为 
;= A), +xi =1.645 751 311 064 58 + 5. 000 000 000 000 01 =6. 645 751 311 064 59 ， 
人 一 A， +xX， =1.645 751 311 064 58 --S$. 291 3502 622 129 17 
= -3.645 751 311 064 59. 
它们 与 用 MATLAB 程序 
RAR-[42 2 1 和 2 -3 1 1 和 2 1 3 1iL1 1 1 2];eig(A) 
求 出 的 特征 值 -3.645 751 311 064 $9 和 6. 645 751 311 064 59 相同 . 
(二 ) 用 求 根 位 移 QR 方法 求实 对 称 和 矩阵 4 的 全 部 特征 值 的 MATLAB 程序 
如 果 4 是 垃 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 用 带 原点 位 移 的 QR 方法 计算 4 的 所 有 近似 
特征 值 可 以 用 下 面 的 MATLAB 程序 完成 . 
用 求 根 位 移 QR 方法 求实 对 称 和 矩阵 4 的 全 部 特征 值 的 MATLAB 主 程序 
输入 的 量 :n 阶 实 对 称 矩 阵 4 ,计算 精度 妈 和 最 大 选 代 次 数 max1; 
输出 的 量 尖 是 迭代 次 数 ,s 是 中 心 位 移 量 ,4, 迭代 矩阵 ,矩阵 4 的 全 部 特 
征 值 及 其 相关 信息 . 
根据 用 求 根 位 移 QR 方法 求实 对 称 怎 阵 4 的 全 部 特征 值 的 步骤 ,编写 名 为 
ar8.m 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 
function kzzg =Gr8(A, ja,maxl) 
[n,nj =size(A);RAk=aAik=0itzg=zeros(n); State =13=13S0=0; 








while((k< =maxl)&(state= =1)&(n>2)) 
bn =abs(Ak(n,n -TI)); 
if(pn>=Jjq) 
S=eig(ak(n-l:nin-l:n));sk=s0;[j,ct]=min([abs(RAk 
(nn)*[1,1】 -S)]); 
上 t =tisk=-S(t);Bk= Ak-Skykeye(n); 
[Qok,Rk] =Gqr(Bk);，RAk=RK# Qk; 
Kk=k+1iczgk=sKkK+SsS03S0 = 革 zZgKki; 
aisp(" 请 注意 :下 面 的 1 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 
原点 位 移 量 ,Ak 迭代 矩阵 : ) 
iv,state =13K,sSKk, 上 zgK;yAk， 
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else ， 
disp( 请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 站 个 特征 值 ,如果 和 迭代 和 矩阵 Ak 的 
阶 数 >2 , 且 阶 和 矩阵 Ak 的 a 行 第 mm -1 列 的 元 近似 等 于 零 . 则 原 n 阶 矩 阵 A 的 第 j 个 特征 
值 Xj = 二 skj,j=1,2,:….n-2; 下 面 的 矩阵 Ak 降 一 阶 .) 
工 = 夺 +1, kj;skitzgk,tzg(n,L) = 上 zgkiRk;iB =RAk(1:n-1,1:n-1); 
RAK =Bn=D-1iystate= =1; 
enaQ 
end 
disp( "如 果 和 迭代 矩阵 Ak 的 阶 数 =2, 则 原 mn 阶 矩阵 A 的 最 后 两 个 特征 
值 Aj=Ak+xj,k=n-2,j=1,2.) 
forDn=2:2 
D =eig(Ak)3xl =D(1),x2 =D(2),czg1 =tzgk +X1lL,zZg2 = 七 Zgk +X2 ， 
end 
tzg(1,1) = tzgliytzg(2,1)= tzg2itzg =Sort(tzg(:,1)); 
qisp( ' 请 注意 :n 阶 实 对 称 矩 阵 A 的 全 部 真 特征 值 lamoda 和 精度 为 ja 的 近似 
特征 值 *zg 如 下 : ) 
1amoda =Sort(eig(RA) ) 
例 5. 6.7 用 求 根 位 移 QR 方法 求实 对 称 矩 阵 4 全 部 特征 值 ,精度 为 10 一. 
并 将 计算 结果 与 4 全 部 真 特征 值 比较 . 其 中 


5 221 
2 -3 1 1 3 23 3 2 -72 5 
(D4= 5(2) 4 = 
2 131 -4 6 2 7 3 2 
1 1 2 -9 -9 -7 2 -3 -6 纪 


-4 -21 1 21 -6 -2 
解 (1) 首先 把 用 求 根 位 移 QR 方法 求实 对 称 矩 阵 4 的 全 部 特征 值 的 MATLAB 

主 程序 保存 为 M 文件 ,命名 为 sr8 nm, 然后 在 工作 窗口 输入 MATLAB 程序 

>>R=[5 2 2 1;2 -3 1 1 和 2 1 3 1i1 1 1 2]; 

tzg = Gar8(RA,0.0001,100) 
运行 后 屏幕 显示 结果 

请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Ak 和 迭代 
矩阵 : 
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1.3820 
有 K 


册 


5.3439 -2.1900 0.3494 -0.0007 
-2.1900 -4.5179 -0.1912 0.0006 
0.3494 -0.1912 ”0.6437 -0.0019 
-0.0007 0.0006 -0.0019 0.0024 

请 注意 :下 面 的 守 表 示 求 第 诗 个 特征 值 ,x 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,ak 和 迭代 


矩阵: 

研 = 
工 

K = 
2 

SK = 
0.0024 

RARAk = 
5 .4899 工 .8979 0.0373 -0.0000 
工 .8979 -4.6431 0.0211 -0.0000 
0 .0373 0.0211 0.6159 -0.0000 


-0.0000 -0.0000 -~0.0000 -0.0000 ， 
请 注意 :下 面 的 1 表示 求 第 个 特征 值 ,如 果 和 迭代 矩阵 ak 的 阶 数 >2 , 且 m 阶 和 矩阵 
Ak 的 跨行 第 m -1 列 的 元 近似 等 于 零 . 则 原 n 阶 和 矩阵 A 的 第 j 个 特征 值 Xj = 2 skj ,j =1， 
2,...,n-2; 下 面 的 符 阵 Ak 降 一 阶 . 


5.4899 1.8979 0.0373 
1.8979 -4.6431 0.0211 
0.0373 ”0.0211 0.6159 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 让 个 特征 值 ,kx 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Ak 选 代 
矩阵: 
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RAk = 
4.8235 -2.0282 0.0000 
-2.0282 -5.2085 -0.0000 
0.0000 -0.0000 -0.0004 
请 注意 :下 面 的 1 表示 求 第 i 个 特征 值 , 如 果 选 代 和 矩阵 ak 的 阶 数 >2, 且 m 阶 矩 阵 
R&Ak 的 咽 行 第 m -1 列 的 元 近似 等 于 零 . 则 原 n 阶 和 矩阵 A 的 第 j 个 特征 值 Xj = 2 skj,j =1， 
2,...,n-2; 下 面 的 矩阵 Ak 降 一 阶 . 


4.8235 -2.0282 
-2.0282 -5.2085 
如 果 和 迭代 和 抢 阵 Ak 的 阶 数 =2 , 则 原 n 阶 矩 阵 &A 的 最 后 两 个 特征 值 Aj = 入 k + xj , 
=n-2,j=1,2， 
X1 = 
35 .2180 
X2 = 
-5.6030 
七 ZG1 = 
了 7.2183 
t2zg2 = 
-3.6027 
请 注意 :n 阶 实 对 称 扼 阵 A 的 全 部 真 特征 值 1amodaa 和 精度 为 ja 的 近似 特征 值 
tzg 如 下 : 
Lamoda = 
-3.6027 
工 .3843 
2.0000 
7.2183 
tzg = 
-3.6027 
工 .3843 
2.0004 
7.2183 
(2) 首 先 在 工作 窗口 输入 MATLAB 程序 


>>RA=[12 -56 3 -14 -90 -41;-56 71 23 61 -9 -213;3 
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23 53 


-613; -41 


然后 运行 后 屏幕 显示 


和 矩阵 : 


和 挎 阵 : 


和 矩阵 : 


12  - 


72 51;y-14 61 


-21 51 


21 一 


12 73 23 


61 -52]; 
RAk =Gqr8(RA,0.0001,100) 


23 -34 


请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 个 特征 值 ,kx 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Ak 友 代 


SK = 


-104 .6604 


RAK = 
204 . 
-52 . 

33 . 
-23 . 
42 - 
15 . 


0767 
0380 
2001 
0059 
7318 
5248 


一 52 
188 . 
37 . 
39 . 
28 . 
16 . 


.0380 


5829 
4826 
5606 
7652 
0494 


33 .2001 
37 .4826 
206 .1483 
1 .2528 
10 .8059 
-25 .8849 


-23 .0059 
39 .5606 
1 .2528 
148 .3330 
-12 .3189 
-10 .6514 


42 . 
28 . 
10 . 
-12 . 
-19 . 
-44. 


7318 
7652 
8059 
3189 
2722 
9149 


15 .5248 
16 .0494 
-25 .8849 
-10.6514 
一 44.9149 
23 .0934 


请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 丰 个 特征 值 ,k 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Ak 迭代 


SK 


Rk = 
193 
-32 

32 
-7 
-28 
0 


-5700 


.6018 
.5417 
-8853 
.8692 
.4695 
.95579 


-32 
153 
57 
23 
一 人 4 工 
工 


.5417 
-8359 
-3434 
.0379 
.6293 
-0158 


32 .8853 
57.3434 
105 .0492 
-12 .5360 
44 .8003 
-2.1831 


-7.8692 
23 .0379 
-12.95360 
77 .3704 
28 .1861 
- 工 .0783 


-28 
一 41 
44 
28 
83 
2 


.4695 
.6293 
-8003 
.1861 
.678 
.1 298 


0 .5579 
1.0158 
-2.1831 
-1.0783 
2.1298 
-5.1476 


请 注意 :下 面 的 守 表示 求 第 i 个 特征 值 ,K 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,ak 选 代 
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SK 


-5.0895 
Rk = 

212 .2212 -15.9637 “20.3171 -0.9641 14.2430 0.0000 
-15.9637 182.5804 “44.4902 “15.4193 ”28.2474 0.0001 
20.3171 44.4902 ”61.8862 -28.6162 -69.1715 -0.0002 
-0.9641 “ 15.4193 -28.6162 71.1544 -41.6983 -0.0001 
14.2430 “28.2474 -69.1715 -41.6983 -55.7556 -0.0001 
0.0000 0.0001 -0.0002 -0.0001 -0.0001 -0.0079 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 半 个 特征 值 ,如 果 和 迭代 矩阵 Ak 的 阶 数 >2 , 且 m 阶 和 矩阵 
&Rk 的 正 行 第 m -1 列 的 元 近似 等 于 零 . 则 原 n 阶 和 矩阵 A 的 第 j 个 特征 值 Aj = 王 skj,j = 

1,2,-.-n-2; 下 面 的 矩阵 Ak 降 一 阶 . 


二 = 


2 
tzgk = 
-58 .1798 
AK = 
212.2212 -15.9637 20 .3171 -0.9641 14.2430 


-15.9637 182.5804 44.4902 15.4193 28.2474 
20.3171 “44.4902 ”61.8862 -28.6162 -69.1715 
-0.9641 15.4193 -28.6162 71.1544 -41.6983 
14.2430 28.2474 -69.1715 -41.6983 -55.7556 
请 注意 :下 面 的 1 表示 求 第 1 个 特征 值 ,k 是 选 代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,aAk 迭代 


矩阵 : 
二 = 
2 
K = 
4 
SK = 
-68.2300 
AK = 
284.0436 -9.6315 7.7123 -2.5643 2.959516 
-9.6315 262.3211 17 .7609 3 .9340 5 .8291 
7.7123 17 .7609 TI595 .1351 -10.1496 -26 .8565 
-2.5643 3.9340 -10.1496 148 .4074 -21.1153 


2.5516 5.8291 -26.8565 -21.1153 -36.6703 
请 注意 :下 面 的 i 表 示 求 第 i 个 特征 值 ,x 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Ak 和 迭代 
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矩阵 : 
二 = 
2 
KK = 
5 
SK = 
-39 .0488 
&Ak = 
323 .9633 -8.3008 4.5758 -1 工 .6668 0.0337 
~8.3008 302.7230 11.0164 1 .9231 0.0846 
4.5758 11.0164 196.7647 -6.9213 -0.6039 
-1.6668 1 .9231 -6.9213 189.2251 -0.5366 
0.0337 0.0846 -0.6039 -0.5366 -4.1955 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Ak 和 迭代 
天 阵 : 
工 = 
2 
kK = 
6 
SK = 
-~4.1970 
RARAK = 


328 .6763 -7.5149 2.8635 -0.9801 0 .0000 
-7.5149 307.2098 7.2600 工 .1589 0.0000 
2.8635 7.2600 200.6671 -6.7350 -0.0000 
-0.9801 1.1589 -6.7350 192.9146 -0.0000 
0 .0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0020 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 夺 个 特征 值 , 如 果 和 迭代 矩阵 Ak 的 阶 数 >2, 且 严 阶 和 矩阵 
RAk 的 m 行 第 mm -1 列 的 元 近似 等 于 零 . 则 原 n 阶 和 矩阵 A 的 第 j 个 特征 值 和 Aj = 之 skj,j = 
1,2,...,n-2; 下 面 的 矩阵 Ak 降 一 阶 . 
工 = 
3 
七 ZGK = 
-169 .6556 
AK = ， 
328 .6763 -7 了 .5149 2.8635 -0.9801 
-7.5149 307.2098 7.2600 1.1589 
2.8635 7.2600 200.6671 -6.7350 
-0.9801 1.1589 -6.7350 192.9146 
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请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,k 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Ak 迭代 


矩阵: 
= 
3 
k = 
7 
SK = 
189 .0200 
入 K = 
140 .45786 -6.1713 0.3209 -0.0016 
-6.1713 117 .9758 0 .7619 0 .0020 
0 .3209 0.7619 195.1443 -0.1164 
-~0.0016 0.0020 -0.1164 -0.1902 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 1 个 特征 值 ,kx 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,Ak 迭代 
乍 阵 : 
1 = 
3 
K = 
8 
SK = 
-0.1911 
Ak = 


141.1467 -5.1611 0.0349 -0.0000 
-5.1611 117.6756 0.1025 ”0.0000 
0 .0349 0.1025 15.3297 -0.0000 
-0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 i 个 特征 值 ,如 果 迁 代 扼 阵 ak 的 阶 数 >2 , 且 mm 阶 和 矩阵 
Ak 的 严 行 第 m-1 列 的 元 近似 等 于 零 . 则 原 n 阶 矩 阵 A 的 第 j 个 特征 值 入 j = Zskj,j =1， 
2,...n-2; 下 面 的 矩阵 Ak 降 一 阶 . 


奔 = 


4 
七 ZGK = 
19 .1733 
AK = 
141 .1467 ” -5.1611 0 .0349 
-5.1611 117.6756 0 .1025 
0 .0349 0.1025 15.3297 


请 注意 :下 面 的 :表示 求 第 并 个 特征 值 ,kx 是 迭代 次 数 ,sk 是 原点 位 移 量 ,ak 迭代 
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矩阵: 
二 = 
4 
k = 
9 
SK = 
15 .3296 
有 AK = 
126 .2003 -4.1826 0.0000 


-4.1826 101.9627 0 .0000 
0 .0000 0.0000 -0.0000 
请 注意 :下 面 的 i 表示 求 第 1 个 特征 值 , 如 果 和 迭代 和 矩阵 Ak 的 阶 数 >2, 且 m 阶 矩阵 
Ak 的 跨行 第 m -1 列 的 元 近似 等 于 零 . 则 原 n 阶 和 矩阵 A 的 第 j 个 特征 值 Aj = skj,j =1， 
2,...,n-2; 下 面 的 矩阵 Ak 降 一 阶 . 


5 
七 ZgGKk = 
34.5030 
RAk = 
126 .2003 -4.1826 


-4.1826 101.9627 
如 果 和 迭代 和 抢 阵 ak 的 阶 数 =2 , 则 原 mn 阶 抢 阵 aA 的 最 后 两 个 特征 值 j = 入 K + xj ,下 
=Dn-2,j=1,2. 
XT1 = 
126 .9018 
X2 = 
101.2613 
七 ZG1 = 
161 .4048 
七 ZG2 = 
135 .7642 
请 注意 :n 阶 实 对 称 矩 阵 A 的 全 部 真 特征 值 lamoda 和 精度 为 jd 的 近似 特征 值 
tzg 如 下 : 
1amodGa = 
-169 .6576 
-58 .1877 
19 .1733 
34.5029 





135 .7642 
161 .4048 
AK = 
-169 .6556 
-58 .1798 
19 .1733 
34.5030 
135 .7642 
161 .4048 





1. 用 带 原点 位 移 的 QR 方法 求实 对 称 和 矩阵 4 的 全 部 特征 值 , 其 中 


一 92 


-41 


2. 用 初等 反射 矩阵 正 交 相似 约 化 实 和 矩阵 4 为 上 这 斯 霍 尔 德 矩阵 ,然后 用 带 原点 位 移 的 
QR 方法 求实 矩阵 4 的 全 部 特征 值 ,其 中 


31 


3. 用 求 根 位 移 QR 方法 求实 对 称 矩 阵 4 的 全 部 特征 值 ,精度 为 10“ ,并 将 计算 结果 与 4 


的 全 部 真 特征 值 比较 ,其 中 


(1) 4 = 


一 iD oo ww 
二 
Lo 
二 
iD 天 一 一 


-5 
71 


一 21 


一 12 


-41 


5(2) 4 = 


3 

23 
53 
12 

一 72 
51 
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习题 S.6 


-14 


-90 


-34 
-61 


一 72 
一 19 


-41 
-21 
51 
21 
-61 
-52 


一 41 
-21 
51 
21 
-61 
一 52 
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4. 用 [o,R] = ar(A) 和 [Q,R,E] = qr (RA) 将 矩阵 4 进行 正 交 三 角 分 解 ,并 且 比 较 
差异 . 


62 -52 34 -12 17 -51 
-56 7 2 0 32 -17 

21 2 3 
3 2 5 1 72 -63 

(1) 4 = ;(2)4=|21 2 3 
-1 0 1 12 21 -94 

3 4 5 
-32 -78 -5S$175 98 -72 11 
31 -41 -78 37 -19 34 


5s. 用 [o,R] = qr(A),[Qol,Ri,EI1] = qz (A),[Q2,R2] = ar(A,0),[Q3,R3,E3] = 
Gqr (RAR,0) ,将 矩阵 4 进行 正 交 三 角 分 解 ,并 且 比 较 差 异 . 


7 
3 315 0 17 
5 ee: 3 2 9 ee 
9 21 38 -6 1 
8 
3x +4y+Sz=1， 


6. 用 QR |， +8y+9z=2， 然 后 再 用 其 他 方法 验证 解 的 正确 性 . 
12x +3y +8z=3， 


上 

\ 

了 

中 

避 
mo ieb 


5.7 ”广义 特征 值 问题 及 其 MATLAB 程序 


在 工程 .物理 和 化 学 中 常常 会 遇 到 一 类 广义 特征 值 问题 , 即 求 复 数 和 和 m 
维 非 零 列 向 量 蕊 = (xi ,x:，…,x,) ,使 得 
4 下 = 入 盏 万 ， (5.70) 
或 
4 太 羡 = 入 于 (5.71) 
成 立 ,其 中 4 = (oa). 是 半 阶 实 对 称 矩 阵 , 刀 = ( 妈 )。 是 寺 阶 实 对 称 正定 托 阵 . 
在 这 里 把 满足 (5.70) 式 的 和 和 互 分 别称 为 方 阵 4 和 妇 的 (5S.70) 型 的 广义 特征 
值 和 特征 向 量 ,把 满足 (5.71) 式 的 入 和 于 分 别称 为 方 阵 4 和 召 的 (5.71) 型 的 
广义 特征 值 和 特征 向 量 . 如 果 将 和 矩阵 召 作 对 称 三 角 分 解 , 则 这 类 特征 值 问题 可 
以 转化 为 一 般 的 对 称 矩 阵 的 特征 值 问题 . 
本 节 主 要 介绍 (5.70) 和 (5.71) 的 广义 特征 值 与 特征 向 量 及 其 直接 计算 广 
义 特征 值 问 题 的 MATLAB 函数 的 使 用 方法 . 
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5.7.1 4 天 =AB 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 


(一 ) 方 阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 

定理 5. 30 (4 = ABXK 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 ) 如 果 怎 阵 4 = 
(oa ) ,是 m 阶 实 对 称 矩 阵 , 刀 = (2),, 是 ! 阶 实 对 称 正定 矩阵 . 则 存在 一 个 非 
奇异 的 下 三 角形 矩阵 也 = (六 ), 和 壮 维 非 零 列 向 量 了 = (7 ,7 ，… ,7 ) ,使 得 召 
=ZZ 且 下 列 结论 成 立 ， 

(1) 如 果 复 数 A 是 C 的 特征 值 , 则 A 也 是 方 阵 4 和 吾 的 (5.70) 型 广义 特 
征 值 . 其 中 

C = 工 - 4( 工 一 ) (5.72) 

(2) 如 果 壮 维 非 零 列 向 量 了 是 C 的 特征 向 量 , 则 方 阵 4 和 恕 的 (5. 70) 型 

广义 特征 向 量 为 


下 =( 工 ) -7， (5.73) 
即 
yi 一 2 1 
Xi 三 it (i 二 1 ,2 ，…… ,用 ). (3S.74) 


久 
证 明 因为 吾 =(b)。 是 半 阶 实 对 称 正定 矩阵 ,所 以 总 存在 一 个 非 奇 异 的 
下 三 角形 矩阵 工 = (已 ) ,使 得 下 =ZL ,从 而 (5.70) 式 可 写成 


下 = 人 工艺 大. 
上 式 两 端 左 乘 工 ” ,得 
卫 4 和 = 人 也 大， 
即 
了 4( 工 一) 碟 和 = 工大. (S$.75 ) 
记 
也 "三 = 了 ， (5.76) 
则 (5.7S) 式 可 写成 
C7 = 和 7. (5.77) 


由 4 是 = 阶 实 对 称 抢 阵 和 (5.72) 式 ,得 C 也 是 二 阶 实 对 称 矩 阵 . 这 样 ， 
广义 特征 值 问题 (5. 70) 就 转化 为 实 对 称 扯 阵 的 特征 值 问 题 . 由 于 实 对 称 扼 
阵 C 与 4 相似 , 且 (5.77) 式 成 立 , 所 以 和 是 C 的 特征 值 , 也 是 方 阵 4 和 妇 
的 广义 特征 值 . 但 是 了 是 C 的 特征 向 量 , 但 不 是 方 阵 44 和 如 的 广义 特征 向 
量 . 由 (5.76) 式 得 方 阵 4 和 如 的 广义 特征 向 量 为 (5.73) 式 ,化 简 整 理 得 
(5.74) 式 . 证 毕 
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(二 ) 计算 4X =ABX 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 和 步 枝 

设 4=(oy),., 是 阶 实 对 称 矩 阵 ,B = (号 )。 是 二 阶 实 对 称 正 定 阜 阵 , 则 
计算 4X = ABXK 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 和 一 般 步骤 如 下 : 

步骤 1 对 下 进行 楚 列 斯 基 分 解 , 即 求 一 个 非 奇异 的 下 三 角形 和 矩阵 工 = 
(已 )。。, 使 得 吾 =Z .因为 召 是 对 称 矩 阵 ,所 以 只 要 计算 如 的 上 三 角 部 分 的 元 
即 可 . 其 中 工 可 以 用 下 面 的 公式 求 得 





1 = )， 
六 = 记 -1 (5$.78) 
(2 一 了 < 几 
0， 1 > 了 
步骤 2 计算 Z = 工 -'4. 将 (5.72) 式 改写 成 CL = 工 4 ,得 
Z = 工 - 4. (5$.79 ) 


由 (5.79) 式 计算 的 矩阵 Z 在 一 般 情 况 下 是 非 对 称 矩 阵 . 但 是 ,因为 4 是 对 
称 矩 阵 ,所 以 C = 工 4( 工 - ) ”也 是 对 称 怎 阵 ,从 而 只 要 计算 4 和 C 的 上 (下 ) 三 
角 部 分 的 元 即 可 . 如 果 计 算 4 的 上 三 角 部 分 的 元 , 则 只 要 计算 Z 的 上 三 角 部 分 
的 元 就 够 了 . 其 中 Z = (zj) ,的 元 可 由 下 面 的 公式 求 得 
Qi 一 oa 
5 ,用 ) 。 (5. 80) 


步骤 3 计算 C=Z(Z 了) .C=(cr),xv 的 下 三 角 部 分 元 的 计算 公式 为 


4 一 1 
27 一 > 及 cx 一 吕 cu 
炎 =1 


ci = 1 < (= 12，ni = 1 7). 
历 


步 聂 4 根据 (5.77) 式 计算 C 的 特征 值 A&, 则 ^ 就 是 方 阵 4 和 五 的 4X = 
AZXK 型 的 广义 特征 值 . 

步骤 5 根据 (5.77) 式 计算 C 的 对 应 于 特征 值 A 的 特征 向 量 了 = (y ,>， 
py 

步骤 6 根据 (5.74) 式 计算 方 阵 4 和 妃 的 4 天 =ABX 型 的 对 应 于 广义 特征 
值 和 的 特征 向 量 于. 


5.7.2 用 MATLAB 计算 4X =ABXK 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 
有 许多 问题 归结 为 计算 4X = A 吾 型 的 方 阵 4 和 吾 的 广义 特征 值 和 特征 向 
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量 ,而 当 4 和 妃 是 高 阶 和 矩阵 时 ,用 手工 计算 相当 复杂 . 在 MATLAB 函数 库 中 有 编 
好 的 计算 这 种 类 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量程 序 ,我 们 只 要 直接 调用 这 些 程序 
即 可 . 使 用 方法 见 表 5 -5. 
表 5-5 
合 “ 令 功 能 





输入 阶 方 阵 4 和 如 ,运行 后 输出 7 为 由 方 阵 4 和 妇 的 全 部 
广义 特征 值 构成 的 列 向 量 


T= eig(A,B) 





输入 矩阵 4 和 五 ,运行 后 输出 矩阵 己 是 由 4 和 有 妇 的 4 站 =ABA 
[V,D] = eig (A,B)| 型 的 全 部 广义 特征 值 构成 的 对 角 和 矩阵 , 满 矩 阵 站 的 各 列 为 对 应 于 
广义 特征 值 的 广义 特征 向 量 构成 的 矩阵 ,使 得 4Y = BY 





输入 对 称 和 矩阵 4 和 对 称 的 正定 矩阵 史 , 运 行 后 输出 矩阵 忆 是 

[vV,D] = 由 4 和 忍 的 4X=ABX 型 的 全 部 广义 特征 值 构成 的 对 角 抢 阵 ( 利 
eig (RA,B，chol ') | 用 忌 的 楚 列 斯 基 分 解 ) , 满 矩 阵 Y 的 各 列 为 对 应 于 广义 特征 值 的 广 
义 特 征 向 量 构 成 的 矩阵 ,使 得 4Y = BYVD 





输入 矩阵 4 和 妇 , 运 行 后 输出 矩阵 忆 是 由 4 和 召 的 全 部 广义 
特征 值 构成 的 对 角 邱 阵 , 满 矩 阵 Y 的 各 列 为 对 应 于 广义 特征 值 的 
广义 特征 向 量 构成 的 矩阵 


[V,D] = 


eig(RA,B，qz ) 





例 5.7.1 选择 表 5 -5 中 两 种 MATLAB 程序 分 别 计算 方 阵 4 和 五 的 4 下 
=AXE 型 广义 特征 值 A 和 它们 对 应 的 特征 向 量 互 ,比较 它们 的 运算 结果 . 验证 
运算 结果 满足 等 式 4Y = BYD. 其 中 


1 2 3 5 6 7 
(1)4=|2 3 4|.B=|7 8 9|; 
3 4 5 8 9 1 
1 1 0 -1 1 -1 2 1 
L 1 -1 0 -1 3 0 -3 
(2) 4 = ,五 = 
0 -1 1 1 扩 2 0 9 -6 
-1 0 1 1 1 -3 -6 19 


解 (1) 因为 如 不 是 对 称 矩 阵 , 所 以 选择 程序 [v,p] = eig (A.B) 和 [V1， 
Dl!] = eig(A,B，daz0) .在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>AR-[123;234j345];B=[567;789;891]; 
[v,D] = eig(RA,B),[V1,D1l]= ceig(RA,B，qz ),，TLI =AyrVT2 = BxkV#kD 


运算 后 输出 结果 
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V = V1 = 
-1.0000 0.6552 -0.5000 ~ .0000 0.6552 -0.5000 
1.0000 -1.0000 1 .0000 1 .0000 -1.0000 1.0000 
-0.0000 0.0345 -0.5000 -0.0000 0.0345 -0.5000 
了 = D1 = 
1.0000 0 0 1.0000 0 0 
0 0.5000 0 0 0.5000 0 
0 0 -0.0000 0 0 -0.0000 
TL = 


1.0e-014 六 
0.1998 -0.1554 0 .0222 
0.3331 -0.1554 -0.0444 
0.1998 -0.0888 -0.1276 


由 上 面 的 运算 结果 可 见 ,程序 [v,p] = eig (a,B) 和 [vi,pl] = eig (aA， 
B," qz 的 运算 的 结果 相同 ,并且 Ta =a*v- Ba*vrD 运 行 结果 几 乎 等 于 零 , 即 
4V=BYVD. 这 说 明 方 阵 4 和 妊 的 4 =ABX 型 广义 特征 值 分 别 为 =1.000 0， 
A; =0.500 0,A;, = -0.000 0, 它 们 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 下 =(-1.0000 
1.0000 -0.0000)7, 忆 =(0.6552 -1.0000 0.0345)7,E =( -0.5000 
1.000 0 -0.500 0) 7. 

(2) 因为 4 是 对 称 矩 阵 , 且 如 是 对 称 的 正定 矩阵 ,所 以 选择 程序 [v,p] = 
eig (RAR,B," chol') .另外 选择 程序 [vi,pl] = eig (aA,B,，dqz'). 在 MATLAB 工作 
窗口 输入 程序 : 

>>A=[lil10 -1;11 -10;0 -111;-1011];B=[1 -121;-1303; 
209 -6;1 -3 -619]; 


[V,D] = eig(R,B，chol'),，[Vv1,Dp1]= eig(R,B，dqz ")，T1 =RA#kV，,T2 = 
B*V*#D 


运算 后 输出 结果 
V = 
0.3279 ”0.2992 -0.0474 -3.6470 
-0.3196 -0.2228 0.4075 -0.8749 


-0.1881 0 .1939 0 .2588 1 .0924 
0.0523 -0.0459 0 .2797 0 .4086 

D = 
-0.1360 0 0 0 
0 0.1416 0 0 
0 0 0.2352 0 


0 0 0 27.5926 
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V1 = 
1.0000 1.0000 -1 .0000 0 .1162 
0.2399 -0.9748 0.7446 -1.0000 
-0.2995 -0.5737 -0.6480 -0.6350 
-0.1120 0 .1594 0.1534 -0.6862 

D1 = 
27 .5926 0 0 0 
0 -0.1360 0 0 
0 0 0.1416 0 
0 0 0 0.2352 

T1L = 
-0.0440 0.1223 0.0805 -4.9305 
0.1964 -0.1175 0.1014 -5.6143 
0 .1838 0.3708 0.1309 2.3759 
-0.4638 -0.1512 0.5858 5.1480 

T2 = 


-0.0440 0.1223 0.0805 -4.9305 
0.1964 -0.1175 0.1014 -5.6143 
0 .1838 0.3708 0.1309 2 .3759 

-0.4638 -0.1512 0.5858 5 .1480 


由 上 面 的 运算 结果 可 见 ,程序 Lv,p] = eig (A,B,'chol') 和 [vl,pl] = 
eig (A,B,' qz ') 的 运算 的 结果 即 和 忆 , 相同 ,并且 了 =47 和 了 思 = BYVD 相等 , 即 47 
= 且 V 甩 . 这 说 明 方 阵 4 和 吾 的 4 大 =ABX 型 广义 特征 值 分 别 为 人 = -0.136 0， 
=0. 141 6,A; =0.235 2,)， =27. 592 6, 它 们 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
导 =(0.3279 -0.3196 -0.188 1 0.052 3)7， 
KE, =(0.2992 -0.2228 0.1939 -0.045 9)7， 
X, =(-0.0474 0.4075 0.258 8 0.279 7) 7， 
X, =(-3.6470 -0.8749 1.092 4 0.408 6)-. 


5.7.3 48B8X =AXE 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 


(一 ) 方 阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 

定理 5. 31(4BXE = 》 瑟 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 ) 如果 和 挎 阵 4 = 
(oo)x 是 款 阶 实 对 称 和 矩阵 , 召 = ( 妈 )，, 是 二 阶 实 对 称 正定 算 阵 , 则 存在 一 个 非 
奇异 的 下 三 角形 和 矩阵 工 = (与 ) ,和 普 维 非 零 列 向 量 了 = (yi 加， ,7) ,使 得 
B =ZZ" 且 下 列 结论 成 立 . 

(1) 如 果 复 数 ^ 是 2 的 特征 值 , 则 A 也 是 方 阵 4 和 下 的 (5.71) 型 广义 特 
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征 值 . 其 中 
Q@ = 厂 "47. (5.81) 
(2) 如 果 维 非 零 列 向 量 了 是 吧 的 特征 向 量 , 则 方 阵 4 和 如 的 (5.71) 型 
广义 特征 向 量 为 


下 =( 克 ) 了， (5. 82 ) 
即 
yi 一 2 2ats 
X， = 一 ez (=1,2,…n)， (5. 83 ) 


已 
证 明 因为 互 =( 怒 )。, 是 半 阶 实 对 称 正定 矩阵 ,所 以 总 存在 一 个 非 奇异 的 
下 三 角形 抑 阵 工 = ( 忆 ) ,使 得 吾 =ZL7 ,从 而 (5.71) 式 可 写成 4ZL 下 = A 忆 . 
上 式 两 端 左 乘 亏 ,得 


74 也 7 下 = 和 信也 7 下 (5. 84) 
令 Q@=L5547, 和 
也 7 大 = 了 ， (5. 85 ) 
则 (5. 84) 式 可 写成 
C7 = 入 7. (5. 86 ) 


由 4 是 m 阶 实 对 称 和 矩阵 ,得 @ 也 是 = 阶 实 对 称 矩 阵 . 这 样 ,广义 特征 值 问题 
(5.71) 就 转化 为 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 问 题 . 由 于 实 对 称 抢 阵 妈 与 4 相似 , 且 
(5.84) 式 成 立 , 所 以 人 是 双 的 特征 值 ,也 是 方 阵 4 和 互 的 广义 特征 值 . 但 是 了 
是 @ 的 特征 向 量 , 但 不 是 方 阵 4 和 召 的 广义 特征 向 量 . 由 (5. 85) 式 得 , 方 阵 4 
和 五 的 广义 特征 向 量 为 (5. 82) 式 ,化 简 整理 得 (5. 83 ) 式 . 证 毕 

(二 ) 计算 4B8X = A 天 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 和 步骤 

设 4=(o), ,是 m 阶 实 对 称 矩 阵 , 刀 = (如 )。* 是 于 阶 实 对 称 正 定 失 阵 , 则 
计算 4BX = 和 A 瑟 型 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 和 一 般 步骤 如 下 : 

步骤 1 对 妃 进 行 楚 列 斯 基 分 解 , 即 求 一 个 非 奇 异 的 下 三 角形 抢 阵 工 = 





1 = /， 
凡 = i-1 (5S. 87 ) 
( 咖 - 袜 有 BA， < 
=1】 
0 ， zi > 7 


步骤 2 计算 和 矩阵 尸 = 4 

因为 矩阵 & 是 实 对 称 抢 阵 , 只 要 计算 @ 的 下 三 角 部 分 元 . 因此 ,矩阵 妃 = 
(py) ,是 实 非 对 称 第 阵 ,也 只 要 计算 抢 阵 己 的 下 三 角 部 分 元 ,这 些 元 可 由 下 面 
的 公式 求 得 
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机 = ou+ oa 120 帮 12， (5.88) 
天 = 了 天 = 1+1 


步 遇 3 计算 CO =ZzP. 根据 (5.81) 式 和 尸 =4 可 得 ,CO = ZrP. 计算 O = 
(9y) ,的 下 三 角 部 分 元 的 计算 公式 为 


9 = > By (人 =1,2,…,nij =1,2,……,， (5.89) 
大 = 


步骤 4 根据 (5. 86) 式 计算 @C 的 特征 值 A, 则 就 是 方 阵 4 和 如 的 4 妇 环 = 
A 下 型 的 广义 特征 值 . 

步骤 $ 根据 (5. 86) 式 计算 抢 阵 @ 的 对 应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 了 = (7,， 
ya yw ) 

步骤 6 根据 (5.82) 式 计算 方 阵 4 和 如 的 4 不 =AB 下 型 的 对 应 于 广义 特征 


值 的 特征 向 量 苇 . 


“习题 S.7 





1. 计算 下 列 各 组 中 和 矩阵 4 和 非 对 称 矩 阵 召 的 4 于 =ABXE 型 广义 特征 值 A 及 其 对 应 的 特 
征 向 量 互 ,比较 它们 的 运算 结果 . 验证 运算 结果 满足 等 式 4Y = BYD. 其 中 


5 6 7 
玉 =|7 8 9| 
8 9 1 


1 0 一 上 1 ~1 2 1 

1 一 1 0 一 1 3 0 一 3 
(2) 4= ; 昌 = 

0 -上 1 2 0 9 -6 

一 1 0 1 1 工 -3 -6 19 


2. 计算 上 题 各 组 中 矩阵 4 和 妇 的 48BXK = 外 型 广义 特征 值 A 及 其 对 应 的 特征 向 量 下， 
比较 它们 的 运算 结果 . 








在 科学 研究 和 工程 以 及 日 常生 活 中 ,常常 会 遇 到 计算 函数 值 等 一 类 问题 , 然 
而 函数 关系 往往 是 很 复杂 的 ,甚至 没有 明显 的 解析 表达 式 . 例如 ,我 们 在 数学 用 
表 上 要 查 sn 35"16' ,可 是 表 上 每 10' 才 有 一 个 函数 值 , 四 位 数学 用 表 里 只 有 
sin 3$"10' = 0.$76 0 和 sin 35"20' =0.578 3 ,没有 sin 35"16' 的 值 . 我们 可 以 认为 
在 35"10' 到 35"20' 这 样 小 的 范围 内 ,正弦 函数 可 以 近似 为 线性 函数 ,于 是 很 容易 
地 得 到 sin 35"16' =0.576 0+ (0.578 3 -0.576 0) x0.6 =0.577 4. 我 们 用 的 这 
种 办 法 是 一 种 插值 方法 一 一 分 段 线性 插值 .实际 上 ,插值 可 以 理解 为 ,要 根据 一 
个 用 表格 表示 的 函数 ,计算 表 中 没有 的 函数 值 . 表 中 有 的 ,如 (sin 35"10'"， 
0.576 0) ,(sin 35*20' ,0.578 3 ) 称 为 节点 ;要 计算 的 ,如 35"16', 称 为 揪 值 点 , 结 
果 0.577 4 为 插值 .我 们 作 的 线性 函数 为 插值 函数 ,插值 函数 所 表示 的 直线 当然 
要 通过 节点 . 

插值 在 数学 发 展 史上 是 个 古老 问题 . 它 是 和 拉 格 朗 上 日 (Lagrange)、 牛 顿 
(Newton) .高 斯 (Gauss) 等 著名 数学 家 的 名 字 连 在 一 起 的 . 它 最 初 来 源 于 天 体 计 
算 一 一 由 若 于 观测 值 ( 即 节点 ) 计 算 任 意 时 刻 星 球 的 位 置 ( 即 搬 值 点 和 插 
值 ) 一 一 的 需要 . 现在 ,虽然 人 们 已 很 少 需 要 用 它 从 画 数 表 计算 函数 值 了 ,但 是 
插值 仍然 在 诸如 机 械 加 工 等 工程 技术 和 数据 处 理 等 科学 研究 中 有 着 许多 直接 的 
应 用 . 另 一 方 而 ,插值 又 是 数值 微分 、 数 值 积 分 . 常 微 分 方程 数值 解 等 数值 计算 的 
基础 . 本 章 介绍 插值 问题 的 提 法 和 常用 的 插值 . 例如 , 拉 格 朗 目 多 项 式 插值 .牛顿 
捅 值 . 埃 尔 米 特 (Hermite ) 捅 值 . 高 元 插值 .分 段 插值 和 三 次 样 条 插值 及 其 
MATLAB 程 序 等 . 


6.1 插值 问题 及 其 误差 


本 节 介 绍 插值 问题 的 有 关 概 念 ,求解 的 基本 思路 ,插值 多 项 式 存 在 和 唯一 
性 ,插值 余 项 和 误 善 限 . 最 后 介绍 MATLAB 命令 poly (Al),conv(A,B) 和 
aeconv(A;,B) 等 的 功能 和 调用 方法 . 


6.1.1 插值 多 项 式 的 唯一 性 和 插值 余 项 


持 值 问题 的 提 法 是 ,已 知 m+1 个 节点 (xz 四) ,7=0,1,… 和 ,其 中 %% 互 不 相 
同 ,不妨 设 e<xo <x <…< 刀 和 》, 求 任 一 插值 点 (关羽 ) 处 的 插值 > … 其 中 
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JO=0,1,2,…,m) 可 以 看 成 是 由 某 个 函数 yY=g(x) 产 生 的 ,g(x) 的 解析 表达 式 
可 能 十 分 复杂 ,或 不 存在 封闭 形式 ,也 可 以 未 知 . 
求解 的 基本 思路 是 ,构造 一 个 相对 简单 的 函数 y = 态 x) ,使 几 x) 通 过 全 部 节 
点 , 即 扩 ww) =%(1=0,1,…,n) ,再 用 大 x) 计 算 揪 值 , 即 y”= 护 xz” ). 
从 理论 和 计算 角度 看 ,多项式 是 最 简单 的 函数 , 设 已 (x*) 是 二 次 多 项 式 , 记 作 
P (xz) =axzrt+a ii 十 YX 二 ao (6.1) 
对 于 节点 (5 ,和 力 ) 应 有 
忆 (入 ) = 力 ，J =0,1,…，, 妖 (6.2) 
为 了 确定 插值 多 项 式 已 (*) 中 的 系数 o ,am…,oo ,将 (6.2) 代 入 (6.1) ,有 


=-1 
CoXoTG INXO 二 十 GiXo 十 ao 三 yo， 


(6.3) 
QTQ XIX 二 GO = 
2 2 1 
记 X=|: :4=(asa yao) ， 了 = (yo7 ys) 
和 Mo .1 
方程 组 (6.3) 简 写作 
X4 = 了 ， (6.4) 


其 中 det X 是 范 德 蒙 德行 列 式 . 因为 n+ 1 个 节点 (z , 儿 ) (j =0,1,…,n) 的 模具 
标 ”% 互 不 相同 ,根据 行列 式 性 质 可 得 
det 蕊 = [ (xu 和) 天 0. 


o<j<4<n 
于 是 扎 阵 方程 (6.4) 中 4 有 唯一 解 , 即 根据 二 +1 个 节点 可 以 确定 唯一 的 m 次 捅 
值 多 项 式 . 

定理 6.1 设 m+1l 个 节点 (zi,》) (7=0,1, aa) 的 横 坐 标 满足 & 和 zxo <x 
<… < sb 且 ow(x)=( -2 ) (2)(z-2o)， 则 

(1) 满足 插值 条 件 

护 后 ) = 入 ， 了 =0,1 

的 次 插值 多 项 式 (6.1) 存 在 且 唯 一 . 

(2) 次 插值 多 项 式 (6. 1 对 于 任意 <*e (o， 6) ,有 捅 值 余 项 


_ FF” 
民 (x) =Ax) -PP(x) = 矶 全 全， , 才 E(a,pD). (6.5) 
(3) 如 果 存 在 一 个 正 数 M,,， ,使 得 |/ (| 过 W， 则 
1 
Res 区 Too(e)| (6.6) 


证 明 (2) 设 x 是 [ac,5] 中 任 一 固定 点 , 则 有 节点 和 非 节点 两 种 情况 . 
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当 x 是 节点 xi(=1,2,…), 有 2) 时 ， 


(CE) 
(mm+1)1l 


故 Rz) = 所 ii) -已 (2) =0. 

当 x 不 是 节点 x;(i=1,2,…,) 时 , 作 辅助 函数 
(一 xD) 一 0) 
(xz 一 %) (YX 一 XI) (YE 一 2Xo) 
由 上 ,( 昌 =( 人 2) 人-%)(-%o) ,得 
On 人 (t) 
op(b = 大 站 - 已 ( 昌 -本 [az) - P,(xz)]. (6.7) 

当 :=xxzosgi md 时 ,op(i) =0, 所 以 2o( 在 [ab 上 有 呈 +2 个 互 异 的 零 
点 . 根据 罗 尔 (Rolle) 定理 知 ,op'( 纪 分 别 在 连续 函数 p( 切 每 两 个 相 邻 的 零点 之 间 
至 少 有 一 个 零点 页 (=1,2，…)m+1) ,使 得 9 ( 吉 ) =0. 不 妨 设 冯 ”< 癌 和 
GE=1;2, pn) ,对 9( 昌 在 [和 0] (=1,2,…,a) 上 应 用 罗 尔 定理 , 知 在 
(名 6) (=1,2,…,a) 内 至 少 存在 一 点 吉 ” (=1)2，…n) ,使 得 o (二 ) = 
0. 依 此 类 推 可 得 ,p( 昌 在 ( 扣 ",") ee (ab) 内 至 少 存在 一 点 绢 ,使 得 
oo (E) =0. 又 因为 P.(x) 是 nm 次 多 项 式 , 故 P2 7 (b =0. 

将 (6.7) 式 求 4=E 上 处 的 m+1 阶 导数 ,得 


(xx as (zw ) =0， 


ob = 成 划一 已 (tb 一 





[六 zx) 一 已 (xz) 














gp =- 全 人 Ke PCD]=0 
故 ,插值 误差 
及 (z) =7a) -PCa) = Go (ze (ae 人) 
从 而 
Ha =P(D Ho ,ee (o0) 证 毕 


! 次 插值 多 项 式 P.(*) 的 唯一 性 ,保证 我 们 无 论 用 什么 方法 获得 的 相同 条 
件 下 的 捅 值 多 项 式 ,可 能 形式 不 同 ,但 都 是 同一 个 多 项 式 . 另外 ,可 以 用 (6. 5) 式 
或 (6. 6) 式 估计 用 P,(x) 近 似 表示 扎 *) 时 的 误差 . 

为 此 我 们 首先 介绍 在 MATLAB 范 数 库 中 与 插值 有 关 的 MATLAB 函数 的 
功能 . 


6.1.2 与 插值 有 关 的 MATLAB 函数 


在 这 里 我 们 把 多 项 式 /xzx) 按 降 寡 排列 的 系数 所 构成 的 向 量 了 称 为 多 项 式 
xz) 的 系数 向 量 . 下 面 介 绍 MATLAB 函数 poly2 sym,poly,conv 和 aeconv 
等 的 功能 和 调用 方法 . 
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(一 ) poly2 synm 函数 
polyY2 sym 的 功能 是 把 多 项 式 的 系数 向 量 转化 为 符号 多 项 式 , 其 调用 格式 


如 下 : 
调用 格式 一 :poly2sym (C) 
如 果 输 入 m +1 维 向 量 C, 其 中 C 是 多 项 式 凡 xz) 的 系数 向 量 , 则 运行 后 输出 
(xz) 是 以 x 为 自 变量 的 呈 次 多 项 式 ， 
例如 ,输入 
>> ff=poly2sym([120 -22 -53]) 
则 运行 后 输出 结果 
上 = 
12#X 3 -22 半 X-53 
调用 格式 二 :fl1 =poly2sym(C,，V'") 或 f2 =poly2sym(C，sym( VD)) 
poly2sym(C，V ) 和 poly2sym(C,sym( V')) 两 者 都 用 于 返回 以 了 为 


自 变 量 ,系数 向 量 C 的 符号 多 项 式 . 
例如 ,输入 


>> fl =poly2sym([12 0 -22 -53], tt )， 
f2 =poly2sym([120 -22 -53],sym('))， 


则 运行 后 输出 相同 的 结果 
f1 = 
12# 七 “3 -22# 七 -53 


夺 2 = 
12*# 七 "3 -22*#t 一 53 


(二 ) polyval 函数 
polyval 一 数 的 主要 功能 是 估计 多 项 式 的 值 . 
调用 格式 :Y =polyval(P,X) 
(1) 如 果 输 入 数 王 和 mm+l 维 向 量 己 ， 其 中 己 是 呈 次 多 项 式 FAx) 的 系数 向 
, 则 运行 后 输出 Ax) 在 *= 瑟 的 函数 值 了 = 成 E) , 即 
7 了 =P(1) 和 +(2) 和 -+…+ 有 ON) 大 +PPCN+T). 
例如 ,输入 程序 
>> P=[120 -22 -53];Y = polyval(P,1.5)， 
则 运行 后 输出 函数 值 几 1. 5 ) 为 
Y = 
-45.500 0; 


(2) 如 果 输 入 的 下 是 矩阵 或 者 是 向 量 ,运行 后 输出 在 下 所 有 元 素 处 的 多 项 


式 的 估计 值 的 抢 阵 或 者 是 向 量 了 ; 
例如 ,输入 程序 


>> X=[1,2,3;4,5,6];P=fli20 -22 -53];Y=polyval(P,X) 


则 运行 后 输出 画 数值 的 矩阵 为 
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YY = 


-63 -1 205 
627 1337 2407 站 
(三 ) poly 函数 


poly 命令 的 主要 功能 是 把 根 转换 成 多 项 式 的 系数 向 量 . 
调用 格式 :Y =poly (V) 
(1) 如 果 输 入 的 了 是 于 维 向 量 ,VY 的 元 素 是 方程 所 x) =0 的 根 , 则 运行 后 输 
出 呈 +l 维 的 行 向 量 己 ,其 中 
ARx) =(I)E +P(2)E +T…+PON)X+PCN+1)， 
(2) 如 果 输 入 的 了 是 二 阶 方 阵 ,运行 后 输出 +1 维 的 行 向 量 己 ,已 是 方 阵 
VY 的 特征 多 项 式 的 系数 向 量 . 


例 6.1.1 求 3 阶 方 阵 4 的 特征 多 项 式 . 其 中 4 = 





2 0 1 
0 3 2 
0 4 7 





解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 
>> RAR=[f201;032;047];P=poly(RA),T=poly2sym(P) 
运行 后 输出 4 的 特征 多 项 式 了 及 其 系数 向 量 疡 为 
P = 
1.0000 -12.0000 33 .0000 -26 .0000 


x*3 -12*x*2 +33*kx-26 
(四 ) conv 范 数 
conyv 的 功能 是 计算 卷 积 和 多 项 式 的 积 , 
调用 格式 :C = conv(RA,B) 
如 果 输 入 于 维 向 量 4 和 普 维 向 量 恕 ,其 中 4 是 多 项 式 几 x) 的 系数 向 量 , 刀 
是 多 项 式 g(x) 的 系数 向 量 , 则 运行 后 输出 n+m -1 维 的 行 向 量 C ,其 中 C 是 多 
项 式 妃 zx) 与 gz) 的 积 扩 xz) 8&(Cx) 的 系数 向 量 . 
例 6.1.2 求 三 个 一 次 多 项 式 g(x) ,P(x) 和 xz) 的 积 扩 xz) .8(z) jxz)， 
它们 的 零点 分 别 依次 为 0. 4,0. 8 ,1. 2. 
解 ”我 们 可 以 用 两 种 MATLAB 程序 求 之 . 
方法 1 如 输入 MATLAB 程序 
>> XL =[0.4,0.8,1.2]; 11 =poly(X1)，L1L =poly2sym (11) 
运行 后 输出 结果 为 
11 = 
1.0000 -2.4000 1.7600 -0.3840 
L1 = 


rr 
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X "3 -12A5*X^2 +44/25*#*X-48/125 
方法 2 ”如 输入 MATLAB 程序 
>> P1 =poly(0.4);P2 =poly(0.8);P3 =poly(1.2); 
C =conv (conv (PL1，P2)，P3) ,，L1 =poly2sym(C) 
运行 后 输出 的 结果 与 方法 1 相同. 

(五 ) daeconv 函数 

deconv 的 功能 是 计算 逆 卷 积 和 多 项 式 的 除法 、. 商 和 余 式 . 

调用 格式 :[Q,R] =aeconv (B,A) 

如 果 输 入 维 向 量 4 和 普 维 向 量 召 ,其 中 4 是 多 项 式 几 x) 的 系数 向 量 ,如 
是 多 项 式 g8(x*) 的 系数 向 量 , 则 运行 后 输出 g(x) 被 所 x) 除 所 得 的 商 的 系数 向 量 
Q@ 和 余 式 的 系数 向 量 丸 ,使 得 召 =conv(4,Q) + 玉 . 

例 6.1.3 求 多 项 式 g(x) =15x -32x +4x -89 被 Fx) =16x -3x+7 除 
后 的 结果 . 

解 ”如果 输入 6 维 向 量 召 =(15, 0,0 ,-32, 4，-89) 和 3 维 向 量 4 = 
(16，-3, 7) ,其 中 4 是 多 项 式 扩 x) 的 系数 向 量 ,是 多 项 式 8(x) 的 系数 向 量 ， 
即 输入 程序 

>> B=[15,0,0，,， -32,4，-89];iaAa=[16,，-3，7]; 
[@,R] =deconv (B,A),dqg=poly2sym(Q),r =poly2sym (R) 


则 运行 后 输出 g(x) 被 所 <x) 除 所 得 的 商 的 系数 向 量 & 和 余 式 的 系数 向 量 灵 及 其 


对 应 的 多 项 式 如 下 
Q = 
0.9375 0.1758 -0.3772 -2.1476 
R = 
0 0 0 0 0 .1975 -73 .9666 
q = 


15/16*x*3+45/256*x*2 -1545/4096*x-140747/65536 
12943/65536*X-4847475/65536 
使 得 召 = conv(4,O) + 玉 ， 
(六 ) roots(poly(13:n) ) 命 令 
调用 格式 :roots(poly(1:n)) 
如 果 输 入 的 1:m 是 1 到 的 等 差 数 列 (和 20) , 且 此 等 差 数 列 的 元 素 是 方程 _ 
xz) =0 的 全 部 根 , 则 运行 后 输出 壮 维 的 行 向 量 己 , 己 的 元 素 是 多 项 式 Kx) 的 零 
点 , 即 方程 Ax) =0 的 全 部 近似 根 . 
例 6.1.4 试 举 两 个 实例 验证 : 当 冯 20 时 ,运行 命令 P = roots(pPoly 
(13:n) ) 后 输出 以 ” 维 行 向 量 下 =(1,2,…,) 的 元 素 为 方程 几 xz) =0 的 全 部 根 
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的 近似 根 . 当 m>20 时 , 则 不 一 定 . 
解 分别 取 m=20,m=21. 然 后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>> fl1 =poly(1:20); 

E =poly2sym(fl)， 

P =roots(fl) ， 

P1 =zoots(poly(13:21))” 
运行 后 输出 以 1 到 20 的 正 整 数 为 方程 凡 x) =0 的 全 部 根 的 函数 /和 全 部 根 的 近 
似 根 已 及 P1 =roots(poly(1:21)) 的 结果 已 分 别 如 下 

三 = 

X^20 -210*X`19 +20615*X”18 -1256850*X”1I7 +53327946#*X^i16 - 
1672280820 * X ”15 + 40171771630 #* X” 14 - 756111184500 村 X 13 + 
11310276995381*Xx^12 -135585182899530*X^`11 +1307535010540395 *X ~10 - 
10142299865511450*Xx^9 +63030812099294896*xXx^`8 -311333643161390656 # 蕉 
“7 + 1206647803780373248 * X ”6 - 3599979517947607040 * X ”5 + 


8037811822645052416 * X ”4 - 12870931245150988288 >:# X ”3 二 
13803759753640704000 *x* X ”2 -- 8752948036761600000 灶 和 X 上 + 
2432902008176640000 

王 = 


Columns 1 上 through 6 

20 .0003 18.9970 18.0118 16.9695 16.0509 14.9319 

Columrns 7 throughnh 12 

14.0684 12.9472 12.0345 10.9836 10.0063 8.9983 

Columns 13 hrough 18 

8.0003 7 了 7.0000 6.0000 5.0000 4.0000 3.0000 

Columns 19 through 20 

2.0000 1 工 .0000 

P1 = 

Columns 1 t 上 hroughn 6 

20.9978 20.0216 18.8721 18.2697 16.5546 -0.46821i 
16 .5546 +0.4682 工 

Columns 7 throughn 12 

14.4445 -0.46431 14.4445 +0.46431 12.7349 12.1230 
10 .9837 9.9971 

Columns 13 through 18 

9.0026 7.9993 7.0001 6.0000 5.0000 4.0000 

Columns 19 上 through 21 

3.0000 2.0000 1.0000 


由 此 可 见 , 当 ”=20 时 ,运行 命令 P=roots(poly(tn)) 后 输出 的 向 量 书 
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是 以 20 维 行 向 量 瑟 =(1,2,…,20) 的 元 素 为 方程 Fx) =0 的 全 部 根 的 近似 根 . 
但 是 , 当 m =21 时 ,运行 命令 P1 =zroots(poly(1:n)) 后 输出 的 向 量 已 不 全 
是 以 21 维 行 向 量 下 =(1,2,…,21) 的 元 素 为 方程 所 x) =0 的 全 部 根 的 近似 根 ， 

(七 ) aet(axeye(size (A)) - A) 命 令 

调用 格式 :b =qdet(ax*xeye(size (ARA)) - A) 

如 果 输 入 的 是 阶 方 阵 4 和 数 e, 运 行 后 输出 的 值 六 . 如 果 必 是 零 , 则 数 a 是 
4 的 特征 值 ;如 果 “ 不 是 零 , 则 数 c 不 是 4 的 特征 值 . 

例 6.1.5 判断 数 ae =2 和 =1 是 否 是 例 6.1.1 中 矩阵 4 的 特征 值 . 

解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> ARA=[201;032;047]; 
a=2;al =det(aykeye(size(A)) -~- ARA),b=1ibl=det(b*xeye(size(RA)) 


习题 6.1 





1 求 三 个 一 次 多 项 式 g(xz) ,pxz) 和 zx) 的 积 Fx) gz) px) 它们 的 零点 分 别 为 
0.2,0.5,1.3. 
2. 求 多 项 式 g&(*) =5x -2x +4x -9 被 Kx)=6x -3x+7 相 除 后 的 结果 . 


6.2 拉 格 朗 日 (Lagrange ) 插值 及 其 MATLAB 程序 


先 考察 几 种 简单 的 情形 ,然后 推广 到 一 般 的 情形 . 
6.2.1 线性 捕 值 及 其 MATLAB 程序 


问题 ” 设 函 数 几 zx) 在 [xo,z:] 上 具有 二 阶 连 续 导数 , 且 满 足 条 件 
几 xzo) =yo， 所 2) =yi， (6.8) 
求 作 揪 值 多 项 式 六 (*) ,使 满足 条 件 (xzo) =yo ,六 (2 ) =y 并 根据 罗 尔 定理 确 
定 其 误差 . 
点 只 能 唯一 地 确定 一 个 一 次 多 项 式 , 即 线性 插值 . 由 直线 方程 的 两 点 式 有 


JJo 
-7 = 一 -一 (x -0). 
(2X) 一 yo 同 (5 xzo) 
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经 整理 得 
各 一 和 名 一 多 
已 (xz) = 二 Yo 十 yi (6.9) 
0 一 多 和 1 一 和 0 
取 
多 一 和 1 一 0 
/= ，1 = 一 一 ， (6. 10) 
MXo0 一 %1 %1 一 %0 


则 (6. 9) 可 以 表示 为 ， 
xz) =yop t+yi0， 
且 满 足 1) =1，1()=1，1NOx)=0，1(x) =0， 
即 5 = (Cj =0,1)， 
! 0 天 ) 

从 而 (6.9) 式 满足 (6.8) , 即 为 所 求 . 取 误 差 

Ri(Cxz) = 所 x) 一 亚 (x) =g(x)(X 一 XI)(Cx 一 %o)， 

当 取 定 ss (xzo,xi ) 时 , 男 数 

9p(xz) =7x) -三 (%) -gg(X)(X 一 Xi) 一 xo) 
有 三 个 零点 xx 六 不 失 一 般 性 ,假设 xe <t<x ,分 别 在 [xo,],[ 纺 当 ] 上 应 用 罗 
尔 定理 , 知 在 (xo,b ,(52 ) 内 至 少 存在 一 点 与 ,所 使 得 p (后 ) =0,p (所 ) =0， 
在 [& , 纪 ] 上 再 应 用 罗 尔 定理 ,得 在 (所 ,所 ) 内 至 少 存在 一 点 上 ,使 得 

9 (CE) = 太 (E) -21 8(x) =0. 


从 而 有 g(x) = 和 7/ "( 旬 ; 故 插值 误差 


Ri(z) = 壤 太 (的 (z -an)(z -mm)， Eee (xx ) (6.11) 
因此 ,有 
zx) =(z) + 二 Jr(9(Gz-a )(x 一 %o)， 


当 Ax)= 六 (xz) 时 ,可 以 用 (6.11) 式 估计 误差 .〈(6. 9) 式 称 线性 插值 函数 ， 也 称 
两 点 一 次 插值 函数 ,(6. 10) 式 称 线性 插值 基 画 数 ,用 忆 (x) 计 算 插 值 称 线性 插值 . 
例 6.2.1 已 知 函数 的 xz) 在 [1,3] 上 具有 二 阶 连续 导数 ,lj "(x*)1<5, 且 满 
足 条 件 K1) =1, K3) =2. 求 线性 插值 多 项 式 和 函数 值 岂 1.5) ,并 估计 其 误差 ， 
解 ”下面 分 别 用 手工 计算 和 MATLAB 程序 计算 . 
方法 1( 手 工 计算 ) 将 z=l,zxy=3,yo=1,7i=2 代 入 (6.9) 式 ,得 
3 X 一 1 


志 (zx) = 1+ 


1 
3 1+3172=4+1)， 


AFL.5)= 并 (15) = 二 (1.5+1) -1.25. 
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根据 (6. 11) 式 可 以 估计 其 误差 为 
1RCL5)1=V6NGL5-1D)(15-3)1<1875， <e(1,3). 
方法 2(MATLAB 程序 计算 ) 输入 程序 


>> X=[1,3];jY=[1,2]; 101 = poly(X(2))/(XC1)- X(2))， 
111 = poly(X(1))A(X2)- X1L))， 
10 =poly2sym(101),11 =Poly2sym(111)， 
P= 101* Y(1)+ 111* Y(2)， 
工 =Poly2sym(P);x=1.5;4Y = polyval(P,x) 
运行 后 输出 基 函 数 i 和 上 ) 及 其 插值 多 项 式 的 系数 向量 妃 ( 略 ) 插值 多 项 式 二 和 
插值 了 为 


10 = 11 = 工 = Y 立 = 
-1A2X+37A2 1《Z2#X-1A2 1Z2*#X+1LA2 1 .2500 
输入 程序 
>> M=5;R1 =M#abs((x-X(1))* (xx-X(2)))/2 
运行 后 输出 误差 限 为 
R1 = 
1 .8750 


例 6.2.2 求 函 数 几 zx) =e 在 [0,1] 上 线性 插值 多 项 式 ,并 佑 计 其 误差. 

解 下 面 分 别 用 手工 计算 和 MATLAB 程序 计算 . 

方法 1 手工 计 算 ) 将 m=0x=lyo=A0)=17 =AI) =e 代 人 
(6.9) 式 ,得 








% 一 1 YX 一 0 _- _ 
Di(z) =02T 1+T20”。 1 =i+(e- 一 1)x， 


即 
e-* 1 -0.632 120 56x. 
根据 (6. 11) 式 可 以 估计 其 误差 为 
R (xz) = 广 7"(6)(x -zx )(z -al) = 二 ez(z-1)， te (0,1)， 


因为 上 ee(0,1) ,|e| <1,max 1x(x 1)1 =0.25 ,所 以 


| 尽 , (x) < 二 le lx(x -1)1<0. 125. 
方法 2(MATLAB 程序 计算 ) 输入 程序 


>> X=[0,1];Y =exp( -X)， 
101 =poly(X(2))/(XCL)- XC2))， 
111 = poly(X(1))(X(2)- XL))，10 =Dpoly2sym(101) ， 
11 =poly2sym (111),P = 101* Y(1) + 111* Y(2),，L=poly2sym (P)， 
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运行 后 输出 基 函 数 如 和 1 及 其 揪 值 多 项 式 的 系数 向 量 己 \ 插 值 多 项 式 工 为 
10 = 11 = B = 
-x+1 x -0.6321 1.0000 
LDL = 
-14234089565967617/2251799813685248 站 X+1 
输入 程序 
>> M=1I;x=030.001:1;RL =M#krmax(abs((X-XC1)).*(xX-X2)))) .2 
运行 后 输出 误差 限 为 
R1 = 
0.1250 . 


6.2.2 ”抛物线 捅 值 及 其 MATLAB 程序 
定理 6.2 设 函 数 Fx) 在 [ec,b] 上 具有 三 阶 连 续 导 数 , 且 满 足 条 件 








所 xzo) =yo， 成 x) =7i， 扩 x2) =72， (6. 12) 
则 
(1) 存在 二 次 插值 多 项 式 
Z(x) =yolo + +yzz2， (6. 13 ) 
其 中 
1 - (xz 一 xi)(x5 一 2 ) 1 - (xxo)(z 一 2 ) _ (xz 一 zx0o)(x 一 2 ) 
本 (xo 一 %l )(%o0 一 %2 ) ， ! (ai 一 %o) (2 一 %2 ) 罗 (za 一 %o) (x2 一 21) 
(6. 14 ) 
且 满 足 
12(xo) =yo， Za(x) =yYi， 12(xa) =》2 (6. 15) 


(2) 二 次 插值 多 项 式 (6. 13 ) 对 于 任意 xs (ae,) ,有 捅 值 余 项 
R(x) =Fx) -2(x) = 三 (z -oo)(z-a)(z-m) ， 蕊 e(a,b). 


(6. 16) 

证 明 (1) 首先 求 作 二 次 式 太 ,使 满足 
ho =- 人 0 (=1,2). (6. 17) 

0,Jz 关 0 


在 (6.17) 式 中 , 当 j 产 0 0j =1,2) 时 , 必 (z) =0, 知 ziyzs 是 加 (xz) 的 零点 ,得 
1 =c(x 一 Xi)(z 一 2 ). 
再 利用 由 (xz) =1 代入 上 式 ,得 
(z -2)(xz 一 z) 
(00 一 坟 ) 


类 似 地 ,可 以 构造 出 满足 条 件 


0 
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0) = 人 002) 和 Dr) = 人 2， OU-0, 
区 -oa 7 一， 2 -2 7 0 ) 
的 函数 分 别 为 

1 (xz) = (xz -wo)(xY 一 2) 1 (xz) = (xz 一 %o)(z 一 4) 


(xi 一 %o)(xXi 一 % )” (xs 一 2%o)(x 一 和) 

将 已 知 数据 yo ,yi ,y: 作为 系数 ,得 二 次 函数 (6. 13). 把 zx,xa 分 别 代入 
(6. 13) 式 ,得 (6. 1S ) 式 ， 

(2) 根据 定理 6.1 可 知 , 捅 值 余 项 (6. 17 ) 成 立 . 证 毕 

这 种 二 次 插值 (6. 13 ) 称 为 抛物 线 插 值 函 数 , 也 称 为 三 点 二 次 插值 函数 ， 
(6. 14) 式 称 抛物 线 插 值 基 函 数 , 用 乙 (*) 计 算 揪 值 称 抛物 线 播 值 . 

例 6.2.3 求 将 区 间 [0,rZ2] 分 成 等 份 (=1,2), 用 7y =.JFCx) =cosx 产 
生 m+1 个 节点 ,然后 根据 (6.9) 和 (6. 13 ) 式 分 别 作 线 性 反 值 函数 已 (*) 和 抛物 
线 捅 值 函 数 忆 (x). 用 它们 分 别 计算 cos(m/6)( 取 四 位 有 效 数字 ) ,并 估计 其 
误差 . 

解 下 面 分 别 用 手工 计算 和 MATLAB 程序 计算 . 

(1) 方法 工 手 工 计 算 ) 若 m=1, 则 (xo,yo) =(0,1),(xzy) =(TX2,0). 
由 (6.9) 式 ,得 

Y 一 T[2 X -0 


三 (xz) = =1- 
ICX) =yolo+y =1 02772+0 TAL2 ~0 


cos(T/6) = (TmZX6) =0.666 7. 
下 面 估 计 它 们 所 产生 的 误差 1R(x)1. 对 于 (xz) =cosx, 可 设 1/"(E)1= 
1 -cos 过 M, =1, 根 据 (6. 11) ,得 


{ 民 (TmZ6) 1 = 坟 (人 [1(mX6 -TX2)CTL6 -0)1 生 0.274 2,Ee(0,mZ2). 


精确 值 cos(T/6) =0.866 0(4 位 有 效 数 字 ). 己 (mr/6) 的 误差 在 IR (x)1 范 围 内 . 
方法 2(MATLAB 程序 计算 ) 输入 程序 
>> X=[0,pi/2];Y =cos(X) ， 
101 =polY(X(2))/ (XI) - X2)),1III=poly(XCI))A(XC2)- XI))， 
10 =poly2sym (101) ， 





=1 -2x/T， 


11 =poly2sym(111),P=101*Y(1)+111*Y(2), 忆 =Ppoly2sym (P),x=PpPi76; 
Y=Polyval(P,x) 
运行 后 输出 基 函 数 如 入 及 其 插值 多 项 式 的 系数 向 量 忆 .插值 多 项 式 和 插值 为 
10 = 
-5734161139222659 /9007199254740992 本 科 十 工 
11 = 
5734161139222659 /9007199254740992 来 攻 
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P = 
-0.6366 1.0000 
工 = 
-5734161139222659/9007199254740992 # X + 二 
Y = 
0 .6667 
输入 程序 


>> M=1;x=pi/6;RL=M*yabs((x-X(1))*(x-X2)))Z2 
运行 后 输出 误差 限 为 
R1 = 
0 .2742 . 
(2) 方法 1( 手 工 计 算 ) 车 m=2, 则 (xo,yo) =(0,1), (zy ) =(T/4， 
0.707 1),(x,y) =(T/X2,0) ,由 (6.13),(6.14) 式 ,得 
PCxz) =70 +71 +y =8(x -TIL4)( -TO2)V T -16x(x -TAX2)0.707 17 到， 
cos(T/A6) = 一 (TZ6) =0.85S0 8. 
下 面 估计 它 所 产生 的 误差 1IR(*)1, 对 于 ALx) =cos x, 可 设 凡 "(E)1= 1sin 志 | 
<1M; =1, 根 据 (6. 16) 式 ,得 


1R(z)1 = 凡 多 LI(m6 _m/2)(m/6 -m/4)(m/6 -0)1<0.023 9， 


所 以 姜 (mX6) 的 误 关 在 IR: (xz) 1 范围 内 . 
方法 2(MATLAB 程序 计算 ) 输入 程序 
>> X=0:pi/4:piv2;Y=cos(X)， 
101 = conv (poly(X(2))， 训 
poly(X(3)))/((XGI)- X2))* (XI)- X3)))， 
111 = conv (Poly(X(1) ) ， 
poly(X(3)))/((X(2)- XCL))*(X2)- XC3)))， 
121 = conv (poly(X(1) )， 
poly(X(2)))/((X(3) - XI))*〈(X3)- X(2)))， 
10 =poly2sym(101),11 =boly2sym(111),12 =poly2sym(121)， 
P=101* YL1)+ 111* Y(2) + 121*k Y(3),，L=Ppoly2sym(P),x=Pi7A6; 
Y=polyval(P,x) 
运行 后 输出 基 画 数 如 , 几 和 风 及 其 捅 值 多 项 式 的 系数 向 量 妃 \ 撒 值 多 项 式 工 和 揪 
值 了 为 
10 = - 
228155022448185/281474976710656 *X ”2 -2150310427208497 / 
1125899906842624 半 X+I 
上 1 = 
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-228155022448185/140737488355328*X`2 +5734161139222659/ 
2251799813685248 * 葡 
12 = 
228155022448185/281474976710656 *X”`2 -5734161139222659/ 
9007199254740992 站 
P = 
-0.3357 -0.1092 1.0000 


- 6048313895780875/ 18014398509481984 * X “2 - 7870612110600739 ~ 
72057594037927936 半 和 + 工 
Y = 
0.8508 
输入 程序 
>> M=1;ix=pi/6;R2=Mrkabs((x-X(1))*(x-X2)) *(x-X(3)))76 
运行 后 输出 误差 限 为 
R2 = 
0.90239 . 


6.2.3 z 次 拉 格 朗 日 播 值 及 其 MATLAB 程序 


我 们 可 以 根据 定理 6.1 将 抛物 线 插值 的 结论 推广 到 ”次 插值 多 项 式 , 有 下 
面 的 定理 . 
定理 6.3 设 败 x) 在 [c, 引 上 具有 mm+l 阶 连续 导数 ,对 于 m+1 个 节点 (%， 
%) J=0,1,……ma, 其 中 必 互 不 相同 ,满足 
有 扎 ) = 和 力 ， 了 =0,1，… 稀 
则 (1) 存 在 ”次 插值 多 项 式 


了 (xz) = ii(x) ， (6. 18) 
其 中 恬 次 多 项 式 


(xxo) (xz 2) 一 2 一) 





人 TCR 有 2 和 和 
(6. 19) 
满足 
1i=1，， ， 
4 = 1， =0,1，…)， (6.20) 
且 


了 (zi) 三 芒 ， J =0,1，…，, 几 . 
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(2) 次 插值 多 项 式 (6. 18) 对 于 任意 *e (ao,2) ,有 插值 余 项 





R,(Y) =Fxz) 一 大 (xx) = - 太 0 xu)…m(xz-xi)(z -2x), 二 Eee(a;b) 


( 于 +1)1! 


(3) 如 果 存 在 一 个 正 数 N ,使 得 | (有 | 大 Mi 则 


1R.(D <ei 


| (xz -zw) (xz 一 %o)|. 


我 们 可 以 用 定理 6. 2 天 的 方法 证 明定 理 6. 3. 根据 定理 6. 1 ,得 (6. 18 ) 式 
表示 的 L4x) 与 (6. 1) 式 相同 . (6. 19) 式 称 基 函数 ,(6.18) 式 和 (6. 19) 式 称 拉 格 


朗 旦 插值 多 项 式 , 用 忆 (*) 计 算 插值 称 拉 格 朗 日 多 项 式 播 值 . 


当 m=1 时 ,(6.18) 式 是 满足 条 件 六 (xzo) =y, 志 (xz ) = 的 线性 插值 函数 


(6.9). 


当 半 =2 时,(6. 18 ) 式 是 满足 条 件 72(xo ) =yo,2(xi) 三 和 ,7 (2x2 ) = 的 抛 


物 线 插值 函数 (6. 13). 


例 6.2.4 给 出 节点 数据 护 -2.00) =17. 00, (0.00) =1.00, F(1.00) = 
2.00, 败 2.00) = 17. 00, 作 三 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 计算 /0. 6) ,并 估计 其 


误差 . 


解 ”方法 1( 手 工 计算 ) 取 x = -2.00, 和 =17.00,x =0.00,y =100， 


x =1.00,y， =2.00,x; =2.00,y; =17.00, 则 基 函 数 为 











_ (xz -Xi)(X -ao )(XY 一 23) 
6) CO 
(xx%o)(xz 一 aa)(xz 一 53) 
600 = AT 
(xY -Xo)(xz 一 Xi)(X 一 2%3) 
2 -CT 
1 Ca)(z-a)(z-m) 





(xs3 一 Xo0) (23 一 X1)(%3 一 %2 ) 8 


根据 (6. 18) 式 ,得 
Pi(z) = 六 yi4(x) 


1 
- 埃 *(z -1)4z -2)， 
LUx+2)(z -1)(x- 2)， 


jx(z+2)(x -2) ， 


1)(x +2). 


= -jz(z-1)(z-2) + 本 (x+2)(z -1)(x -2) - 


2 17 
本 2 +2)(x -~-2) 一 +2)， 


(0.6)=P(0.6) =0.256~0. 26. 


根据 (6. 21) 式 知 , 对 于 任意 xe (-2.00,2.00), 有 插值 余 项 
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(4) 
RCxz) =Ax) -P(z) = 全 cs(z -1D(z-2)(z+2) .ee ( -2.00,2.00) ， 


R (0.6) - 盖 ( 纪 .0.6 . (0.6-1)(0.6-2)(0.6+2) 


一 0.036F 0 (E) =0.04 0 (E)， 
如 果 存 在 一 个 正 数 W, ,使 得 四 (人 旨 1<Ms ,由 (6.22) 式 ,得 
IR (0.6)1 么 0.04MH,，<e(-2.00,2.00). 
方法 2(MATLAB 程序 计算 ) ”输入 程序 
>> X=[ -2,0,1,2];Y =[17,1,2,17]; 
p1 =poly(X(1)); p2 =poly(X(2));p3 =poly(X(3));Pp4=Dpoly(X(4)); 
101 =conv ( conv (p2,，p3),，p4)7A(C(XL) - X2))》s(XL)- XC3)) 
(XI)- XC4)))， 
111 =conv ( conv (P1，p3)，p4)7A((X2)- XIL))* (X2)- XC3)) 本 
(X(2) - XC4)))， 
121 = conv ( conv (p1,，P2)，p4)A((X(3)- XL))* (X3)- 和 XC2)) * 
(X(3) - XC4)))， ， 
131 = conv ( conv (pl1,，p2),，p3)A((X(4) - XL))*(X4)- X2)) * 
(X(4) - XC3)))， 
10 = poly2sym(101),11 =poly2sym (111),12 =poly2sym (121),13 
poly2sym(131 ) ， 
P=101y YL)+ 111* Y(2) + 121* Y(3) + 131* Y(4)， 
运行 后 输出 基 函 数 上 ,2 和 呈 及 其 插值 多 项 式 的 系数 向 量 己 ( 略 ) 为 


10 = 


-17X24*#XxX?*3 +17A8*#*X2 -112*kX, 1L11L1=1A4*#*X 3 -1/A4#X 2 -X+1 
12 = 
-17ZX3#X3+4A3kX,13 =17/8*#X3+17A8 冰 X 2 -1 /4 本 其 
输入 程序 
>> 了 =poly2sym(P),x=0.6;Y=polyval(P,x) 
运行 后 输出 插值 多 项 式 世 和 插值 了 为 
并 = Y = 
X ”3 +4 冰 X 2 -4 本 X+1 0.2560 . 
输入 程序 
>> SYymS Mi; X=0.6; 
R3 =Mx#k abs((x-X(1))*(x-X2)) (xx-X(3)) *(x-X4)))A24 
运行 后 输出 误差 限 为 
及 3 = 
91 /2500 * M 
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即 
RR, =0.0364/ (E) ，Ee(-2.00,2.00). 


6.2.4 事后 估计 方法 


定理 6.1 给 出 了 插值 的 误差 通过 揪 值 多 项 式 P,(x*) 与 产生 节点 ( 忆 ,Y) 的 
Ax) 之 差 来 估计 及 ,(x) 的 公式 (6.5) 和 (6.6). 如 果 已 知 .六 x) 的 解析 表达 式 且 具 
有 +1 阶 导 数 ,或 者 不 知道 /zx) 的 解析 表达 式 , 但 是 存在 一 个 正 数 M.,, ,使 得 
1 (CE) | 入 W, 则 可 以 根据 (6.5) 或 (6.6) 式 估计 误差 只.(x) 的 大 小 . 但 
是 ,在 实际 计算 中 ,并 不 知道 凡 x) 的 解析 表达 式 ,难以 得 到 (#&) 的 形式 或 较 
精确 的 界 M,,,. 因此 ,很 难得 到 1R,(x)1 的 大 小 或 者 |R (xz)1 的 界 .但 是 可 以 看 出 ， 
导 增加 ,1R,(x*)1 减 少 ;Kx) 越 光滑 ,1 越 小 ,1R.(z)1 越 小 jx 越 接近 和 1RCxz)1 
越 小 . 

在 实际 计算 中 ,可 对 误差 运用 下 面 的 事后 估计 方法 . 设 屹 s) 在 [ea, 引 上 具有 
n+1 阶 连续 导数 ,而 且 太 (xz) 变 化 不 大 ,对 于 于 +2 个 节点 ( 刀 , 放 ) ,了 =0， 
1, ,n+1, 其 中 x 互 不 相同 ,满足 灵 z) = 图 了 =0,1, ,+1. 任 选 其 中 的 
由 + 工人 个 节点 ,不 妨 取 (w% ,7 ) =0,1,…,n, 构 造 一 个 款 次 插值 多 项 式 上 (xz) = 


yi4(z) .在 m+2 个 节点 (zi 力 ) J=0,1, ,mm+l 中 选择 其 中 的 m+1 个 节 
= 


点 ,不 妨 取 人 (xy) = ,2，…， 用 ,天 +1 ,构造 另 一 个 次 插值 多 项 式 三。 (x ) = 
六 y (xz) .根据 定理 6. 3 可 得 
FE) 
及 (x) = 大 x) 一 (xz) = TD ECab)， 
国 本 0(E) 
RR (xz) = 所 zx) 一 已 (xz) = TD (xz 一 aa)(Y 一 %1) ,和 (ab) ， 


因为 /2(xz) 在 [ac,b] 上 连续 而 且 变 化 不 大 ,所 以 厂 () = 让 (各 ) , 则 
JJCx) 一 DCX) 和 一 %0 
xzx) - 天 (xz) 和 -xs 





从 而 可 得 到 





Fax ) ~ 二 (xz) + (2) ， (6. 23) 


大 xz) 一 忆 (YY ) ~ 一 一 元 [ 环 (z) 六 (2 〈6. 24) 


按 估计 式 (6. 23) ,插值 结果 1 的 误 闪 扩 ) -已 (xz) 可 以 通过 两 个 结果 的 偏差 
Z.(x) -Z.(x) 来 估计 . 这 种 直接 用 计算 结果 估计 误差 的 方法 称 作 事后 估计 法 . 
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6.2.5 拉 格 朗 日 多 项 式 和 基 函 数 的 MATLAB 程序 


按照 (6.18) (6. 19) 式 , 现 提 供 一 个 求 拉 格 遍 日 插值 多 项 式 和 基 函 数 的 主 
程序 ,保存 名 为 1agranl nm 的 M 文 件 . 

求 拉 格 朗 日 揪 值 多 项 式 和 基 函 数 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :z+1 个 节点 (xy )(=1,2, +1) 横 坐标 向 量 瑟 , 纵 坐 标 
向 量 了 ; 

输出 的 量 :” 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 荆 及 其 系数 向 量 C, 基 郴 数 ! 及 其 系 
数 抢 阵 亏 ,. 


function [C,L,LL,1]=1lagranl(X,Y) 











m=1length(X); LDL=ones(mm); 
Eor K =]】3:m 
V =1; 
for 奔 =1 工 :m 
LEK~ = 
V=conv(V,poly(X(i)))A(XCK) -Xir))5 
enq 
emnQ 
L1(Kk,:) =Vi 1(k,:) =poly2sym(V) 
ed 
C=YyyLliD=Y# 工 
例 6.2.5 给 出 节点 数据 AL -2.15$) =17.03, A -1.00) =7.24, (0.01) 
=1.05, (1.02) =2.03, (2.03) = 17.06, (3.25) =23. 05 , 作 五 次 拉 格 朗 日 
插值 多 项 式 和 基 天 数 ,并 写 出 估计 其 误差 的 公式 . 
解 (1) 保存 名 为 1agranl .m 的 M 文 件 . 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> X=[-2.15 -1.000.011.022.033.25]; 
Y=[17.037.241.052.0317.06 23.05]; 
[Cc,L,LL,1]=1lagranl(X,Y) 
(3) 运行 后 输出 五 次 拉 格 遍 日 插值 多 项 式 工 及 其 系数 向 量 C, 基 函数 1 及 
其 系数 失 阵 亏 如 下 
C = 
-0.2169 0.0648 2.1076 3.3960 -4.5745 工 .0954 


1.0954 -4.5745*X+3.3960*+*X2 +2.1076*X3 +0.0648*X 4 - 
0.2169 * X?^5 
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L1L = 
-0.0056 0.0299 -0.0323 -0.0292 0.0382 -0.0004 
0.0331 -0.1377 -0.0503 0.6305 -0.4852 0 .0048 
-0.0693 0 .2184 0.3961 -1.2116 -0.3166 1 .0033 
0.0687 -0.1469 -0.5398 0 .6528 0.9673 -0.0097 
-0.0317 0.0358 0.2530 -0.0426 -0.2257 0.0023 
0.0049 0.0004 -0.0266 0 .0001 0.0220 -0.0002 
工 = 


[ -0.0056*X 5 +0.0299*x^4 -0.0323 yx*3 -0.0292 本 蔗 ^2 上 + 
0.0382*x-0.0004] 

[0.0331*xx?*5 -0.1377+*x*4 -0.0503*x*3+0.6305*x*2 -0.4852 
村 X+0.0048] 

[ -0.0693*xX*5 +0.2184xx*4+0.3961*kx*3 -1.2116*X^ 人 2 - 
0.3166*Xx+1.0033] 


四 


[0.0687*x"5 -0.1469+Xx"4 -0.5398*x?*3 +0.6528*Xx?*2 +0.9673 
*kX-0.0097] 


[ -0.0317*X*5 +0.0358*Xx4+0.2530*#Xx*3 -0.0426*Xx^2 - 
0.2257*X+0.0023]】 


[ 0.0049*x"5 +0.0004 *x"4-0.0266*x*3 +0.0001*x^*2 +0.0220 
+X-0.0002] 


估计 其 误差 的 公式 为 


RD) = 人 (的 (2.15)(z+100)( -oo -Lo _203)(z 3.25) 
:02) = 大 . . . . .25) ， 


te(-2.15,3.25)， 
6.2.6 拉 格 朗 上 日 揪 值 及 其 误差 估计 的 MATLAB 程序 


设 几 x) 在 [ae, 引 上 具有 +1l 阶 连续 导数 ,对 于 mm+1 个 节点 (7 ) 了 =0， 
1…,m, 其 中 % 互 不 相同 ,满足 灰 思 ) = 力 了 了 =0,1,… 光 则 按照 (6. 18) ,(6. 19) 和 
《6. 22) 式 ,改写 求 拉 格 朗 日 插值 及 其 误差 估计 的 主 程序 ,保存 名 为 1agranzi .mn 
的 M 文件 . 

拉 格 朗 日 插值 及 其 误差 估计 的 MATLAB 主 程序 

.输入 的 量 :下 是 +1 个 节点 (zyD)G=1,2,…, 叶 +1) 横 坐标 向 量 ,了 是 
纵 坐 标 向 量 ,x 是 以 向 量 形式 输入 的 mm 个 插值 点 ,MN 在 [ac,28] 上 满足 
7””2(xz)| <W 

输出 的 量 :y 为 严 个 搬 值 构成 的 向 量 , 尺 是 误差 限 . 


function [y,R] =1Lagranzi(X,Y,x,M) 
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nn=1length(X); mn=1Iength(x); 
for 奔 =1:m 
2zZ=x(i);ys=0.0; 
for K =15:n 
P=1.0;3gql=1.0;3 cl =1.0; 
for j =1:n 
E J ~ = 上 K 
P=Pp#(z-X(j))A(X(Kk) -XCj)); 
ed 
GqGL =abs(Gql*(z-X(jJ)))ycl =clyji 
enaQ 
S=PkY(Kk) +Si; 
endQ 
Y(i) =si; 
endQ 
R=MyGlA cli 
例 6.2.6 已 知 sin 30。=0.$,sin 4$。=0.707 1,sin 60。=0.866 0 ,用 拉 格 朗 
日 插值 及 其 误差 估计 的 MATLAB 主 程序 求 sn 40 的 近似 值 ,并 估计 其 误差 . 
解 (1) 取 HRKx) =sinyx, 则 /"(x) = -cosx,lpr"(x)1=1-cosxl 和 1=1M， 
30。= TV/6 ,4$。= T/L4 ,60。= T/L3 , 求 40。 = 2T79. 
(2) 保存 名 为 lagranzi.m 的 M 文 件 . 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> X=2*#kpi9;M=13X=[pi 6 ,pi/ 4，piv3]; 
Y=[0.5,0.7071,0.8660]j; [y,R] =1lagranzi(X,Y,x,M) 
(4) 运行 后 输出 插值 y 及 其 误差 限 尺 为 
Y = R = 
0.6434 8.8610e -004. 


习题 6.2 





1. 已 知 函 数 .所 xz) 在 [1,7] 上 具有 二 阶 连续 导数 ,If "(x)1<5, 且 满足 条 件 K1) =1,77) 
=12. 求 线性 插值 多 项 式 和 范 数值 所 3.5) ,并 估计 其 误差 . 

2. 求 函数 的 x) =e 在 [0,4] 上 的 线性 插值 多 项 式 ,并 估计 其 误差 . 

3. 求 将 区 间 [ mr/6，m7Z2] 分 成 = 等 份 (n=1,2), 用 y=FRx) =sinxz 产 生 m+l 个 节点 , 然 
后 根据 (6.9) 和 (6. 13 ) 式 分 别 作 线性 插值 函数 P (zx) 和 扫 物 线 插值 函数 P, (x). 用 它们 分 别 
计算 sin (mr/Z53) ( 取 四 位 有 效 数 字 ) ,并 估计 其 误差 . 
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4. 给 出 节点 数据 A( - 3. 00) = 27. 00, (0.00) =1.00,F(1.00) =2.00,F(2.00) = 
17. 00 , 作 三 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 计算 几 1.4) ,并 估计 其 误差 . ， 

S. 给 出 节点 数据 FA -3.15) =37.03, F( -1.00) =7.24, F(0.01) =1.05, (1.02) = 
2.03,K2.03) =17.06, (3.25) =23.05 , 作 五 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 基 枯 数 ,并 写 出 估计 
其 误差 的 公式 . 

6. 已 知 sin 30。=0.5,sin 4$。=0.7071,sin 90。=1, 求 sin 40* 的 近似 值 ,并 估计 其 误差 . 


6.3 牛顿 (Newton) 插 值 及 其 MATLAB 程序 


拉 格 朗 日 插值 的 优点 是 格式 整齐 和 规范 ,有 误差 估计 公式 , 它 的 缺点 是 没有 
承袭 性 , 当 需 要 增加 节点 时 ,必须 重新 计算 插值 的 基 函 数 45(x*). 本 节 给 出 具有 承 
比 性 的 牛顿 插值 法 及 其 MATLAB 程序 . 为 此 ,首先 介绍 与 牛顿 插值 有 关 的 差 商 
等 概念 .性质 及 其 计算 . 


6.3.1 差 商 及 其 计算 


差 商 也 称 均 差 . 它 的 作用 与 拉 格 朗 日 插值 的 基 函 数 一 样 , 差 商 是 构造 牛顿 插 
值 的 基础 . 
定义 6.1 设 函 数 扩 xz) 在 [ea, 纪 上 有 定义 ,oje [ab] 且 么 天 忆 , 则 





J [aa] -人 大 (6.25) 
称 为 函数 .所 x) 在 点 x ,的 一 阶 差 商 . 
设 / [xx 站 和 上 [xxg] 为 函数 Ax) 在 点 Xi yi 和 和 | 和 大 的 一 阶 差 商 , 且 Xi; 天 
2 ， 则 
1 [ai] = (6.26) 
称 为 函数 /zs) 在 点 ,zi,zk 的 二 阶 差 商 . 


一 般 的 , 设 让 [xx 2] 和 三 [xx xi] 为 图 数 扩 xz) 在 点 和 0 9，X199 

2 和 xz 的 大 -1 阶 盖 商 , 且 x 关 2, 则 
[ai] -人 

称 为 函数 /xz) 在 点 xxz 的 大 阶 差 商 . - 

函数 败 x) 在 节点 处 函数 值 Axo) ,7x ) ,… 称 零 阶 揪 商 . 

差 商 具有 如 下 的 基本 性 质 : 

性 质 1 mn 次 多 项 式 P,(x) 的 大 阶 差 商 
0 ， 当 大 >m 时 ， 
有 一 次 多 项 式 ， 当天 过 寺 时 . 





(6.27) 


书 .[ xo ,2 3 MX2 9 ,Xx] -| 
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例如 ,如 果 扎 xz) 是 次 多 项 式 , 则 所 x) 的 m+1 阶 差 商 广 [x,xoyz，…,xz] 拓 0. 

性 质 2 ”函数 所 xz) 的 半 阶 差 商 F [xu,z ,…,x*,] 是 零 阶 插 商 (函数 值 )F(x。 ) ， 
ALz) ,xz) 的 线性 组 合 . 即 

党 rs 到 的 ,其 中 O' (xx ) 生 [xs 一 痪 上 5 


ki=0 ww"(xu) 





例如 ,/ [aa] = 人 2 人 = 交 帮 = 入 攻 
性 质 3 差 商 关于 节点 具有 对 称 性 , 即 与 节点 的 排列 顺序 无 关 . 
例如 , /[xo,z,] = 让 [xyxo]， 

关上 上 声 识 矶 剖 直 三 大 上 克 二 二 大 上 克 二 访 而 [区 

三 有 三 
性 质 3 可 以 由 性 质 2 推出 . 
性 质 4 如 果 j 丰 [zx,xo,x ,xi 是 x 的 mm 次 多 项 式 , 则 广 [x,xozi，…xk， 
xi+i] 是 x 的 到 -1 次 多 项 式 ( 普 =1). 

证 明 由 差 商 的 定义 








六 三 太 s5rwesE 
号 








关上 区 4750 等 二 省 


右 端 分 子 为 严 次 多 项 式 , 且 当 * =xwi 时 ,分 子 为 零 , 故 分 子 含 因 子 wy -xz, 它 与 
分 母 相 消 后 , 右 端 为 严 -1 次 多 项 式 . 证 毕 

按照 差 商 的 定义 ,用 两 个 大- 1 阶 差 商 的 值 计算 上 阶 差 商 , 通 常用 插 商 表 的 
形式 计算 和 存放 ( 见 表 6 -1). 


表 6-1 插 商 表 








用 xzxo) 
1 | 所 2 ) 闫 上 二 六 梧 
X2> 瑟 殉 放 无 [ 商 3 


翅 二 汀 四 [二 


及 xz) 














洲 [xo ? 汪 1 y 邱 ? 二 


















闫 让 3Xn-2y9Xn-l 说 记 8 





例 6.3.1 计算 (-2,17),(0,1),(1,2),(2,19) 的 一 至 三 阶 差 商 . 
展 下 二 区 的 二 站 0 二 站 = 本 = 





二 1 全 全 人 
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_Ko) -CD) -1-2 
7[101= 人 全- 














7 [12] = 大 2 全 Le - 
人 
7 [0,1.2] = 全 2 人 =-8， 

][ -2.0,1,2] = 人 0 20 -= 入 


将 上 述 的 计算 结果 列 成 差 商 表 6 - 2. 
表 6-2 例 6.3.1 的 差 商 表 














6.3.2 牛顿 插值 


设 函 数 .HKx) 在 [ac,] 上 有 定义 ,对 于 +1 个 节点 (25,7)J=0,1,…，a, 其 
中 xie[la,p] 互 不 相同 ,满足 成 志 ) = 人 入 了 =0,1，…，,m。 对 任意 xe [ac,/] ,由 一 阶 
差 商 的 定义 / [x,m] = 全 2 -太后 ,得 
xz) = 所 xo) + 厂 [x,xo](z 一 %o)。 
类 似 地 ,由 二 阶 差 商 至 m 阶 差 商 的 定义 得 到 下 列 方程 
天 [ 序 这 三 大 [EXos 区 站 二 下 [二 二 亢 人 二 疝 


下 [二 3 的 三 汪汪 1 未 再 二 0 向 二 (到 三 二 四 


稳 


天 开 部 3 天 二 下 交 全 二 蒜 总 痪 站 训 ] (5 到 起 
反复 用 后 一 个 式 子 代 和 前面 的 式 子 ,整理 后 得 到 
Fx) =Fxzo)+F[zoxzi](x-xo)+F[xoxiyxza](x 一 xo)(xz 一 zi) + 十 
丰 [xo Xi ya ] (%=X0)(X 一 %T)…(X 一 woT) 十 
[1 


(6.28) 
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(6. 28 ) 式 称 带 余 项 的 牛顿 揪 值 公式 . 


令 


已 (x) =FCxo) +AExoxi] (zxo)+ 太 [xzosxziyxa](x 一 xo) (YX 一 2 ) 十 十 
[xx (xz-xo)(z 一 2 ) (XXX 1 )， (6.29) 
及 (xz) 四 (6. 30) 
则 带 余 项 的 牛顿 插值 公式 (6. 28 ) 可 以 表示 为 
. xz) = 已 (x) + 民 (x)， 
其 中 P,(x) 为 次 数 不 高 于 半 次 的 x 的 多 项 式 , 可 以 验证 P.(z) =F(x) (i=0， 
1,…,n). P,(x) 称 为 过 m+1 个 节点 的 扩 x) 的 二 阶 牛 顿 插值 多 项 式 ,R,(*) 称 为 
牛顿 插值 多 项 式 的 余 项 . 
由 (6. 29 ) 式 可 见 , 牛 顿 插值 多 项 式 具有 承袭 性 ,增加 一 个 节点 时 只 增加 一 
项 . 根据 定理 G 尔 1 知 , 关 +1 个 节点 可 以 确定 唯一 的 = 次 插值 多 项 式 , 即 此 时 拉 格 
朗 日 插值 多 项 式 与 牛顿 插值 多 项 式 是 相等 的 ,只 是 形式 上 不 同 而 已 ,因此 它们 的 
余 项 也 相等 . 综 上 所 述 可 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 6.4 设 函 数 AKx) 在 [ao,p] 上 具有 mt+l 阶 连续 的 导数 ,对 于 [a,b 旨 上 
的 n+1 个 横 坐 标 不同 的 节点 ( 刀 , 太 ) =0,1, ,满足 六 or) = 入 了 =0.1 
mn. 则 存在 次 数 不 高 于 次 的 唯一 的 * 的 牛顿 插值 多 项 式 (6. 29 ) ,使 得 P,(2”%) = 
io) (=12, +1), 且 
zx) =PCxz) + 尺 (x) ， 
其 中 民 ,(x) 与 拉 格 朗 目 插 值 余 项 相同 , 即 


(n+i) 
Ra) -yaoaoeaJG-a) = 全 让 半 攻 -as (Co 





(6.31) 
例 6.3.2 求 过 节点 ( -2,17),(0,1),(1,2),(2,19) 的 牛顿 插值 多 项 式 
P,(x) ,并 计算 P;(0.9) 和 P (0.9). 
解 (1) 首先 计算 P, (0.9). 
把 xs= -2,*, =0,x, =1 和 例 6.3.1 差 商 表 6 -2 中 主 对 角 线 上 的 值 几 xxo) 
=17, fxozij]= -8,/[xo,xixz]=3 代 入 二 阶 牛 顿 插值 多 项 式 
Pi(xz) =Fxo)+F[xox (zxo) +F[xoxziyxa] (xxo)(xz 一 Xi)， 


下 AN 
< 


P,(x)=17-8(r+2)+3(x+2)x， 


区 


P,(0.9) =17 -8. (0.9+2)+3… (0.9+2) .0.9=1.63. 
(2) 再 计算 P,(0.9). 根据 (6. 29) 式 ,得 三 阶 牛顿 插值 多 项 式 
PK(xz) =P(xz) + 广 [xoyxziyxayx3](X 一 %o)(z 一 Xi ) (xz 一 22) 
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将 xo= -2,x， =0,x: =1,x =2 入 [xuo,x， ,X2 ,Ma ] = 也 代入 上 式 ,得 
Pi(xz) =17 -8(z+2) +3x(z+2) + +2)(x -0)(z -1)， 


因此 ,PP (0.9) =P(0.9) + 六 (0.9+2)(0.9-0)(0.9-1)~1.30 


6.3.3 牛顿 插值 多 项 式 、 差 商 和 误差 公式 的 MATLAB 程序 


按照 差 商 的 定义 和 (6. 29) 式 , 现 提供 求 牛顿 插值 多 项 式 和 差 商 的 MATLAB 
主 程序 ,保存 名 为 newpoly .m 的 M 文件 . 

求 牛 顿 插值 多 项 式 和 差 商 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :n+1 个 节点 (xi) (= 1,2,…,+1) 横 坐标 向 量 焉 , 纵 举 
标 向 量 世 

输出 的 量 :m= ”和 于 全 《用 其 系数 内 量 差 商 的 矩阵 4 ,插值 
余 项 公式 weer 及 其 FT 3 _min 
量 C.. 


Eunction [A,C,L,wcgqs,Cw] =newpoly (X,Y) 














Dn=lIength(X);RA=zeros(nn);RA(:,1T)=Y 
sS=0.0;P=1.0;3g=1.0; ci = 工 .0; 
for 了 =23:n 
for II =J:n 
Ra(i'j) =(aA(i;j-l)- Ai-1l -1))ZCxCi) -xi -rdl))， 
end 
pb =poly(X(j -1))3;ql =conv(q,b)icl=clrjilq=ali 
endG 
C=RAnn);b=poly(X(n));，ql =conv(dql ,bl); 
tcor k=(n-1li):-1:1 
C =conv(C,poly(X(K))); Q=1liength(C);Cc(da) =C(da) +RCK,K); 
endQ 
FUk,:) =Ppoly2sym(C); Q=poly2sym(al); 
SymS M 
wcgs =MyQ-clicw=qlvcli 
例 6.3.3 给 出 节点 数据 厌 -2.15) =17.03,，( -1.00) =7. 24，/(0.01) 
=1.05,， /1.02) =2. 03，/(2. 03) = 17， 06,，(3.2S$) =23. 05 , 作 五 阶 牛顿 插值 
多 项 式 和 差 商 , 并 写 出 其 估计 误差 的 公式 . 
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解 (1) 保存 名 为 newpoly.m 的 M 文 件 . 
(2) 输入 MATLAB 程序 
>> X=[ -2.15 -1.000.011.022.033.25]; 
Y=[17.037.241.052.0317.06 23.05]; 
[ac,L,wcgs,Cw] =newpoly (X,Y) 
运行 后 输出 差 商 矩阵 4 ,五 阶 牛顿 插值 多 项 式 世 及 其 系数 向 量 C ,插值 余 项 公式 
2cgs 及 其 向 量 C。 如 下 


和 有 = 
17 .0300 0 0 0 0 0 
7.2400 -8.5130 0 0 0 0 
1 工 .0500 -6.1287 工 .1039 0 0 0 
2.0300 0 .9703 3.5144 0 .7604 0 0 
17.0600 14.8812 6.8866 工 -1129 0.0843 0 
23 .0500 4.9098 -4.4715 -3.5056 -1.0867 -0.2169 
C =- 
-0.2169 0.0648 2.1076 3.3960 -4.5745 1.0954 
L = 


-7813219284746629/36028797018963968 *X”`5 +5838495645178077/ 
9007199254740992 *k X “4 + 593245028711263/ 281474976710656 *# X”、 3 + 
3823593773002357/ 1125899906842624 * X ”2 - 321902673270315/ 
70368744177664*X+308328649211299/281474976710656 

wcgs = 

17Z720*#M#(X 6 -79/25*X?5 -14201/2500*xXx?4+49340970269009817 
281474976710656 * X ”3 + 154500712237335/ 35184372088832 * X ”2 - 
8170642380559269/562949953421312 *k x +5212760744134241/36028797018963968) 

Cw = 

0.0014 -0.0044 -0.0079 0 .0243 0.0061 -0.0202 0.0002 
即 

工 =1.0934 -4.5745*#X+3.3960*X” 2 +2.1076*X 人 3 +0.0648*xXx 4 - 

0.2169 闻 X ”5 ， 


估计 其 误差 的 公式 为 
R(z) -一 全 ( +2.15)(x+1.00)(z -0.01)(x -102)(z -2.03)(x -3.25) ， 


<e( -2.15,3.25). 
例 6.3.4 求 函 数 几 x) = -7e-% 在 [2,6] 上 的 五 阶 牛顿 插值 多 项 式 , 求 其 
误差 公式 和 误差 限 公式 . 用 它们 计算 几 3. 156) ,并 估计 其 误差 . 
解 (1) 输入 MATLAB 程序 











380 ”第 六 章 ”六 数 的 插值 方法 


>> X=2:4/5:6;Y= -7+#exp( -XA5); 

[AcC,L,wcgs,Cw] = newpoly (X,Y)，xl =2:0.001:6;M=max( -7*exp 
(-xlA5)7(526))， 
运行 后 输出 差 商 抢 阵 4 ,五 阶 牛 顿 插值 多 项 式 也 及 其 系数 向 量 C ,插值 余 项 公式 
acgs 及 其 向 量 C.。 如 下 


入 = 
-4.6922 0 0 0 0 0 
-3.9985 0.8672 0 0 0 0 
-3.4073 0.7390 -0.0801 0 0 0 
-2.9035 0.6297 -0.0683 0.0049 0 0 
-2.4742 0.5366 -0.0582 0.0042 -0.0002 0 
-2.1084 0.4573 -0.0496 0.0036 -0.0002 0.0000 
C = 
0.0000 -0.0004 0.0089 -0.1389 1.3985 -6.9991 
工 = 


9721799720875/1152921504606846976*+xXxX?*5 -3503994098647815 7/ 
9223372036854775808* x^4 +160742008798419/18014398509481984 * X “3 - 
1251152213853501/ 9007199254740992 +# X ”2 + 6298131904328647/ 
4503599627370496*xX-3940156929554013/562949953421312 

WwWCgGS = 

17720+*Myk(Xxc6 -24y#X5 +1172/5*#X 4 -5952/5 光 X 3 + 
7276634802928539/2199023255552 半 X 2 一 5237461186650519/1099511627776 
xxX+6085939356447121/2199023255552 ) 

CWwW = 


0.0014 -0.0333 0.3256 -1.6533 4.5959 -6.6159 3.8438 


-1.3494e -004 
(2) 输入 MATLAB 程序 
>> SyYTS X 
WwWcgs1 =17720 本 M 半 11/ 720 杰 Mk (x?>6 -24#X^ 5 +1172/5 半 X 4 --5952 /5 
*xX^“3 +7276634802928539/ 2199023255552 * X ”2 - 5237461186650519 7/ 
1099511627776*Xx+6085939356447121/2199023255552 ) ， 
运行 后 输出 误差 限 公 式 wecgsl 如 下 
WwWCGSL1 = 
5565367633581443 /158456325028528675187087900672 * X ”6 - 
16696102900744329 /19807040628566084398385987584*# X^5 +1630652716639362799 / 
198070406285660843983859875840 水 芭 “ 4 一 517579189923074199/ 
12379400392853802748991242240 * xx 、` 3 + 40497147813610772932297365501777/ 
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348449143727040986586495598010130648530944 + X “2 - 29148396970323855270001164718917 / 
II74224571863520493293247799005065324265472 :# X + 33870489914310283926665276375603/ 
348449143727040986586495598010130648530944 

(3) 输入 MATLAB 程序 

>> X=3.156; 

Yy =9721799720875/1152921504606846976 *X`5 -3503994098647815/ 
9223372036854775808*X -4 +160742008798419/~18014398509481984 * xx 人 3 - 
1251152213853501/ 9007199254740992 * X ”2 + 6298131904328647/ 
4503599627370496+*+X-3940156929554013 /562949953421312 

wcgs2 =17/720*#M#y(X”6 -24*X5 +11727/5:#X 4 -5952/5 枯 X 3 + 
7276634802928539 /2199023255552*Xc 2 -5237461186650519/1099511627776 
#+X+6085939356447121/2199023255552 ) 
运行 后 输出 所 3. 136) 的 近似 值 y 及 其 误差 限 wwcsgs2 如 下 

Y = 

-3.7237 

WwWcgS2 = 


-2.4764e -007 


6.3.4 和 牛顿 插 值 及 其 误差 估计 的 MATLAB 程序 


设 几 xz) 在 [ec, 外 上 具有 Pm+l 阶 连续 导数 ,对 于 在 [ca,》] 上 的 m+1l 个 节点 
(xy),J=0,1,…,a, 其 中 互 不 相同 ,满足 Fo) = 包 J=0,1 在 6.3.3 
目 给 出 了 求 牛 顿 捅 值 多 项 式 和 差 商 的 MATLAB 主 程序 ;在 这 里 给 出 另 一 种 根据 
(6.28) ,(6.29) 和 (6.31) 式 编写 的 求 牛顿 插值 及 其 误差 估计 的 主 程序 ,保存 名 
为 newcz .nm 的 M 文 件 .后 者 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 

牛顿 插值 及 其 误差 估计 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 : 下 是 m+1 个 节点 (xy ) (=1,2,…,+1l) 横 坐标 向 量 , 了 
是 纵 坐 标 向 量 , zx 是 以 向 量 形式 输入 的 严 个 插值 点 ,W 在 [c,2] 上 满足 
|P ”27(xz)| 生 MW ， 

输出 的 量 : 向 量 》 是 向 量 x 处 的 插值 及 其 误差 限 丸 . 


function fy,R] =newcz(X,Y,X,M) 








n=1length(xX)im=1engcth(x); 
for 七 =13:m 
zz=x(t);RA=zeros(n,n);A(:,1) =Y 
SsS=0.0;PpP=1.0;Gql=1.0;cl=1.0; 
for j =2 : 


for 1 = 了 JJ:n 
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RA(i,j)=(a(i,j-l)- Ai-l,j-l))A (Xi) -Xi- 了 +l))i 
enQ 
GL =aps(ql*k(2z-X(j-l1)))ycl=clr 了 js 
emaQ 
C=RaACn'n)iqal =abs(ql+(z-XCn))); 
fork=(Pn-1l):-13:1 
C =conv(CcC,poly(X(Kk)))3ia=1lengthlC)iC(a) =C(a) +RACK,K); 
end 
y(k) = polyval(C，z) ; 
enQ 
R=M#kdlvcl; 
例 6.3.S 已 知 sin 30。=0.5,sin 43" =0.707 1 ,sin 60。=0.866 0 ,用 牛顿 插 
值 法 求 sin 40。 的 近似 值 ,估计 其 误差 ,并 与 例 6.2.6 的 计算 结果 比较 . 
解 取 Fx) =siny, 则 j"(x*) = -cosx,lL"(xz)1=1-cosxl 和 1=M,30?"= 
T/6 ,45$。 = T/L4 ,60。 = TVX3 , 求 sin 40。= sin 2TZ9 
方法 工 (牛顿 插值 及 其 误差 估计 的 MATLAB 主 程序 ) 输入 MATLAB 程序 
>> X=2*pi9;M=1;X=[pi/6 ,pi 4，pi/3]; 
Y=[0.5,0.7071,0.8660]j; [y,R]j = newcz(X,Y,Xx,M) 
运行 后 输出 插值 y 及 其 误差 限 丸 为 
y = R = 
0.6434 8.8610e -004 
方法 2( 求 牛顿 插值 多 项 式 和 差 商 的 MATLAB 主 程 序 ) 输入 MATLAB 
程序 
>> X=2xpi9;X=[pi6 ,piv4，piv3]; 
Y=fo.5,0.7071,0.8660];M=1; 
[AcC,L,wcgs,Cw] =newpoly (X,Y)，,，Y= polyval(C,x) 


运行 后 输出 结果 


及 = 
0 .5000 0 0 
0.7071 0.7911 0 
0.8660 0.6070 -0.3516 
C = 
-0.3516 1.2513 -0.0588 
了 = 
- 1583578379808357 / 4503599627370496 * X 2 +1408883391907005 7/ 
1222393933 69947222DT72 511395248 
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17/6*Mk(Xx*3 -3/4*Xx`2*pi+4012734077357799/2251799813685248 
kX-7757769783530263/18014398509481984) 
CWwW = 


0.1667 -0.3927 0.2970 -0.0718 


Y = 
0.6434 
上 述 两 种 方法 计算 y 的 结果 相同 . 


请 读者 求 函数 风 x) =e “在 [0,4] 上 的 牛顿 插值 多 项 式 ,并 估计 其 误差 . 
6.3.5 牛顿 插值 法 的 MATLAB 综合 程序 


在 例 6.3.4 中 ,分 两 次 分 别 求 出 牛顿 揪 值 多 项 式 . 差 商 、 插 值 及 其 误差 估计 ， 
比较 麻烦 . 如 果 我 们 想 同 时 求 出 牛顿 插值 多 项 式 . 差 商 、. 捅 值 及 其 误差 估计 ,那么 
请 用 下 面 编 写 的 名 为 newdscg.m 的 M 文 件 ,这 套 MATLAB 主 程序 能 快捷 地 达 
到 您 的 目的 ， 

求 牛 顿 插值 多 项 式 、. 差 商 、 插 值 及 其 误差 估计 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 :下 是 m+1 个 节点 (zy ) (=1,2,…,m +1) 横 坐标 向 量 , 了 
是 纵 坐 标 向 量 ,z* 是 以 向 量 形式 输入 的 普 个 插值 点 ,M 在 [ac,)]j 上 满足 
| (xz) | 大 1 

输出 的 量 : 向 量 了 是 向 量 z 处 的 插值 ,误差 限 R,n 次 牛顿 插值 多 项 式 世 
及 其 系数 向 量 C, 差 商 的 矩阵 4. 


function [y,R,A,C,L] =newdscg(X,Y,X,M) 














nn=1length(X);m=1lengbth(x); 
for 七 =13:m 
z =x(t);RA=zeros(nn);RA(:,1)=Y 
s=0.0;pP=1.0;GL=1.0;cl=1.0; 
for j =23m 
for 1 = 了]J:m 
RA(i,j) =(a(i, -1)- ARAG-1 -ti))/ACXCGi) -Xi- 了 JJ+l))5 
endQ 
alL =abs(ql*(z-X(jJ-1)));c1 =cL*y]; 
end 
C=Rnn);ql =abs(ql*#(2z-XCn))); 
fork=(n-1):-1I:1 
C = conv(C,poly(X(K) ))i 
aa=length(c);ic(a) =C(da) +ACk,k); 


enaQ 
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Y(Kk) = polyval(C，z); 
end 
R=M+xalvcl;iLOK,:) =poly2sym(C) ; 
例 6.3.6 给 出 节点 数据 A -4.00) =27.00, (0.00) =1.00,，F(1.00) = 
2. 00, 所 2.00) =17. 00 作 三 阶 牛 顿 插值 多 项 式 , 计 算 .A -2. 345 ) ,并 估计 其 误 
差 . 
解 ”首先 将 名 为 newascg.m 的 程序 保存 为 M 文件 ,然后 在 MATLAB 工作 
窗口 输入 程序 
>> SymSs M,X=[ -4;,0,1,2];Y =[27,1,2,17];x= -2.345; 
[Ey,R,A,C,P] =newdscg(X,Y,X,M) 


运行 后 输出 插值 yY~ 姑 -2.345) 及 其 误差 限 公式 尺 , 三 阶 牛 顿 捅 值 多 项 式 忆 及 其 


系数 向 量 C, 差 商 的 矩阵 4 如 下 
YY = 
22 .3211 
R = 


1323077530165133 /562949953421312*M( 邑 R =2.3503*M) 


羡 = 
27 .0000 0 0 0 
1.0000 -6.5000 0 0 
2.0000 1.0000 1 工 .5000 0 
17 .0000 15 .0000 7.0000 0.9167 
C = 
0.9167 4.2500 -4.1667 1.0000 
卫 = 


117/12#X> 3 +17A4*kX 2 -25/6#X+1T 
例 6.3.7 将 区 间 [0,mX2] 分 成 m 等 份 (mn=2,3) ,用 y=Fx) =sinx 产 生 n 
+1 个 节点 , 求 二 阶 和 三 阶 牛顿 插值 多 项 式 P(x*) 和 P;:(z). 用 它们 分 别 计算 sm 
(mrZ7)〈 取 四 位 有 效 数 字 ) ,并 估计 其 误差 . 
解 ”首先 将 名 为 newdscg.m 的 程序 保存 为 M 文件 ,然后 在 MATLAB 工作 
窗口 输入 程序 
>> XL =0:piv4:pi2; YL =sSin(XL);M=1;Xx=Dpi7;X2 =0:pPi/6:pi/ 
2;Y2 =sin(x2); 
fy1,R1,Al,c1,P2] =newdqscg(X1,Y1,x,M) ， 
[y2 ,R2 ,RAR2 ,C2 ,P3] =newdqscg(X2 ,Y2 ,x,M) 
运行 后 输出 插值 = P:(m《Z7) =~sin(mrX7) 和》 = P:(TZ7) =sin(TZ7) 及 其 误差 
限 R 和 R: ,二 阶 和 三 阶 牛 顿 插值 多 项 式 P, 和 P, 及 其 系数 向 量 C, 和 C.: , 差 商 
的 矩阵 4， 和 4 如 下 
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YL = 
0.4548 
R1 = 
0 .0282 
有 1 = 
0 0 0 
0.7071 0.9003 0 


1.0000 0.3729 -0.3357 
CT = 
-0.3357 1 工 .1640 0 
P2 = 
-3024156947890437 /9007199254740992 *X`2 +1638202463221917 
140737488355328 *# 区 


Y2 = 
0.4345 
R2 = 
9.3913e -004 
&A2 = 
0 0 0 0 
0.5000 0.9549 0 0 
0.8660 0.6991 -0.2443 0 
1.0000 0.2559 -0.4232 -0.1139 
C2 = 
-0.1139 -0.0655 1.0204 0 
P3 = 


- 1025666884451963/ 9007199254740992 * X “3 - 4717668559161127/ 
72057594037927936*X`2 +4595602396951547 /4503599627370496 :# 


习题 6.3 





1 已 知 函 数 大 *) 在 [1,7] 上 具有 二 阶 连 续 导数 ,If "xz)1<5, 且 满足 条 件 扎 1) =1, XI7) 
=12. 求 一 阶 牛 顿 插值 多 项 式 和 函数 值 所 3.5) ,并 估计 其 误差 ， 

2. 求 函数 所 x*) =e “在 [0,4] 上 的 六 阶 牛 顿 插 值 多 项 式 和 估计 误差 的 公式 . 

3. 将 区 间 [m/6,m/2] 分 成 ”等 份 (=1,2) ,用 y= 拟 xz) =sinx 产 生 m+1 个 节点 , 求 二 阶 
和 三 阶 牛 顿 插 值 多 项 式 己 (*) 和 已 (x). 用 它们 分 别 计 算 sin(mZ7)〈 取 四 位 有 效 数 字 ) ,并 估 
计 其 误差 . 

4. 给 出 节点 数据 妃 -3.00) =27.00, K0.00) =1.00, F1.00) =2.00, 2.00) =17.00 
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作 三 阶 牛 顿 插值 多 项 式 计算 扩 1.4) ,并 估计 其 误差 . 

5. 给 出 节点 数据 六 -3.15) =37.03, F( -1.00) =7.24, F(0.01) =1.05, (1.02) = 
2.03, FK2.03) =17.06, K3.25) =23.05 作 五 阶 牛 顿 插值 多 项 式 和 差 商 , 并 写 出 估计 其 误差 
的 公式 ， 

6. 已 知 sin 30。-=0.5,sin 45。=0.707 1,sin 90。=1, 用 牛顿 插值 法 求 sin 40。 的 近似 值 ,并 
估计 其 误差 . 


6.4 埃 尔 米 特 (Hermite) 插 值 及 其 MATLAB 程序 


在 对 函数 妃 x) 构 造 插值 函数 时 ,有 时 不 仅 要 求 在 节点 处 插值 多 项 式 P(x) 
的 值 等 于 扩 x) 的 值 , 还 要 求 在 节点 处 插值 多 项 式 P(x) 的 导数 已 (*) 的 值 等 于 
xz) 的 导数 /(x) 的 值 ,这 样 的 插值 称 埃 尔 米 特 播 值 . 本 节 给 出 埃 尔 米 特 插值 多 
项 式 和 误差 估计 及 其 MATLAB 程序 . 


6.4.1 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 


埃 尔 米 特 捅 值 多 项 式 可 以 满足 节点 处 函数 、 一 阶 导数 均 与 给 定 值 相等 的 要 
求 . 由 于 给 定 值 增加 了 一 倍 , 择 值 多 项 式 的 待定 系数 也 要 增加 一 倍 ,于 是 当 节 点 
数 为 上 +1 时 ,可 唯一 确定 一 个 次 数 不 超 过 2n +1 的 插值 多 项 式 . 

定义 6.2 设 函 数 几 zx) 在 [ae,b8] 上 有 一 阶 连续 导数 , 且 呈 +1 个 互 异 点 xz， 
“2 E [ab 如 果 存 在 至 多 为 2 +1 阶 的 多 项 式 下 ,,,(x) 满 足 

末 (z) = (xi) 
则 称 下 ,,,(x) 为 函数 Fax) 在 点 xxz, zu 的 2n+1 阶 埃 尔 米 特 播 值 多 项 
式 . 

给 定 函 数 拟 zx) 在 丸 十 1 个 互 异 点 和 0 MY1 区 2 9 和 处 的 函数 值 Ax;) = = 
0,1,…,a) 和 导数 值 F(w ) =Y(J=0,1,…,n) ,下 面 求 函 数 几 zx) 在 点 xzo;2i， 
2 处 的 2n+1 阶 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 及 (*) ,使 其 满足 (6. 32) 式 . 

我 们 可 以 借鉴 拉 格 朗 日 插值 法 构造 基 枯 数 的 思想 , 设 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 
已 。1(x) 为 


(=0,1,2，…m)， 〈6. 32) 


刀 ,(x) = > 玉 (x)7 十 (7 (6. 33 ) 
其 中 刀 (*) 和 天 (x) 都 是 2n+1 阶 多 项 式 . 且 满足 


万 (z ) =8 0 关 ， 
。 | 2 (=0,1,2,…,)， (6. 34) 


瓦 : (2 ) =0 
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ix ) -8 0J 关 记 
.人 二 护 .. 三 
站 人 (=0,1,2,，…, 寻 ). (6.35) 


ji(xi) =0 


先 求 玉 (x) ,根据 豆 (%) =2 可知 , 拉 格 朗 日 插值 的 基 函 数 2(x) 的 零 因 子 
都 是 已 (x) 的 零 因 子 . 又 因为 豆 (2) =0, 所 以 已 (x) 的 零 因子 都 是 二 重 零 因 子 ， 
即 豆 (x*) 含 有 5(x) 因 子 ,显然 上 (zx) 是 2n 次 多 项 式 . 因此 设 





书 (x*) =(axr+D)E(xz). (6. 36) 
将 (6.34) 式 的 妃 (x) =1 和 12xz) =1 代 入 (6.36) 式 ,得 
axi; 十 = 工 . (6. 37 ) 
由 (6. 36) 式 得 
刀 '(x) =al(x) +2(ax+p)2(x)1 (zx). (6.38) 


将 (6.35) 式 的 下 (xz) =0 代 人 (6.38) 式 ,得 到 的 式 子 与 (6. 37) 式 联 立 解 得 





Q= 一 20(0xi;)， 

| (6.39) 

8=1+2x7(xi). 
将 (6.39) 式 代 人 (6.36) 式 ,得 到 

吾 (*)=[1+2x1(xz) -27(0x) YE(x)， 
尼 (z)=[1-2(xz -zi)1(x)]5(x) 

= |: -2(x -zx) 计 到 x) (6. 40) 

同 理 可 得 
ii(xz) = (xz 一 反 ) 有 (xz). (6.41) 


将 (6.40) 和 (6.41) 式 代入 (6.33) 式 ,得 到 
有 (5) = 福 01 -2(z 一 车 ) 肛 (JJ + 全 一 生 0) 


满足 条 件 (6.32) 的 2n+l 阶 的 插值 多 项 式 已, (x*) 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 

另 有 一 个 多 项 式 2n+1 阶 的 插值 多 项 式 C,,,(x) 也 满足 条 件 (6. 32). 令 
qd(Cx) = 已 ICxZ) -Ci(X). 

则 点 xo,x ,xz ,xs 都 是 g(x) 的 二 重 根 , 从 而 4g(x*) 至 少 有 2m+2 个 根 . 但 
是 不 高 于 2z+1l 阶 的 多 项 式 g(x) 至 多 有 2n+1 个 根 , 因 此 ,9(xz) 只 能 是 零 
次 多 项 式 . 

综 上 所 述 ,我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 6.S 如 果林 数 .Ax) 在 丸 十 荆 个 互 异 点 和 0 Xi 9， 和 2 ”和 处 存在 函数 值 
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所 二 ) = 图 O1=0,1,…,) 和 导数 值 和 (xz ) =yY (7 =0,1, ,ma), 则 函数 xx) 在 点 
xo Xi,xa ,xs 处 存在 唯一 一 个 2n+1 阶 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 
甩 。 (xz) = > [1 -2(x 一 和 ) 天 (和 )] 玫 (xz)y， + > (xz -2%) 且 (x)y1， 


(6.42) 
其 中 站 次 多 项 式 


1(z) - (xx 一 wo) (一 MA) 一) 
0 





了 Xi 一 和 

-六 0 
了 =0 一 
了 


1 = > 1 = 0 


和 
特别 重要 的 是 , 当 P=1 时 ,满足 已; (xo ) = yo 有 (xi ) = yi 有 4(xo) = y0， 
8a(z) =Yi 的 三 阶 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 为 


及 (=[(1+25 之 ]m+ em)2] 人 (二 冯 ] ， 


X0 














[人 2 zz] 人 (6.43) 

例 6.4.1 给 定 函 数 护 x) 的 两 个 函数 值 凡 -1) =0, 几 1) =4 和 两 个 导数 值 

F(-1) =2, 太 (1) =0, 求 函数 Kx) 在 点 加 = -1x, =1 处 的 三 阶 埃 尔 米 特 播 
值 多 项 式 束 (x) ,并 计算 扎 0.5). 


解 将 xm=-lx=lyo=0,7 =4,70=2,71=0 代 人 (6.43) ,得 
(s) =[(1+27 人 Djo+(z-(-D)2]( 志 和 1) 


[2 4+(s- Do](; 人) 


即 及 (z) = 了 (x+ (xz-1D2+(z+i)2 (2-a)， 














则 刀 ,(0.5) =3.562 5. 
6.4.2 误差 估计 


定理 6.6 如 果 已 ,,,(x) 是 函数 扩 xz) 在 点 zx 的 2n+1 阶 埃 尔 
米 特 择 值 多 项 式 , ARx) 在 含 点 zz xn。 的 区 间 [fc,b 上 具有 2nm+2 阶 导 
- 数 , 则 对 于 任意 xe [ac,b] ,总 存在 e(a,b) ,使 得 
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Ri(z) =/Cz) - 届 。(w) = 全 全 (os (ai 信 ， (6.44) 


其 中 mw(x) =(xz -ax )…(x 一 2 )(x 一 xo). 
特别 地 , 当 呈 =1 时 ,三 阶 埃 尔 米 特 捅 值 多 项 式 (6. 43) 的 误差 为 


(4) 
Ri(z) =7s) - 乳 (z) = 大 于 (sm)?(z 二) 直 在 各 和 二 之 间 . 


证 明 (1) 当 x=2i=0,12 pn) 时 ,所 xi) = 瓦 (zi)o(x) =0 (= 
1,…,m),(6.44) 式 成 立 ， 
(2) 当 x* 关 xi=0,1,2,…,) 时 , 作 一 个 辅助 郴 数 


一 殖 克 
5(D =7D) - 友 (D -人 全 一 ee 


本 (1). 
w (x) 
因为 g(x,) =0 (1=0,1,， ,mn):,e(xz) =0 (xzzi=0,1,2，…,m)， 即 g(t) 
且 +2 个 零点 ,由 罗 尔 定理 知 ,至少 存 在 n+1 个 所 , 且 吉 关 z 右 关 xz (=0,1， 
2,…,n) 使 得 8( 和 名 ) =0. 又 因为 gz) =0 (=0,1)2, ,aa) ,所 以 &g( 约 至 少 有 
2 +2 个 互 异 的 零点 . 对 &'( 蚊 反复 用 罗 尔 定理 22+1 次 , 则 至 少 存在 一 点 二 ,使 
得 g” 7)(E) =0. 即 


区 人 2) (E) = (2m+2)》 (上 ) 





_7z) 2 ec 0 


人 ( 
-ra - 7 
因此 ,Rss (xz) =7z) -已 e(z) =50T2 wx(z)< (ab) 证 毕 


例 6.4.2 给 定 羡 数 六 zx) 在 3 个 互 异 点 和 ,xi ,zs 处 的 函数 值 Kx ) = 思 (7 = 
0,1,2) 和 导数 值 A(z) =y' (CO =0,1,2), 求 函数 扩 z) 在 点 zzi,x> 处 的 五 阶 埃 
尔 米 特 插值 多 项 式 态 (*) 和 误差 公式 ,使 其 满足 
已 (zi) =7 六 xi)， 
| 
解 ”根据 定理 6..5 知 , 函 数 ./(x) 在 点 xm,si,s 处 存在 唯一 一 个 五 阶 埃 尔 米 
特 插值 多 项 式 


及 (zx) = > -20 -oO2to)]7 + (xz 一 二 7 人 有 (xz)， 


(1 =0,1,2)， 


























其 中 二 次 多 项 式 为 
(x -2 )(X 一 2 ) (YY -MXo)(x -x2) (xz 一 xo)(z -2 ) 
bx) (az 一 %)(xo 一 和 2 ) 0 (xi 一 20 和 一 0%2 )” :2 (22 0 一 2 
下 (mo) = 二 二 + 省 (o) = 二 + 让 二 性 () = 二， 
MXo 一 X%l MXo 一 和 2 XI 一 Mo XI 一 YXY2 一 %o  %2 一 XI 


一 _ (CE) 2 __ 2 _ 2 有 
及 (xz) =Fx) -已 (x) = 6 (xz -2xo) (xx -Xi) (YX 一 Ma) 过 在 点 xyxtyxa 之 间 . 
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6.4.3 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 和 误差 估计 的 MATLAB 程序 


如 果 函 数 Ax) 在 mt+1 个 互 异 点 xxzxz,…，, zw 处 存在 函数 值 Am ) = 
”O=0,1, na) 和 导数 值 F (2 ) = 六 (=0,1.…m), 则 函数 六 xz) 在 点 zzi， 
志 px 处 2n+1 阶 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 和 误差 公式 可 以 用 下 面 编写 的 
MATLAB 主 程序 计算 . 

求 埃 尔 米 特 播 值 多 项 式 和 误差 估计 的 MATLAB 主 程序 
输入 的 量 :n+1 个 节点 (za Raz)) (=1,2,…a+1) 横 坐标 向 量 下 , 纵 
坐标 向 量 了 了 ,以太 (x, ) =y'(=1;2,…,m+1l) 为 元 素 的 向 量 了 ; 
输出 的 量 :2 +1 阶 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 友 及 其 系数 向 量 吾 . ,误差 公 
| 式 wecegs 及 其 系数 向 量 C。 


function [Hc,，HKk,wcgs,Cw] = hermite (X,Y,Y1) 














m=length(X);n=-Mis=0;H=03q=licl =1;L=ones(m'm); G=ones(1m); 
fcork=1I3:mn+1I 
V=1T; 
for 研 =1:mn+1 
EK~ = 工 
s=s+(1M 人 XIK) -Xi))); 
V=conv(V,poly(X(i))) 人 MX(k) -Xi))s 
enaQ 
hpoly(X(k));g=(1-2*hyrs)iG=gxkYy(k)+hyYl(k); 
emnQ 
H.=H +conv(G,conv(V,V));ib =poly(X(Ck) ) ;pb2 = conv(b,b); 
G=conv(q,b2)3; 革 =2*n+2; 
Hc =H;HKk =poly2sym (H);iQ=PpPoly2sym(G); 
enQ 
for 工 =1: 苇 
C1 =c1#kIi; 
enaQ 
syms M,wcgs =MyQ/c1l;i Cw=G/cli 
例 6.4.3 给 定 函 数 Fx) 在 点 zx = TA6,xi = TIL4，,x = T/X2 处 的 函数 值 
xs) =0.5,F(z) =0.707 1,F(o) =1 和 导数 值 放 (xzo) =0.866 0, xz) = 
0.707 1 ,三 (xo) =0. 0000, 且 | (xz) [和 1, 求 函数 .APx) 在 点 X0 :和 | MX2 处 的 五 阶 
埃 尔 米 特 插值 多 项 式 及 (*) 和 误差 公式 ,计算 所 1.567) 并 估计 其 误差 . 
解 (1) 保 存 名 为 hermicte.m 的 M 文 件 . 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


一 误导 
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>>X=-[pi/6,piv4,piz2];iY=[0.5,0.7071,1]; 

Y1 =[0.8660;0.7071;,01; [Hc，HKk,wcgs,Cw] = hermite (X,Y ,YL) 
运行 后 输出 五 阶 埃 尔 米 特 搬 值 多 项 式 及 及 其 系数 向 量 吾 . ,误差 公式 wcgs 及 其 
系数 向 量 C。 如 下 

HC = 

1.0e+003 
0.1912 -0.9273 工 .6903 -1.4380 0.5751 -0.0866 
HK = 
6725828781679091/35184372088832 *X“`5 -4078286086775209 A398046511104 * 民 
“4 +7434035571017927 /4398046511104*+X?*3 -3162205449085973 /2199023255552 站 X“~2 + 
5058863928652835 /8796093022208 * X -6094057839958843 /70368744177664 

wcgS = 

17Z720*Myk(x?6 -11/6*X5*pi+7446708432019761/562949953421312 *# X 
“4 -4363745503235773 /281474976710656#*X`3 +21569239021155/21990232555952 站 芭 
^2 -7178073637328281/2251799813685248 *#X +3758430567659515/9007199254740992 ) 

CWw = 

0.0014 -0.0080 0.0184 -0.0215 0.0136 -0.0044 0.0006 

当 |/ 六 (xz)1<1= 冯 时 的 误差 公式 为 
R=0.0014+k X"6-0.0080*x5 +0.0184*#kX4 -0.0215#X 3+0.013 6#+X 2 一 
0.004 4*#X+0.000 6 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>X=1.56734M=1; 

Hk = 6725828781679091/35184372088832 kxX -4078286086775209/ 
4398046511104*xX^4 +7434035571017927 /4398046511104*kx”`3 -3162205449085973 
2199023255552 *#* X ”2 +5058863928652835/ 8796093022208 * X - 6094057839958843 / 
70368744177664， 

wcgs =1/720*My#y(X” 6 -117L6+kX” 5 * pi + 74467084320197617 
562949953421312 * X “4 - 4363745503235773 / 281474976710656 * X “3 +21569239021155 / 
2199023255552 * X “2 -737178073637328281 / 2251799813685248 *# X + 3758430567659515 7/ 
9007199254740992 ) 
运行 后 输出 厌 1.567) 的 近似 值 及 及 其 误差 tcgs 如 下 

HK = 

2.5265 
wCgGS = 


1.3313e -008 
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习题 6.4 





1. 给 定 数 几 x) 在 点 mm =m/6,z =T/4 处 的 函数 值 Kxo) =0.5,Fxi) =0.707 1 和 导 
数值 F(xo) =0.866 0,f (xi ) =0.707 1, 且 | (xz) | 和 1, 求 函数 几 x) 在 点 x%,x, 处 的 三 阶 埃 
尔 米 特 插值 多 项 式 叱 (x*) 和 误差 公式 

2. 求 函 数 Kx) =e?* 在 [0,4] 上 的 五 阶 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 并 估计 其 误差 . 

3. 将 区 间 fm/6, mr/2] 分 成 等 份 (ma =1,2) ,用 y=7r) =sinz 产 生 n+l 个 节点 ,然后 根 
据 (6.42) 和 (6.44) 式 分 别 作 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 及 其 误差 公式 . 用 它们 分 别 计算 sin (7/5) 
( 取 四 位 有 效 数字 ) ,并 估计 其 误差 ， 

4. 给 出 节点 数据 所 3. 00) =27.00 ,AL1.00) = 上 |， 00 ,FF (1.00) =2.00, 太 (3.00) =17.00 
作 埃 尔 米 特 持 值 多 项 式 ,计算 妃 1.4) ,并 估计 其 误差 . 

S. 给 出 节点 数据 A -3.15) =37.03,F( -1.00) =7.24,F(0.01) =1.05,F(-3.15) = 
2.03, 太 ( -1.00) =17.06,/'(0.01) =23. 05 作 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 并 写 出 估计 误差 的 
公式 . 

6. 已 知 sin 30。=0.5,sin45$。=0.707 1,sin90。=1,/ (xzo) =0.866 0, 太 (zx ) =0.707 1， 
六 (mm) =0.0000, 且 | Fo(x)| sl1, 作 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 求 sin 40" 的 近似 值 ,并 估计 其 
误差 . 


6.5 分 段 插 值 及 其 MATLAB 程序 


本 节 首 先 用 MATLAB 程序 作出 两 个 已 知 函 数 的 nm=2,4,6,8,10 次 拉 格 朗 
日 插值 多 项 式 忆 (xz) 的 图 形 ,用 以 说 明 当 mn 一 吕 时 ,在 [ce,5] 内 并 不 能 保证 闷 (>) 
处 处 收敛 于 P(x). 然后 给 出 克服 这 些 问 题 的 方法 ,分 段 插值 和 分 段 线性 搬 值 及 
其 MATLAB 程序 . 


6.5.1 高 次 插值 的 振荡 

在 拉 格 朗 日 插值 方法 中 ,为 了 在 插值 区 间 [e,b] 上 使 插值 多 项 式 上 (xz) 更 好 
地 通 近 被 插值 函数 扩 zx) ,往往 要 增加 插值 节点 ,提高 插值 多 项 式 忆 .(x) 的 次 数 . 
虽然 在 大 多 数 情况 下 , 随 着 节点 个 数 的 增加 , 忆 .(x) 的 次 数 m 变 大 ,误差 的 绝对 
值 |R,(x) | 会 变 小 . 但 是 在 某 些 情况 下 ,过 分 地 提高 插值 多 项 式 的 次 数 会 带 来 一 
些 新 的 问题 . 例如 , 随 着 节点 个 数 ”的 增加 ,z,(x) 的 光滑 性 变 坏 ,有 时 会 出 现 很 
大 的 振 划 . 理论 上 , 当 一 om 时 ,在 [a, 纪 内 并 不 能 保证 忆 (*) 处 处 收 剑 于 所 *)， 
下 面 我 们 给 出 两 个 例子 说 明 高 次 插值 的 振 划 现 象 . 

例 6.5.1 作 下 列 函 数 在 指定 区 间 上 的 ”次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 岂 (*) 
(=2,4,6,8,10) 的 图 形 , 并 讨论 插值 多 项 式 L,(x) 的 次 数 与 误差 R(*) 的 关系 . 
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| et -mm]i(2) Na) = 
解 (1)@ 将 区 间 [ -T,T] 进 行 mn (=2,4,6,8,10) 等 分 ,过 半 +1 个 等 分 点 
作 函 数 AKx) 的 半 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 卫 ,(x)， 
@) 将 下 面 计 算 二 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 志 (x*) 的 值 的 MATLAB 程序 保存 
名 为 lagrlm 的 M 文 件 


functiony =1lagrl(x0,y0,x) 





(1) Ax) -| eos| xEe[-5S,5]. 


mn=1length(x0);m=1LIength(x)i 
for 奔 =1】:m 
Z=X(i);ys=0.0; 
for K =13:n 
P=1.0; 
for j =1:n 
E 了 ~ =K 
P=P+(z-x0(J)) 作 x0O(Kk) -x0(j))5 
endQ 
enaQ 
Ss=Dyky0o(k)+SsS; 
enaQ 
Y(i) =si 
endQ 
图 现 提 供 作 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 L.(x) 的 图 形 的 MATLAB 程序 ,保存 
名 为 1i1 姻 的 M 文 件 
邢 =150;X= -pi:2*piMm-1):Ppii 
Yy= tan(cos((3Y1L《A2)+sin(2*X)). 人 3 +4*X. 2)))3 
plot(x,y，Kk- )， 
gtext('y=tan(cos((sqrt(3) +sin(2x)) 人 3 +4x*2)))) ,pause 
nn=3;x0= -pi:2xkpiAM 人 3 -1):pi; 
Yy0 =tanlcos((3Y17/2)+sin(2*Xx0)). 人 3 +4*#kXx0. 2))); 
yl1 = 1agrl(x0,y0,x)ihold on， 
plot(x,y1，g<'"),gtext('n=2'),pause,hold off 
nn=5;x0= -pi:2xpiMn-1l):pis 
y0 =tan(cos((3Y17Z2) +sin(2#Xx0)). 人 3 +4*Xx0. 2))); 
Y2 =1agrl(x0,y0,x);hold on， 
Plot(x,y2，b:'),gtext('n=4 "),pause,hold off 
n=7;x0= -Pi:2*xpiAMn-1):pi; 
y0 =tan(cos((3Y17/A2)+sin(2*x0)).M 人 3+4*x0. 2))); 
Yy3 =1agrl(x0,y0,x);ihold on， 
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DPIlot(X,Y3, "IDP"') ,gtext(" mn=6"),pause,holdofft 
na=9; Xx0=. -pi:2*PDpiA 人 =1L):Pi; 
Yy0 =tan(cos((3Y1ZX2)+sin(2*Xx0)). 人 人 3 +4*x0. 2))); 
Yy4 =1agrl(x0,y0,x);hold on， 
PLot(x,y4，m#k ") ,gtext('mn=8 "),pause,hold off 
瑟 三 1 ， 广 0 三 = 万 二 :2 本 古诗 驳 立 = 工 ) :PP 主 ; 
Yy0 =tan(cos((3Y17ZX2)+sin(2*x0)). 人 3 +4*XxX0. 2)))i; 
Y5 =lLagrl(x0,y0 ,x);hold on， 
Dlet(x,Yy5，"g:") ,gtext(' 瑟 =10 ") 
title( "高 次 拉 格 朗 日 插值 的 振荡 ") 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 名 为 1ilm 的 M 文件 的 文件 名 


>> 1i1 .m 
回 车 运行 后 , 便 会 逐次 画 出 /xz) -an| co 人 ea 人 |] 在 区 则 的 部 
次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 上 (xz) (mn=2,4,6,8,10) 的 图 形 ( 见 图 6-1(a) ). 








图 6-1(a) zx) = 人 cos( > 的 拉 格 妇 日 插值 曲线 已 (z) 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
m=101;x= -5:10Mm-1):5;4Y=1. 人 1 +Xx. 2); 
己 三 亿 记 下 和 而 6 二 宇 人 其 这 六 3 7 


gtext('YyY=1M 人 1 +x*2) ),pause 
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n=33x0= -5:10Mn-1l1):5;yYy0=1. 人 1+Xx0.2)i 
Yy1 =1agrl(x0,y0,x);ihold on， 

plot(x,y1，g '"),gtext('n=2'),pause,hold off 
nn=5;X0= -5:10Mn-1):5;Y0=1. 人 1+Xx0. 2); 
Y2 =1Lagrl(x0,y0,x);hold on， 

plot(x,y2，b:') ,gtext('n=4'),pause,hold offt 
n=7;x0= -5:10Mn-1):5;Y0=1. 人 1+x0. 2); 
Y3 =1agrl(x0,y0,x);iholdq on， 

Pilot(x,yY3，r') ,gtext('n=6'),pause,hold off 
n=9;3Xx0= -5:10M 人 Mn-1L1):5;Y0=1.M 人 1+x0. 2); 
Y4 =1agrt(x0,y0,x)iholdq on， 
Plot(x,y4，r:，),gtext('n=8 '),pause,hola off 
n=11;x0= -5:10Mn-1l1):5;Y0=1. 人 1 +x0. 2); 
Yy5 =1agrl(x0,y0,x);iholda on， 
DPILot(x,y5，m ') ,gtext('n=107) 


tit1le(' 高 次 插值 多 项 式 的 振 功 ") 
回 车 运行 后 , 便 会 逐次 画 出 y = 在 区 间 [ -5,5] 上 的 一 次 拉 格 朗 日 插 


值 多 项 式 已 (xz) (m=2,4,6,8,10) 的 图 形 , 见 图 6-1(b). 

从 图 6 -1 可 以 看 出 ,对 于 较 大 的 1z1, 随 着 = 的 增 大 ,六 (*) 振 葛 越 来 越 大 . 
事实 上 可 以 证 明 , 仅 当 Ilx1<# ( 上 是 某 一 个 正 数 ) 时 , 才 有 limL,(z) =g(z). 而 
在 此 区 间 外 ,L,(x) 是 发 散 的 . 由 于 在 大 范围 内 使 用 高 次 插值 多 项 式 逼 近 的 效果 
往往 不 理想 ,从 而 促使 人 们 转 而 寻求 简单 的 低 次 插值 方法 . 


6.5.2 分 段 插 值 和 分 段 线 性 插值 


分 段 插值 法 可 以 克服 在 大 范围 内 使 用 高 次 插值 所 带 来 的 问题 . 所 谓 的 分 段 

插值 法 就 是 首先 在 插值 区 间 [e, 引 上 插 人 点 

GCC=Xo<X<xX <… <x = 已， 
然后 在 每 个 小 的 子 区 间 [x xs] (=1,2,…,a) 上 构造 低 次 插值 多 项 式 上 (zx) ， 
再 将 每 个 子 区 间 fx xz] (1=1,2,…,n) 上 多 项 式 上 站 (x) 连 接 ,作为 插值 区 间 
[ce,b] 上 的 插值 函数 P(x)， 

分 段 插值 法 是 一 种 显 式 算法 ,不 但 算法 简单 ,而 且 具 有 和 良好 的 收 敏 性 . 只 要 
每 两 个 相 邻 节点 之 间 的 间距 充分 小 ,分 段 播 值 法 总 能 获得 所 要 求 的 精度 ,而 不 会 
出 现 高 次 插值 那样 的 振 葛 . 另外 分 段 插值 具有 局 部 性 ,修改 某 个 数据 ,插值 曲线 
仅仅 在 某 个 局 部 范围 内 受到 影响 ,而 代数 插值 却 影响 到 整个 插值 区 间 . 

分 段 插值 法 中 最 简单 的 方法 是 分 段 线性 插值 . 分 段 线性 插值 函数 是 将 每 两 
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Yi=THO) 





图 6-1(b) y=1X(1+x ) 的 拉 格 朗 日 插值 曲线 已 (zx) 


个 相 邻 的 节点 用 直线 段 连 起 来 ,形成 一 条 折线 . 例如 ,图 6 -2 是 函数 y =cos x 在 
节点 ( 7) (其 中 zi= -6+1.5(1=0,1,2,…,12)) 处 的 分 段 线性 插值 函数 
和 节点 的 图 形 , 蓝 色 的 小 圆 表示 节点 (*%,y ) ,绿色 的 实 线 表示 分 段 线性 插值 函 
数 . 下 面 给 出 分 段 线性 插值 函数 的 严格 定义 . 

定义 6.3 设 函 数 Fx) 在 [ac,p] 上 的 mm+1 个 点 wa=xo<xi < <…<xn = 
处 的 函数 值 为 /Kx ) =y(=0,1,2,…,). 连 接 每 两 个 相 邻 的 节点 (xi 和 ) 和 
(xiyiyyii) , 作 一 条 折线 函数 S,(x) ,使 得 S,(x) 满 足 如 下 条 件 : 

(1) S,(x) 在 [ac,0] 上 连续 ; 

(2) Si) = 三 0 2 

(3) $,(x) 在 每 个 子 区 间 [x ,xi ] (i=1,2,…,m) 上 是 线性 函数 ix) ， 
则 称 折 线 函 数 S.(*) 为 分 段 线性 插值 函数 . 

定理 6.7 ”如果 $,(x) 是 定义 6.3 所 定义 的 分 段 线性 插值 函数 , 则 有 下 面 
结论 : 

(1) $,(x) 在 每 个 子 区 间 [x; xi] (=1,2,… 兴 ) 上 形式 如 下 

一 和 和 一 Xi 


Si(xz) = + 一 Y，(x sx<xiL=1,2,…) 寻 )， (6.45) 


i-1 MXi 一 和 ii-1 
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图 6-2 y=eosx 的 分 段 线性 插值 函数 和 节点 的 图 形 


威 

Si(C2Z) =.1(X)7i 十 (xz)7，， (〈( 和 -isX 二 和 = 2 ) ， 

其 中 基 函 数 4 (z) = 一 一 ,4(x) = 过 
(2) $,(xz) 在 [ac,p] 上 可 以 表示 为 分 段 函数 

















移 一 和 %i 和 一 %o RE 
志 二 关 扫 区 区 Xo 全 XY Xi 
六 (6. 46) 

区 和 全 的 人 

和 一 和 基 一 移 ，_j 有 

受 三 汪 na X 一 和 | 严 弛 和 这 攻 全 人 

(3) 1 xz) 是 分 段 线性 连续 函 数 , 且 它 满足 
人 (6.47) 
人 = 位 让 


(4) S,(z) 有 良好 的 收敛 性 , 即 对 于 *s [oa, 引 有 limS,(x) = 态 x)， 
用 S$,(x) 计 算 插值 点 * 处 的 插值 时 ,只 用 到 * 左右 的 两 个 节点 ,计算 量 与 节 
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点 个 数 寺 无 关 . 但 二 越 大 ,分 段 越 多 ,插值 误差 越 小 . 实际 上 用 函数 表 作 插值 计算 
时 ,分 段 线性 插值 就 足 够 了 ,如 数学 物理 中 用 的 特殊 函数 表 , 数 理 统计 中 用 的 概 


6.5.3 分 段 线性 插值 的 MATLAB 程序 


分 段 线性 插值 在 MATLAB 函数 库 中 有 现成 的 程序 ,在 计算 时 只 要 直接 调用 
即 可 ,详细 的 调用 方法 见 表 6 -3 和 例题 . 
表 6-3 分 段 线性 插值 的 MATLAB 函数 


俞 令 功 能 


interp1L(X,Y,XI) 命 令 的 主要 功能 是 计算 函数 了 在 择 值 点 向 
量 呈 的 元 素 处 的 内 线性 搬 值 所 对 应 的 向 量 殉 ， 

(1) 如 果 输 入 的 节点 (X(CD) ,7Y(D) ) 的 横 坐 标 向 量 导 是 m 维 向 量 ， 
则 纵 坐 标 向 量 了 也 应 该 是 疡 维 . 插值 点 向 量 好 是 严 维 , 则 运行 后 输 
出 的 捅 值 向 量 好 也 是 mm 维 . 参考 例 6. 35.2(1) 和 例 6. $. 4 等 . 

(2) 如 果 输 入 的 节点 (天 ( 切 , 7Y(i ) 的 横 坐 标 向 量 芷 是 呈 维 , 纵 坐 
标 和 矩阵 部 .的 行 数 必 须 是 下 的 维 数 ,插值 点 向 量 2 是 普 维 , 则 按 
和 矩阵 了 的 每 列 进 行 播 值 运算 ,运行 后 输出 的 插值 矩阵 开 是 严 行 + 
列 . 参考 例 6. 5. 2(2 )， 





YI = InterPp1l 
(X,Y,XI) 





interpl(Y,XI) 命 令 与 查 表 的 作用 相同 . 这 表 指 的 是 [下 ,了 ] ， 
要 查 在 蕊 的 元 素 之 间 位 置 处 xz 的 元 素 的 插值 好 的 元 素 , 即 返回 值 . 

incerpl(Y,XIT) 命 令 主 要 用 于 节点 (下 ( 口 , 了 ( 昌 ) 的 横 坐 标 向 
量 夸 的 元 素 是 1 到 的 自然 数 . 由 于 inkterpl(Y,XIT) 是 interpl 
(X,Y,xI) 的 特例 ,所 以 两 者 输入 和 输出 的 向 量 或 矩阵 的 大 小 类 
似 . 即 

(1) 如 果 输 入 的 节点 (于 (iD ,了 (D) ) 的 横 坐 标 向 量 半 是 = 维 的 , 则 
纵 坐 标 向 量 了 也 应 该 是 维 . 插值 点 向 量 和 是 严 维 , 则 运行 后 输出 
的 插值 向 量 妈 也 是 普 维 . 参考 例 6. 5.3(1). 

(2) 如 果 输 入 的 节点 (于 ( 切 , 了 (i) ) 的 横 坐 标 向 量 X 的 元 素 是 1 
到 二 的 自然 数 , 纵 坐标 矩阵 忆 .的 行 数 必须 是 天 的 维 数 ”插值 点 向 
量 妈 是 普 维 , 则 按 矩 阵 的 每 列 进行 插值 运算 ,运行 后 输出 的 插值 
矩阵 开 是 严 行 上 列 . 参 考 例 6.5.3(2). 


YI = InLerPp1l 
(Y,XI) 








例 6.5.2 给 定 节点 (于 ( 门 ,了 ( 门 ) 的 横 坐标 向 量 下 , 纵 坐 标 向 量 或 矩阵 了 ， 
插值 点 向 量 如 下 ,计算 分 段 线 性 插值 向 量 开 ， 
(1) 瑟 =(-5,-3,-2,5), 了 =(2,3,4,5) ,1 =1.375; 
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2 3 4 

(2) 下 =(-5,-3, -2,5), 了 = 5 -3 ,Fr 是 -4 到 4 
-5/2 -21/10 -19710 
-1 2 5 


的 整数 . 
解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>X=[-5,-3,-2,5];Y=[2,3,4;,5];XI=1.375; 
YI = interp1l(X,Y,XI) 
运行 后 屏幕 显示 
YI = 
4.48214285714286 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>X=[ -5,-3,-2,5];Y=[2,3,4;-5,，-3,， -2;-2.5,-2.1,-1.9;-1,2,51; 
XI = -4:43;YI -interpl(X,Y,XI) 


运行 后 屏幕 显示 结果 - 

YI = 

-1.50000000000000 0 1.00000000000000 
-5.00000000000000 -3.00000000000000 -2.00000000000000 
-2.50000000000000 -2.10000000000000 -1.90000000000000 
-2.28571428571429 -1.51428571428571 -0.91428571428571 
-2.07142857142857 -0.92857142857143 0.07142857142857 
-1.85714285714286 -0.34285714285714 1.05714285714286 
-1.64285714285714 0 .24285714285714 2.04285714285714 
-1.42857142857143 0.82857142857143 3 .02857142857143 
-1.21428571428571 1.41428571428571 4.01428571428571 





例 6.5.3 给 定 节点 (天 ( 门 ,了 ( ) 的 横 坐 标 向 量 于 的 元 素 是 1 到 4 的 正 整 
数 , 纵 坐 标 向 量 或 矩阵 ,插值 点 向 量 817 与 例 6. 5. 2 相同 ,计算 分 段 线性 插值 向 
量 27. 
解 (1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>Y=[2,3,4,5];XI=1.375;YI=interp1(Y,XI) 
运行 后 屏幕 显示 结果 
YI = 
2.37500000000000 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>Y=[2,3,4; -5,，-3,，-2;-2.5,，-2.1, -1.9;-1,2,5]j;XI= -43:4 
YI = incerp1(Y,XI) 


运行 后 屏幕 显示 
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2.00000000000000 
-5.00000000000000 
-2.50000000000000 
-1 .00000000000000 


例 6.5S.4 


ti=0,1,2，…， 


设 函 数 败 *) = 
10, 求 所 x) 册 分 下 线性 括 估 画 S.(x) ,并 用 MATLAB 计算 由 相 邻 





3.-00000000000000 

-3.00000000000000 

-~2.10000000000000 
2.00000000000000 


3， 


NaN 


4.00000000000000 
-2.00000000000000 
-1 工 .90000000000000 
5.00000000000000 


在 区 间 [ -1,1] 上 到 等 匠 节 点 (xyi)， 





节点 构成 的 子 区 间 [x, -2*] 的 中 点 处 S.(x) 的 值 及 其 相对 误差 . 
解 (1) 记 节点 的 横 坐 标 = -1+ 夺 ,=0.2=0,1,2,…， 


= 六 (zi +2%) =1,2,…,10. 则 


中 分 段 线性 插值 函数 S.(x ) 为 


10 ,插值 点 


ai- + 一 Km) (ass 1 =1,2,，…,10). 


E 一 工 Ai-1l 








S,(z) = 一 一 


@) S,(x*) 在 小 区 间 [x， ”=1,2,…，,10 的 中 点 Xi = 过 (xi +2%i) ,= 


2,… ,10 处 的 插值 为 
5,0x 3 人) = 了 [fm +7m)] =12， 10 


@@ 插值 S.(x，，) 的 相对 误差 公式 可 以 表示 为 
Ha iD) -SC 1) 
(2) 下 面 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 的 中 点 处 插值 S.( -+) 及 其 相对 误 
差 |R,(x, +) | 的 值 . 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>h=0.2;x0= -1:h:ljy0 =1.M1+25.*kx0."2); 
“2 1) 


yi = interplL(x0,y0,xi);Ri=aps((Ei -yi).AEi)3 


|R (zx +) | 二 


xi= -0.9:h:0.9;fi=1. 人 1+25. 交 Xi 


Xi ,fi,yi,Ri,i=[xi" ,fi yi" ,Ri ] 


运行 后 屏幕 显示 小 区 间 中 点 x, ,在 中 点 * 处 的 函数 值 扩 , 捅 值 yy 和 相对 误差 尺 ， 
的 值 如 下 
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Xi = 
Colurmns 1 througn 7 

-0.9000 -0.7000 -0.5000 -0.3000 -0.1000 0.1000 0.3000 
Columns 8 hroughnh 10 

0.5000 0.7000 0.9000 

fi = 
Columns 1 上 hrougn 7 

0.0471 0.0755 0.1379 0.3077 0.8000 0.8000 0.3077 
Columns 8 througnh 10 ， 

0.1379 0.0755 0.0471 

Y1i = 
Columns 1 through 7 

0.0486 0.0794 0.1500 0.3500 0.7500 0.7500 0.3500 
Columns 8 上 through 10 

0.1500 0.0794 0.0486 

Ri = 

Colurmns 1 through 7 

0.0337 0.0522 0.0875 0.1375 0.0625 0.0625 0.1375 

Columns 8 through I0 
0.0875 0.0522 0.0337 


6.5.4 作 有 关 分 段 线性 插值 图 形 的 MATLAB 程序 


如 果 能 在 同一 个 坐标 系 中 作出 在 插值 区 间 [o, 引 上 的 节点 (”%: 几 xm) ) ,被 插 
值 函 数 拟 x) , 几 x) 的 分 段 线性 插值 函数 S.(x) 和 插值 点 (% ,3$,(2) ) 等 图 形 , 则 更 
有 利于 我 们 进一步 直观 地 研究 我 们 关心 的 问题 . 为 此 编写 了 下 面 的 MATLAB 
程序 . 

作 有 关 分 段 线性 插值 图 形 的 MATLAB 主 程 序 

输入 的 量 :mn+1 个 节点 (oax)) (=1,2, ,+1) 横 坐标 向 量 xo, 纵 坐 
标 向 量 ”% ,插值 点 (z”%,$.(z) ) 横 坐标 向 量 * 和 函数 y = 所 zx) 值 . 

输出 的 量 :插值 * = S,(x)). 

输出 的 图 形 : 在 插值 区 间 {[fc,25] 上 的 节点 (xxi)) ,被 插值 函数 Ax ) ， 
(x) 的 分 段 线性 搬 值 函数 S,(*) 和 插值 点 (%,S.(2i) ). 


function S = XXCZzhjJtl(x0,y0 ,xi ,xy) 











S = interp1l(x0,y0,xi); 
Sn = interpL(Cx0,Yy0,x0); 


plot(x0,y0，o',x0,Sn，- ,Xi,s，* XIY，- ，) 
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legend( ' 节 点 (xi,yi) ,分 段 线性 插值 函数 Sn(x) ,插值 点 (x,s) ,被 插值 函 


数 Y ) 
我 们 也 可 以 直接 在 MATLAB 工作 窗口 编程 序 . 例如 ， 
>>Xx0 = -6:6;y0 =sin(x0); 


xi=- -6:.25:6; 

yi = interp1(x0,y0 ,xi); 

x= -6:0.001:6;jy=sin(x);plot(x0,y0，o "xi yi xy，: )， 
Legenda(' 节 点 (xiyyi)， 分 段 线性 插值 函数 ',，Y = sinx 的 函数 ) 
>>x0 = -6:6;y0 =coeos(x0); 

xi- -6:.25:64 

vi = interDp1L(x0,y0 ,xi); 

x= -6:0.001:6;y=cos(x);Dplot(x0,y0，o' ,xiyi, xy，: )， 
legend( 节点 (xi,yi) ， 人 =cosx 的 函数 ) 


例 6.5.5 设 函 数 Ax) = -7 一 一 -一 ,在 区 间 [ -1,1] 上 取 等 距 节 点 (xy ) ， 


i=0,1,2,…，10， 疝 直 分 届 线 性 扩 值 器 S, (xz) ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 
的 中 点 *, 处 S,(x) 的 值 ,作出 节点 , 揪 值 点 ,Kx*) 和 8$,(x) 的 图 形 . 
解 ”节点 的 横 坐 标 和 插值 点 等 取 值 与 例 6. 5. 4 相同 . 在 MATLAB 工作 窗口 

输入 程序 

>>Xx0= -1:0.2:1;yYy0=1. 人 1L +25.*Xx0. 2); 

xi-=- -0.9:0.2:0.9j 

D =max(x0); 

aa =min(x0);x=a:0.001:b; 

Yy=1. 人 1+25.*X. 2)3 

s =XXCzhjtl(x0,y0,xi,x,y)， 

title("y=1M 人 1L+25x"2) 的 分 段 线性 捅 值 的 有 关 图 形 ') 
运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 % 处 S.(x*) 的 值 ,出 现 节点 、 捅 值 点 、F*) 和 
S.(z) 的 图 形 ( 见 图 6 -3). 


号 = 





Columns 1 througnh 4 

0 .04864253393665 0.07941176470588 0 .15000000000000 0.35000000000000 
Colurns 5 上 through 8 

0.75000000000000 0.75000000000000 0.35000000000000 0.15000000000000 
Columns 9 througn 10 

0.07941176470588 0.04864253393665 


例 6.$.6 设 函 数 Fx) =0.Sx -sin x, 在 区 间 [ -T,Tr] 上 取 等 距 节 点 (zx,， 
y),i=0,1,2,…,7, 构 造 分 段 线性 插值 丽 数 S,(x) ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 
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信和 旨 检 本人 画 灼 er 
尝 被 播 估 吕 路 ， 





图 6-3 故 xz) = 一 :< 的 分 段 线性 插值 的 有 关 图 形 


2 


区 间 中 点 *; 处 S,(x) 的 值 ,作出 节点 ,插值 点 ,人 zx) 和 S.(x) 的 图 形 . 
解 记 节 点 的 横 坐 标 Xit 三 一 页 十 议 ) =2m《X7,i=0,1,2,…,7, 插 值 点 MXi+ 二 7 


于 (5 +%i 1), =0,1,2,…,6. 在 MATLAB 工作 窗 口 输入 程序 


>> h=2*xpi/XI7;x0= -pi:h:piiyy0 =0.5.#kX0-sin(x0); 
xi=-pi+hZ2sh:pa=-hv23y b=max(Cx07)， 
a=min(x0);x=a:0.001:biy=0.5.*X-sin(x); 
s =XXxCzhjtl(x0,y0,xi,x,Yy) 
title("Y=0-5x-sin(x) 及 其 分 段 线性 插值 函数 ,插值 ,节点 的 图 形 `) 
运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 *; 处 S,(x) 的 值 , 出 现 节点 ,插值 点 , 几 x) 和 3S,(z) 
的 图 形 ( 见 图 6 -4) 如 下 
蒜 , 芭 
Columns 1 through 4 
-0.9555” -0.01922 0.2556 0 
Columns 5 through 7 
=0.-2556` 0 .019214 09555 
S = =-0.9555-=090192 0.:2556 0 -0.2556 QQ:0192 0.9555 
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图 6-4 y=0.5x-sin(x) 及 其 分 段 线性 插值 函数 ,插值 ,节点 的 图 形 


6.5.5 用 MATLAB 计算 有 关 分 段 线性 插值 的 误差 


定理 6.8 ”如果 被 插值 函数 ,/x) 在 插值 区 间 [a,5] 上 具有 二 阶 连续 导数 ， 
La, 掺 上 的 元 + 个 节点 (297 (CE01;2 了 ) 满 足 区 三 go 区 区 去 全 才 去 序 。 
=0,S,(x) 是 定义 6.3 所 定义 的 所 xz) 在 [oa, 引 上 的 分 段 线性 插值 函数 , 则 

(1) 被 插值 函数 妃 x) 在 由 相 邻 节点 (xi7) (=0,1,2,… 汉 ) 构 成 的 子 区 
间 [zx, ,zi] 上 的 S,(x) 的 误差 公式 可 以 表示 为 


(xi = 和 1) 


| 及 (和 寺 全 二 到 SC 宝 一 0 | (6.48) 
(2) $,(x) 在 插值 区 间 [a,] 上 的 误差 公式 可 以 表示 为 


max 1x, 一 % 1 
一 


IR (xz)1=1IFzx) -Si(zJ1s< af"(5) |、 (6.49) 
且 S$,(x) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 到 妃 x). 
因为 等 距 节点 所 构造 的 子 区 间 [x;-,,%] 的 长 度 相等 ,所 以 max lx -xi = 
1x; 一 Xi 上 三 及: 由 定理 6.8 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 6.1 如 果 被 插值 函数 ,fx*) 在 插值 区 间 [c,!] 上 具有 二 阶 连续 导数 ， 
[ao,b] 上 的 m+1l 个 节点 (xi) (=0,1,2,…,a) 的 横 坐 标 是 等 距离 的 点 , 即 
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志 =a + 有 .其 中 放 = -2 (i=0,1,2，…on) ,3,(z) 是 定义 6.3 所 定义 的 Ks) 在 
[a, 说 上 的 分 段 线性 插值 函数 , 则 


(1) 被 插值 函数 扎 *) 在 由 相 邻 节点 (zx ,7 ) (=0,1,2,…,m) 构 成 的 子 区 间 
[x, ,xi] 上 的 S.(x) 的 误差 公式 可 以 表示 为 


IR (xz)1=1IKzs) -SCz)1 < 和 max (Co) 1. (6. 50) 
(2) $,(x) 在 捅 值 区 间 [a,b] 上 的 误差 公式 可 以 表示 为 
ROOT= Ia -SCo1< 丰 maxUrr(a)1 (6. 51 ) 
1 


例 6.5.7 设 函 数 拟 *) =1 +5257, 在 区 间 |[ -1,1] 上 取 等 距 节 点 (xi yi) ， 


i =0,1,2,…,10, 构 造 分 段 线性 插值 函数 S.(*) ,用 MATLAB 程序 计算 S.(*) 在 
[ -1, 匡 上 的 误差 公式 . 

解 (1) 节点 的 横 坐 标 和 插值 点 等 取 值 与 例 6. 5. 4 相同 . 则 S.(*) 在 区 间 
[ -1,1] 上 的 误 关公 式 可 以 表示 为 


IRCz)1= ICx) Sa)1< 生 max IF"(x) 1， 


其 中 忆 =0. 2. 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 如 下 
>> syms XYy,yY=1 人 ML+25*#x*2);Yxx=diff(y,x,2)， 


运行 后 输出 妃 x) 的 二 阶 导 数 为 

YXX = 

5 000ML+25*x*2)*3*x*2 -50M1+25*X?2) 2 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 如 下 

>> Syms h;,X= -1:0.00013:13; 

Yxx =5000.M1+25.*x. “2)."3.*x. 2 -50. 人 1 +25. 汪 X. 2). 2; 

myxX =max(Yyxx),，R=(h2)* mYXXA8 
运行 后 输出 Kx) 的 二 阶 导 数 在 区 间 [ -1,1] 上 的 最 大 值 myxx 和 S.(*) 在 区 间 
[ -1,1] 上 的 误差 公式 员 为 

ImYXX = R = 


12 .500 0 25 46*#*h”`2 
例 6.$.8 设 函 数 /(x) -en co 人 人 ,在 区 间 [ -T,T]j 上 取 等 距 


节点 (xyi) =0,1,2,…,9, 构 造 分 段 线性 插值 函数 8.(z)， 
(1) 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 * 处 S,(x) 的 值 , 作 出 节点 、 插 值 
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点 VCz) 和 S,(z) 的 图 形 ; 
(2) 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 S,(x) 的 值 及 其 相对 误差 ; 
(3) 用 MATLAB 程序 估计 _max Il"(xz)1 和 S,(x) 在 区 间 [ -T,r] 上 的 误 
差 限 . 


和 下 = 二 (zx 二 rn 和 05152552 


解 (1) 记 节 点 


在 MATLAB 工作 
5 三 名 


的 横 坐 标 *; = 


窗口 输入 程序 


9; x0=--Pi:h:pii 





及 xi 二) 


=-T+ 矶 ,=2T/9=0,1,2,…,9, 插 值 点 
和 所 2 一 Sn(%i4 志 


YQ 三 EapnkCcGeg((3XX1L ZL2 生 呈 (2 区 0075 克 了 二 和 0 2 3 


Xi= 一 pi+h/ 


2:h:pi -hZ2; 


二 = 上 an0ecs(0(C3 (1L7Z727 SEC2 刺 广 站 、 人 王 十 和 训 工 27D73 


b =max(x0);a=min(x0o); 


xX=a:s0.001:biyYy=tancos((3Y172) +SinC2 本 X)J 3 YX 27)7)3 


SEC LE 


(x0 ,Y0 ,xi,x,y) 


及 诗坛 己 要 可 人 (于 证 交 六 从 王 主 75 


展业 二 到 和 下 人 全 | 


title('y=tan(cos((sart(3) +sin(2 x)) 人 3 +4x*2))) 的 分 段 线性 插值 


的 有 关 图 形 ") 


运行 后 屏幕 显示 R;( 略 ) ,并 且 作 出 节点 、 择 值 点 xz) 和 SS,(x) 的 图 形 ( 见 
图 6 -5 ). 


将 各 小 区 间 中 点 


Xi 三 和 


误差 值 尺 列表 6 -4 如 下 . 









一 2. 792 526 803 190 93 
-2.094 395 102 393 20 





1.549 179 746 366 19 


表 6-4 例 6.5.8 的 各 小 区 间 中 点 *; 处 的 函数 值 .上 ,插值 * 和 相对 误差 值 R， 


(9 


1.547 314 872 437 70 





1. 530 392 391 872 18 


1.533 011 882 260 06 








一 1.396 263 401 595 46 





一 0. 698 131 700 797 73 


id 处 的 函数 值 太 = 大 (xi 二 ) ,插值 3 =Sn(Xit 工 ) ,相对 


了 






0. 001 203 781 506 23 





0.001 711 646 243 00 


1.529 424 914 525 70 | 1.530 048 627 687 94 | 0. 000 407 808 945 91 
1. 468 654 293 319 41 | 0.033 220 574 414 51 





0 


1.519 120 343 743 33 
1. 110 956 050 058 38 





0. 698 131 700 797 73 


1. 145 460 398 956 37 


1. 193 213 735 979 07 


0. 074 042 250 290 97 





1. 174 491 048 274 59 





1. 396 263 401 595 46 





1. 496 160 173 406 94 


1.454 441 034 374 74 





2. 094 395 102 393 20 


1. 534 369 358 742 26 


1. 549 621 547 496 13 





0. 025 344 088 145 41 
0. 027 884 139 528 46 
0. 003 054 493 592 16 








2. 792 526 803 190 93 


1. 555 671 074 430 44 








1. 555 324 687 364 58 


0. 000 222 660 864 22 
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时务 娄 sngl 
， 插 估 名 妆 ， 





6-5 函数 sx) -en co 人 Ye 2 ) 的 分 段 线性 插值 的 有 关 图 形 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> “ SYms 工 
Y=tan(cos((3” 人 (1/Z2) +sin(2*X)) 人 3 +4*x*2)));Yxx=diff(y,x,2)， 
运行 后 屏幕 显示 函数 / (xz) 的 二 阶 导数 .F"(*)( 略 ). 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>， 贡 三 2 全 79 文 = 二 BI30.00013 一 Pi 
Yxx =2*+tan(cos((3Y17Z2)+sin(2.*x)). 人 3+4. 本 X 2))).。*#(1I +tan 
(BBSs0(3 1XZ27 到 相让 (到 5 二 二 7) 泊 生 于 间 和 天 ) 放 7 全 再 证 3 到 下 区 放 二 三 ( 罗 5 坏 
3 交 和 站 思 2 全 家 八 交 浊 局 矶 本 2 二 环 站 了 于 生生 汪 全 39 二 邱 人 2I sd 
本 X)). 人 3 +4.+x. 2).2.*x).2-(1+tan(cos((3Y17Z2) +sin(2.*x))./3 +4. 
让 区 52) 27 ES((03S(CL 填 3(25 和 其 ) 7 风华 十 下 5 入 训 人 人 7 证 EGS(2， 
区) 代入 二 要 了 知 下 六 六 二 各 币 人 环 从 下 冯 2 和 下 关 让 人 区 让 玫 ) 克 末 和 二 二 274 天) 2 一 《了 
千 七 喜 肌 K 友 GBS 从 玫 双 2 和 7 二 5 而 2 条 汪 ) 砍 定 二 二 3 
瑟 主 二 (人 2 训 无 ) 力 。 戏 卫 囊肿 本 下 2 人 ) 环 人 二 肌 和 关 语 定 2) 3 全文 s”27J 32 二 Gogf(2-。 
划 问 J 从 于 和 击 丰 5 训 下 7 29 7 了 基 记 18 尖 人 可 扣 下 2 和 和 9 遇 2 于 下 人 和 人 和 ,二 在 训 环 22902734 
车: 区 马 一 电表 全 大 2) 市 二 2 2 认 王 ) 丰 二 所 计 于 帮 了 和 天 227 
myxXx =Imax(YXxXx)，R=(h*2) * myxx 
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运行 后 屏幕 显示 myxx = max IF"(x) 1 和 $,(x) 在 区 间 | - 交 ,T] 上 的 误差 跟 尺 = 
包 
8 


max _ |“(x) [如 下 


一 本 


IIVYXX = 及 = 


-0.02788637150664 -0.00169893490711 


习题 6.5 





1. 作 函数 zx) -二 二 在 区 同 f -5,5] 上 的 nm 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 志 (zx) 的 图 形 (n 
=2,4,6,8,10) ,并 讨论 插值 多 项 式 忆 (zx) 的 次 数 与 误差 1R.(z) 1 的 关系 . 
2. 设 函 数 几 xz) -sn 人 一 2 到 ] 定 义 在 区 间 | -m,T] 上 , 取 nm=13, 按 等 距 节 点 求 分 段 线 





1 +25x 
性 插值 函数 S.,(*) ,并 用 MATLAB 程 序 计 算 各 小 区 间 中 点 处 S,(x) 的 值 及 其 相对 误差 ， 


3. 设 函 数 扩 zx) = -- 定 义 在 区 间 [ -5,5] 上 , 取 n= 10, 按 等 距 节点 构造 分 段 线性 插值 


上 二 和 
函数 S.(x) ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 *; 处 S,(x) 的 值 , 作 出 节点 . 播 值 点 、Ax) 和 
S.(x) 的 图 形 . 
4. 设 函 数 .xz) =0.15x -sin(2z -1) 定 义 在 区 间 [ -Tr,Tr] 上 , 取 症 =7, 按 等 距 节 点 构造 
分 段 线性 插值 函数 S,(x) ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 x 处 S.(x) 的 值 , 作 出 节点 . 插 
值 点 `.Axz) 和 3S.(xz) 的 图 形 . 


6.6 ”分 段 埃 尔 米 特 插值 及 其 MATLAB 程序 


虽然 分 段 线 性 插值 函数 S,(x) 具 有 良好 的 收敛 性 ,但 是 由 图 6 -2 至 图 6 -5 
可 以 看 出 ,因为 分 段 线性 插值 函数 S.(x) 是 将 每 两 个 相 邻 的 节点 用 直线 段 连 起 
来 形成 的 一 条 折线 ,所 以 在 节点 处 失去 了 光滑 性 . 如 果 不 仅 要 求 插值 函 数 $,(x) 
在 节点 处 的 函数 值 S,(*) = 灰 2) ,而 且 要 求 8 (2 ) =j 太 (后 ) , 即 S (xz) 在 节点 处 
光滑 , 则 可 以 采用 分 段 埃 尔 米 特 插值 . 本 节 介 绍 分 段 埃 尔 米 特 捅 值 及 其 MATLAB 
程序 . 


6.6.1 分 段 埃 尔 米 特 插值 函 数 


分 段 埃 尔 米 特 插值 也 属于 分 段 插值 方法 . 我 们 可 以 用 定义 分 段 线性 插值 函 
数 的 方法 ,类 似 地 给 出 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 的 定义 . 
定义 6.4 设 函 数 Fx) 在 fa,b8] 上 的 mm+T 个 点 wa=xoc<z<xa < <Xn 二 上 
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处 的 函数 值 拟 和 ) =7, 一 阶 导数 值 六 (za) =y! (=0,1,2,…,m). 连 接 每 两 个 相 
邻 的 点 (2 ,7) 和 (xyivi) , 作 一 条 曲线 函数 已 :(x) ,使 得 已 :(x) 满 足 如 下 
条 件 : 

(1) 五 3: (xz) 在 [ec,5] 上 有 连续 的 一 阶 导 数 ; 

(2) 瓦 ,3 (xi) =yi83(2i) =7y =0),1,2，…) 于 ) 3 

(3) 如 .3:(x) 在 每 个 子 区 间 [x xz ] (=1,2,…,) 上 是 三 次 多 项 式 ， 

则 称 折 曲线 函数 已 ;(x) 为 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 . 

由 6.4 节 对 两 节点 xx 的 埃 尔 米 特 插值 的 讨论 ,用 于 子 区 间 [x， ,>x*,] (; 
=1,2,…),m) 上 ,不 难 构造 出 插值 基 函 数 ,再 由 定义 6.4 得 到 分 段 埃 尔 米 特 插值 
函数 . 

定理 6.9 如 果 玉 :(x) 是 定义 6.4 所 定义 的 分 段 埃 尔 米 特 揪 值 函 数 , 且 
已:(x) 在 每 个 子 区 间 [z 2] (=1,2,…,m) 上 的 三 阶 埃 尔 米 特 播 值 多 项 式 
为 








马 (e) =[(1+2 


和 i 一 %i 1 Xi 


2 


2 


]> + Ce] (| ， 








和 一 和 ， 
+[(1+2 - 
和 一 万 i 


一 














或 
如 (xx) =Bi(X)7i + 有 (xz)yi 1 二 BEI(X)Ti + 帮 Ai(CxX)yYi， 
ze[xi iszi] (=12，…，, 寻 )， 
其 中 基 函 数 
ETCxz) -人 (1 +25 | “ 民 一 ,ji(X) = (xx 一 Xi1)。 (二 ， 
5 人 orec 人 
则 分 段 三 次 埃 和 尔 米 特 插值 函数 为 
再 (xx) ，xo 安 X 委 Xi ， 
瓦 ,3 (xz) =1 奋 (xz) ，x; < 委 x< 生 Ai， (6.S2) 


百 (xX) ，x， < 委 X sx ， 
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或 
厅 3:(xz) =| BCx)1ECx) =&ii(CXJYi-i 机 下 二 Bi(X)7i + 用 ii(xX)Yi xzE 
是 3 
末 ,(x) 的 误差 比分 段 线性 插值 的 误差 小 , 且 有 良好 的 收 和 敛 性 , 即 对 于 任意 
<e[a,o] 有 


lim 有 as(x) = zx). 


用 也 ;,(x) 计 算 x 点 的 插值 时 ,计算 量 与 节点 个 数 ” 无 关 . 但 ” 越 大 ,分 段 越 
多 ,插值 误差 越 小 ,并 瓦 , ,(x) 在 节点 处 光滑 , 且 与 被 插值 函数 所 x) 的 误差 小 . 例 
如 ,图 6-6 和 图 6-7 分 别 是 函数 y = sin x 在 区 间 [ -6,6] 上 节点 (xyi)〈 其 中 
x*, = -6+1.5i(i=0,1,2,…,12) ) 处 的 分 段 线性 插值 函数 和 节点 的 图 形 与 分 段 
三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 和 节点 的 图 形 ， 





图 6-6 =sin x 分 段 线性 插值 函数 和 节点 的 图 形 


图 6-8 和 图 6-9 分 别 是 函数 y = cos * 在 区 间 [ -6,6] 上 节点 (xi,7) (其 
中 x = -6+1.5i0=0,1,2,…,12) ) 处 的 分 段 线性 插值 函数 和 节点 的 图 形 与 
分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 和 节点 的 图 形 . 小 圆圈 表示 节点 (*,,》) , 实 线 表 示 
分 段 插值 函数 . 在 节点 处 分 段 线性 插值 函数 的 曲线 都 是 尖 点 , 即 不 光滑 . 而 分 段 
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三 次 埃 尔 米 特 择 值 函数 的 曲线 在 节点 处 十 分 光滑 . 





图 6-8 y =eos x 分 段 线性 插值 函数 和 节点 的 图 形 
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O 本 二 让 : 
分 伏 候 次 米 特 插值 函数 









6 -9 y=eosx 分 段 埃 尔 米 特 持 值 函数 和 节点 的 图 形 


再 如 ,图 6 -10 和 图 6 -11 分 别 是 在 区 间 [ -6,6] 上 被 插值 函数 y =sin x 和 
在 其 节点 (xi, 加 )( 其 中 心 = -6+1.5i(i=0,1,2,…,12)) 处 的 分 段 线性 插值 了 


“图 6-10 y=sin x 及 其 分 段 线性 插值 函数 和 节点 的 图 形 
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数 和 节点 的 图 形 与 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 和 节点 的 图 形 . 图 6 - 12 和 图 


避 于 
一 分 段 
| 被 插值 函数 snx 





图 6-11 7y=sinx 及 其 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 和 节点 的 图 形 





6-12 y=cosx 及 其 分 段 线性 插值 函数 和 节点 的 图 形 
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6 -13 分 别 是 在 区 间 [ -6,6] 上 被 插值 函数 y = cos x( 虚 线 ) 和 其 在 节点 (xyi) 
(其 中 必 = -6+15i(i=0,1,2,…12))( 小 圆圈 ) 处 的 分 段 线性 插值 函数 ( 实 
线 ) 和 节点 (小 圆圈 ) 的 图 形 与 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 数 ( 实 线 ) 和 节点 (小 圆 
图 ) 的 图 形 . 在 节点 附近 分 段 线性 插值 函数 与 被 插值 函数 的 误差 比分 段 三 次 埃 ， 
尔 米 特 插值 函数 的 大 . 并 且 y = cos x 的 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 的 曲线 几乎 
与 y=cosx 的 曲线 重合 . 


分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 | ? 
被 插值 函数 *=cosx 





6--13 yy=cosx 及 其 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 和 节点 的 图 形 


例 661 设 函数 y = 二 55 定义 在 区 间 [ _1.1] 上 , 取 = 10, 按 等 距 节 


点 构造 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 及 :(x). 
解 ” 记 节点 的 横 坐 标 x*;, = -1 + 起 )j=0.2,i=0,1,2,…,10, 输 入 程序 
5 二 了 
玉环 证 二 大 全 亲人 二 二 全 遇 下 训 六 局 人 防 


运行 后 输出 节点 的 横 坐 标 *,, 纵 坐标 x 和 对 应 的 导数 值 y: 如 下 : 
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一 1 -4/5 -3/5 -2Z5 -1ZX5 0 15 25 35 45 1 工 
YI = 
1 工 /26 1Z17 1710 1Z5 二 /2 工 1 /2 工 /5 1v1t0 工 / 
17 1 /26 
YX1i = 
25 [上 338 407289 37/[10 4-5 52 0 -5/Z2 -47Z5 -3Z10 
-40/289 -25/338 
则 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 为 
娓 os:(x) 二 [有 (Cx) 1 形 (x) = Bi (zx) yi -1 十 帮 _1 (%)yYi 1 +Ei(X)Yi + 用 (XZ)Yi， 
xEfx xi]， ii=12,…，,10|， 
其 中 吾 o3(x) 在 每 个 子 区 间 [x xz] (=1,2,…,10) 上 的 基 天 数 为 





2 
5 = 人 (1+27 2 | 2 】 =(10x+13 -22) .(5z+5 一 让? ， 
区 i 1 


一 Ai Mi 一 和 








二 


8 (2 -人 142 本 一 ] (2 =- -10x -9+2i) 。(Sx 46 一 站?， 


Mi 一 -1 


2 
X 一 鸭 】 =(z+12-0.2i) .。(Sxz+5- 门 ?， 


和 1 一 





思 (xz) = (xX 一 Xi _1) 。 | 


多 一 和 -1 





ji(xZ) =(z 一 和) 。 (zz ] =(x+1-0.2i) (5x+6- 让 ， 


让 


xse[-12+0.2 -14+0.2i]. 
例如 ,5 (x) 在 子 区 间 [ -1， -0.8] 上 的 基 函 数 为 


sz) =|1+22 | (到 和 | -Gos+0D) (Sx +4)2， 





so =(1+22 二 | (z 辩 ] = _25(10x +7) (x+1)2， 


Co -za 人 (2 = (x+1) (5Sz+4)2， 


和 一 %0 


和 (2 =(z-) 12 





】 =5(5z +4) 。(z+1)2， 


工 0 


故 y = 二 -5 在 子 区间 [ - 1, -0.8] 上 的 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 为 


书 (x) =go(xz)yo+Po(xz)y0+SI(Z)Y +RCZ)7i， 
即 
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忆 (xz) = 元 (l0x+11) (5Sx +4)3 + 号 (z+1) (5x +4)2 
五 (10x +7) (zx+T) +58945x+4) (zx + 工 ) ， 


6.6.2 分 段 埃 尔 米 特 插值 的 MATLAB 程序 


分 段 三 次 埃 尔 米 特 捅 值 在 MATLAB 函数 库 中 有 现成 的 程序 ,在 计算 时 直接 
调用 即 可 ,详细 的 调用 方法 如 下 : 

调用 格式 一 :YI = interpl1(X,Y,XI，Ppchip ) 

interpl(X,Y,XI，Ppchip ') 命 令 的 主要 功能 是 计算 函数 了 在 插值 点 向 
量 到 的 元 素 处 的 分 段 三 次 埃 尔 米 特 内 捅 值 所 对 应 的 向 量 丈 . 

(1) 如 果 输 入 的 节点 (K(DD ,7 了 ( ) 的 横 坐 标 向 量 下 是 m 维 , 则 纵 坐 标 向 量 
Y 也 应 该 是 ” 维 . 捅 值 点 向 量 码 是 维 , 则 运行 后 输出 的 插值 向 量 开 也 是 严 
维 . 参考 例 6. 6.2(1) 和 例 6. 6. 4 等 . 

(2) 如 果 输 入 的 节点 ( 瑟 ( 站 ,7Y(i) ) 的 横 坐 标 向 量 蕊 是 半 维 , 纵 坐 标 抢 阵 
Y, ,的 行 数 必须 是 天 的 维 数 ”插值 点 向 量 好 是 严 维 , 则 按 撼 阵 了 的 每 列 进行 
择 值 运算 ,运行 后 输出 的 捅 值 矩 阵 开 是 普 行 二 列 . 

调用 格式 二 :YI = interpl(Y,XI，pchip ) 

interpl(Y,XI pchip ) 命 令 与 查 表 的 作用 相同 .这 表 指 的 是 [下 ,了 ] ,要 
查 在 互 的 元 素 之 间 位 置 的 和 的 元 素 的 分 段 三 次 埃 尔 米 特 内 插值 开 的 元 素 , 即 
返回 值 . 

interp1(Y,XI) 命 令 主要 用 于 节点 (五 () ,了 (D) ) 的 横 坐 标 向 量 互 的 元 素 
是 1 到 m 的 自然 数 . 由 于 interp1(Y,XI,， "pchip ') 是 interp1(X,Y,XI， 
“pchip ) 的 特例 ,所 以 两 者 输入 和 输出 的 向 量 或 扯 阵 的 大 小 类 似 . 即 

(1) 如 果 输 入 的 节点 (下 (站 ,了 (7 ) 的 横 坐 标 向 量 巨 的 元 素 是 1 到 的 自然 
数 , 则 纵 坐 标 向 量 工 也 应 该 是 =” 维 . 揪 值 点 向 量 码 是 严 维 , 则 运行 后 输出 的 播 
值 向 量 好 也 是 mm 维 . 参考 例 6. 6.3(1 ). 

(2) 如 果 输 入 的 节点 (下 (六 ,了 () ) 的 横 坐 标 向 量 于 的 元 素 是 1 到 二 的 自然 
数 , 纵 坐标 矩阵 乙 ., 的 行 数 必须 是 下 的 维 数 ”, 插 值 点 向 量 双 是 严 维 , 则 按 和 矩阵 
了 的 每 列 进行 插值 运算 ,运行 后 输出 的 播 值 矩 阵 歼 是 mm 行 上 列 . 

例 6.6.2 给 定 节 点 (五 (, 了 (GD) ) 的 横 坐 标 向 量 下 , 纵 坐 标 向 量 或 矩阵 了 ， 
播 值 点 向 量 好 如 下 ,计算 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 向 量 开 . 

(1) 芋 =(-5,-3, -2,S), 了 =(2;3,4,5) ,7 =1.375; 
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62 
-5 


(2) 忆 =(-25, -31,-27,65),7 = 


是 -4 到 4 的 整数 


解 


-5/[2 
一 1 


(1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> X=[ -5,-3,-2,5];Y=[2,3,4,5]; 
XI =1.375;YI=interp1l(X,Y,XI,， "pchip ) 


运行 后 屏幕 显示 


YI = 


4.75171615692981 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> 


X=-[-25,-31,，-27,65]; 


73 
一 3 
-21710 
2 


84 
一 2 

一 197Z10 
5 


? 


Y=[62,73,84; -5,，-3,-2;-2.5,-2.1,，-1.9;-1,2,5]; 


XI= -4:4; YI =interpl(X,Y,XI， "pchip ) 


运行 后 屏幕 显示 
YI = 

61 

61 

60 

60 

60 

60 

60 

60 

59 
例 6.6.3 


.19966666666667 
.07980246913580 
.94853086419753 
.80533333333334 
.64969135802469 
.48108641975309 
.29900000000000 
.10291358024691 
.89230864197531 


给 定 节点 (于 ( 认 ,Y(i) ) 的 横 坐 标 向 量 瑟 的 元 素 是 1 到 4 的 正 整 


72 
71 
71 
71 
71 
7 工 
71 
70 
70 


.09803703703703 
.96295198902607 
-81501097393689 
-65362962962963 
.47822359396433 
-28820850480109 
.08300000000000 
.86201371742112 
.62466529492455 


82 
82 
82 
82 
82 
82 
81 
81 
81 


.99640740740740 
-84610150891632 
-68149108367626 
.50192592592593 
.30675582990398 
-09533058984911 
.86700000000000 
-62111385459534 
.35702194787380 


数 , 纵 坐 标 向 量 或 矩阵 ,插值 点 向 量 X7 与 例 6. 6. 2 相同 ,计算 分 段 三 次 埃 尔 米 


特 捅 值 向 量 丈 . 
解 


(1) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> Y=f[2,3,4,5]; XI=1.375;YI=jincerpl(Y,XT， pchip ) 


运行 后 屏幕 显示 


YI = 


2.37500000000000 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> Y=[62,73,84; -5, -3,，-2;-2.5,-2.1,-1.9;-1,2,5]; 





418 第 六 章 ”半数 的 插值 方法 


XI = -4:4; YI =intetrpl(Y,XI, "pchip ) 


运行 后 屏幕 显示 


YI = 


-0， 
-0 . 
-0 . 


.0Oe+0Q03 六 

.39800000000000 
.55500000000000 
.48100000000000 
.01750000000000 
-13400000000000 
.06200000000000 


00500000000000 
00250000000000 
00100000000000 


一 工 
-0 


0 
-0 . 
-0 . 

0 


.02600000000000 
-85800000000000 
.58940000000000 
-00510000000000 
.15080000000000 
.07300000000000 


00300000000000 
00210000000000 


-00200000000000 


-0 . 
-0 
0 


.63700000000000 
.14700000000000 
.68760000000000 
.00110000000000 
-17020000000000 
.08400000000000 


00200000000000 
00190000000000 


.00500000000000 


例 6.6.4 给 定 节点 (于 (i) ,了 (i) ) 的 横 坐 标 向 量 互 的 元 素 是 0 到 10 的 整 
数 ,由 y=sin x 确定 纵 坐 标 向 量 了 ,插值 点 向 量 节 的 元 素 是 首 项 ec =0, 末 项 = 
10 ,公差 凡 =0.5 的 等 差 数 列 ,计算 分 段 三 次 埃 尔 米 特 择 值 向 量 丈 . 
解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> X=0:10;Y=sin(X);XI=0:.5:10;YI=incterpl(X,Y,XI， pchip ) 


运行 后 屏幕 显示 


YI 工 = 





columns 1 through 7 


0 0.5586 0.8415 0.8911 0.9093 0.6287 0.1411 
Colurmns 8 through 14 
-0.3701 -0.7568 -0.8991 -0.9589 -0.7176 -0.2794 0.2259 
Columns 15 hrough 21 
0.6570 0.8845 0.9894 0.7907 0.4121 -0.0127 -0.5440 


例 6.6.5 ”试用 MATLAB 程序 计算 例 6.6.1 中 在 各 小 区 间 中 点 处 分 段 三 次 
埃 尔 米 特 插值 瓦 (xi ) 及 其 相对 误差 . 


解 (1) 记 节 点 的 横 坐标 zx; = -1+ 访 ,j=0.2,i=0,1,2,…,10, 插 值 点 
Ai 二 = 二 (ztaD =0,1.2， 9， 则 


@ 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 为 
如 oo (xz) =| 本 (xz)1BOx) =gi TCD)7i 十 太 ，(X)Y，， 
+g(x)y; +RCz)yoxeE[x xi=1,2，，10|， 
其 中 已 ,3:(x) 在 每 个 子 区 间 [x*， xz] (=1,2,…,) 上 的 基 函 数 见 例 6. 6. 1 


@) 局 3(x) 在 小 区 间 [ xx ] 村 =0,1,2,…，,9 中 点 Xi 二 = 并 (zx 十 Mirl ) ? 
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i=0,1,2,…,9 处 的 插值 
厅 o3 (Xi 十 ) = 到 [fx) 二 成 训 17] 去 E0,132 9， 
@) 插值 已 o3 (x+) 的 相对 误差 公式 可 以 表示 为 


及 Xi 二) 一 一 o(Cxi) 





| | 三 


有 Xi 二 ) 


419 


(2) 下 面 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 插值 豆 。:(x 汪 ) 及 其 相对 
误差 |Ros(z,+) | 的 值 . 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


5 二 和 0 三 = 二 下 00250203D530.295 


下 主 三 开动 环卫 订 XX 业 2 三 二 EGGEDL(XO YYOYXL GeFip 3 


及 证 三 二 攻 BC 人 生计 二 区 本 玫 下 和 了 区 2 


主 人 有 R 主 过 三 [ 计 


人 


运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 忆 =%% 沁 处 的 函数 值 大 = 态 i 汪 ) ,插值 % = 忆 os(xi 二 )， 


相对 误差 值 尺 , = 






所 xi 二 一 囊 o3(Cxi 二 ) 
xi 寺 ) 











主 到 
和 = 了 (5 十 %i41 ) 





一 0. 900 000 000 000 00| 0. 047 058 823 529 41 





-0.700 000 000 000 00| 0.075 471 698 113 21 







， nm (4x， 










表 6-S 例 -6.6.5 的 各 小 区 间 中 点 x; 处 的 函数 值 太 ,插值 * 和 相对 误差 值 R， 







7 。， 





0. 046 480 735 959 54 


，。 -| 及 zs) 03 (二 ) 


,经 过 整理 后 列 和 人 表 6 -5 中 : 


“ja) 





0.012 284 360 859 73 





0. 000 722 678 777 39 











0. 137 931 034 482 76 





。 


本 


-0. 300 000 000 000 o| 0. 307 692 307 692 





0. 800 000 000 000 00 


0.004 427 083 333 33 





0.075 526 239 907 73 
0. 138 541 666 666 67 


0.321 875 000 000 00 





0. 796 875 000 000 00 





5 


一 
4 ass 





把 796 875 000 000 00 





6 


0. 100 000 000 000 00 ETIZ 


0. 300 000 000 000 00 | 0.307 692 307 692 31 


0. 046 093 750 000 00 


0. 003 906 250 000 00 





0. 003 906 250 000 00 





0.321 875 000 000 00 





0. 046 093 750 000 00 





7 


0. 5300 000 000 000 00 | 0. 137 931 034 482 76 





8 0. 700 000 000 000 00 





0. 138 541 666 666 67 





0. 075 526 239 907 73 





9 








0.075 471 698 113 21 
0. 047 058 823 529 41 


0. 900 000 000 000 00 














0. 004 427 083 333 33 





0. 000 722 678 777 39 








0. 046 480 735 959 54 


0.012 284 360 859 73 


6.6.3 作 有 关 分 段 埃 尔 米 特 插值 图 形 的 MATLAB 程序 


如 果 能 在 同一 个 坐标 系 中 作出 在 插值 区 间 [a,] 上 的 节点 (zx:) ) ,被 插 
值 函数 扩 zx) ,Kx) 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 及 :(xz) 和 插值 点 (, 甩 (xz) ) 等 ， 
则 更 有 利于 我 们 进一步 直观 地 研究 我 们 关心 的 问题 . 为 此 编写 了 下 面 的 MAT- 
LAB 程序 . 
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作 有 关 分 段 埃 尔 米 特 插值 图 形 的 MATLAB 主 程 序 

输入 的 量 :n+1 个 节点 (ss)) (=12, ,+1) 横 坐标 向 量 xzo, 纵 坐 
标 向 量 % ,插值 点 (* ,已 :(%) ) 横 坐标 向 量 zx 和 函数 y = 几 x) 值 . 

输出 的 量 : 插 值 豆 = 瓦 ,，(z). 

输出 的 图 形 :在 插值 区 间 [a,5] 上 的 节点 (xi,A(x;)) ,被 插值 函数 A(x)， 
s) 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 玉 ,;(x) 和 插值 点 ( 妃 , 吾 ,。( 力 ) ). 


function H=DhermitetXx(x0,Yy0,xi,x,y) 











H =interpl(x0,y0,xi，pchip '")i Hn=interpl(x0,y0,x，Ppchip )i 

Plot(x0,y0，o ' ,xx,Hn，- ,xi H，#* xy，- .…) 

legend( "节点 (xi,yi) ， 分 段 埃 尔 米 特 择 值 函 数 "， 捅 值 点 (x,HE)"， 被 插值 函 
数 y ) 

我 们 也 可 以 直接 在 MATLAB 工作 窗口 编程 序 ,例如 ， 

>>x0 = -6:6;yY0=sin(x0); xi= -6:.253:6; 

yi = interp1(Xx0,y0,xi，pchip ); 

x= -6:0.001:6;Y=Ssin(x); plot(x0,y0，o xi yi xy ,sy， 

legend( ' 节 点 (xi,yi) ,分 段 埃 尔 米 特 捅 值 函 数 "，y = sin x 的 函数 ') 

>>X0 = -6:63;yYy0 =cos(x0)i; 

xi= -6:.25:6;yi =interpl(x0,y0,xi，pchip )j; 

x= -6:0.001:6;jy=cos(x); plot(x0,y0，o ,xi,yi, xy，:) ， 

Legend( ' 节 点 (xi,yi) ,分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 "，yY = cosx 的 画 数 ") 
例 6.6.6 设 函 数 /(*) = 二 定义 在 区 间 [ - 5,5] 上 ,节点 (天 ( 刘 ， 
三 ( 方 )) 的 横 坐 标 向 量 下 的 元 素 是 首 项 ae = -5, 末 项 4=5, 公 差 关 =1.5 的 等 
差 数列 ,构造 三 次 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 及,:(*). 把 区 间 [ -5.5] 分 成 20 等 
份 ,构成 20 个 小 区 间 ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 玉 ，(x*) 的 值 , 并 
作出 节点 . 揪 值 点 `.Ax) 和 瓦 :(x) 的 图 形 . 


解 ” 记 等 分 点 x, = -5+ 访 ,=0.5,i=0,1;,2,…,20, 揪 值 点 ai = 





于 (zx 十 
“1)，E=0,1,2,…,19. 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>>X0= -5:1.93:95; 

Y0 =1.Z(1 + x0 .~2) 1 xl = -4.75:0.5:4.75; 

xX= -5:0.001:5;y=1./(1+XxX. 2);H=hermitetx(Xx0,y0,xl,x,y) 

title( "函数 y=17/(LI+x*2) 及 其 分 段 埃 尔 米 特 播 值 函数 ,插值 ,节点 (xi,yi) 
的 图 形 ") 
运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 * 处 已 :(x) 的 值 , 节 点 、 揪 值 点 ` 扩 xz) 和 有 3:(x) 
的 图 形 ( 见 图 6- 14) 如 下 
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H = Columns 1 through 7 

0.0399 0.0498 0.0661 0.0865 0.1191 0.1682 0.2683 
Columns 8 through 14 

0.5258 0.7603 0.7854 0.6910 0.5602 0.4382 0.2942 
Columns 15 through 20 

人 ,了 722 02170050521 0617 Oo06dl9 0592 


分 长 避 次 米 特 播 值 函数 
染 汪 二 居多 地 
-…-. 被 播 值 函 数 ， 








图 6-14 函数 风 x) =- 一 二 及 其 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 ,插值 ,节点 的 图 形 


1 + 和 





、 


1 十 和 


请 读者 分 别 取 公 差 ，=1,0.5,0. 05,0. 01,0. 001 ,观察 函数 故 x*) = 


分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 的 图 形 ,说 明 误 差 有 何 变化 . 
例 6.6.7 设 函 数 Kx) =0.5x -cosx 定 义 在 区 间 [ -T,T] 上 , 取 =7, 按 
等 距 节点 构造 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 丈 ,(*) ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 
中 点 z 处 素 :(xz) 的 值 , 作 出 节点 、 持 值 点 、. Kxz) 和 有 :(xz) 的 图 形 … 
解 ” 记 节点 的 横 坐 标 x; = -+ 廊 ,=2mX7,i=0,1,2,…,7, 插 值 点 及 和 于 汉 


于 (zx + ),i=0,1.2,…,6. 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


s 二 六 本 下 了 7T3 区 0 三 一 机 了 3 是 
vv0 =0.5.*x0-cos(x0);xi=-pi+hZ2:h:pi-hv2; 
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b =max(x0);a=min(x0);x=a:0.001:bi 

Y=0.5.#*X-cos(x);H=hermitetx(x0,y0,xi,x,y) 

title( 困 数 Y=0.5x-cos(x) 及 其 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 ,插值 ,节点 (xi， 
yi) 的 图 形 ") 
运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 * 处 厌 :(x) 的 值 , 节 点 、 插 值 点 .Kx) 和 古 :(xz) 
的 图 形 ( 见 图 6-15) 如 下 : 


H= =0.5075 -0.6607 -1.0469 -0.9812 =-0.1834 1 工 .1227 
全 译 03 





图 6-15 y=0.5x-eosx 及 其 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 ,插值 ,节点 的 图 形 


6.6.4 用 MATLAB 计算 有 关 分 段 埃 尔 米 特 插值 的 误差 


定理 6.10 如 果 被 插值 函数 九 x) 在 插值 区 间 [a,!] 上 具有 4 阶 连 续 导数 ， 
[aa,8] 上 的 m+1 个 节点 (27) (=0,1,2,…) 半 ) 满 足 @a=xzo<x<z <… < 区 
=0, 玉 ,3:(x) 是 定义 6.4 所 定义 的 所 zx) 在 [ea,b] 上 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 , 则 

《1) 被 插值 函数 所 xz) 在 由 相 邻 节点 (* ,7 ) (=0,1,2,…,m) 构 成 的 子 区 间 
[xi -xi 上 的 已,:(x) 的 余 项 为 





人 = 人 xz) =- 妃 ,3(x) = (x 一 一 和 ii (xz 一 一 和) 为 帮 


(6. 53 ) 
误差 公式 可 以 表示 为 
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4 
(xi 一 和 ii) 


Re)1= IC) - 甩 a(z)1< 
(2) 及 3(s) 在 插值 区 间 [e,b] 上 的 误差 公式 可 以 表示 为 


4 
max |X%,; 一 Xi 11| 


IR(z)1= Ce) - 风 。(9)1< se 有 


且 妃 sz) 在 [ab 上 一 致 收敛 到 灰 x). 
证 明 《1) 根据 定理 6. 6 知 ,在 子 区 间 [x, ,xi] 上 的 已:(x) 是 三 次 埃 尔 米 
特 插值 多 项 式 ,上 且 余 项 为 


(4) 
Rs) =Kz) -村 3(z) = 六 着 约 (z -aa)26e (aa)， 


max Fo(xz)1 (6.54) 


max ji 广 (和 ) 1.， (6. 55 ) 


所 以 
(4) 
1RiCx) 1 = 全 ( 一 ai (x 一 2 


记得 人 闻 _ (二 - 








委 








(和 一 和 


> 


(4) 
3 


《2) 妃 ,:(x) 在 插值 区 间 [a, 引 上 的 误差 为 
max |X; 一 Xi 


| 尽 ,3(x) 1 = max1RR(x)1| 二 到 
， 玉 和 m 


一 maxilf (xz)1， 
因为 等 距 节 点 所 构造 的 子 区 间 [s-，,%] 的 长 度 相等 ,所 以 max lx -il 
= lx; -2 | = 及 .由 定理 6. 10 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 6. 2 ”如 果 被 播 值 函数 .ALx) 在 插值 区 间 [c, 上 具有 4 阶 连 续 导 数 ， 
[a, 引 上 的 =+l 个 节点 (xi) (=0,1,2,……,n) 的 横 坐 标 是 等 距离 点 , 即 *, = 


4 其 中 话 = =0,1.2,…, 甩 (xz) 是 定义 6.4 所 定义 的 /xz) 在 [e， 


站 上 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 , 则 
(1) 被 插值 函 数 妃 *) 在 由 相 邻 节点 (xi 7) (=0,1,2,…,a) 构 成 的 子 区 间 
[xx 上 的 尺 :(x) 的 余 项 为 








(4) 
慌 ,(x) = 几 x) 一 五 ,3(x) -7 Dr (xi 1 Xi ) ， 
(6. 56 ) 
误差 公式 可 以 表示 为 
IR(xz)1=1IAx) -有 Ci< 上 和 max 1 (xz) 1 (6. 57) 


384 -sxsx 
(2) 丸 s:(x) 在 插值 区 间 [c,b] 上 的 误差 公式 可 以 表示 为 


二 一 < 和 InaX 4) 
上 1 及 3 (xz)1= LRCx) 及 :xz)1 生 58 ax | 大 《x) |. (6.58) 
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例 6.6.8 设 函 数 败 xz) = T75255 定 义 在 区 间 [ -1,1] 上 , 取 m=10, 按 等 距 


节点 构造 分 代 天 尔 米 特 揪 什 画 数 刀 x) ,用 MATLAB 程序 在 [ -1,1]j 上 计算 
_max 1/ (xz)1 和 如 s(x) 的 误差 公式 和 误差 限 . 

解 (1) 节点 的 横 坐 标 和 捅 值 点 等 取 值 与 例 6. 6. 1 相同 . 即 妃 ,:(*) 在 区 间 
[ -1,1] 上 的 误差 公式 可 以 表示 为 


1RRos(Cx)1 二 IFx) 一 盏 oo3(x) | 到 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> SYImS 共 
YY=1A(1+25*#kX?2); yxxxx=aQift(y,x,4)， 
运行 后 输出 扎 x) 的 4 阶 导数 ( 略 ). 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> Symsh.x= -13;0.00013:1; 
YXXxXx =150000000.7(1+25.*#X. 2) .5.*X. 4 -4500000./ (1 +25 .* 
x.^2).*4.*x.^2 +15000./(1+25.#X. 2). 3 





有 000 -号 区 (sx)1， 


myXXxX = max(YXXXxXx)，R=(h?*4)* abs(myxxxX/ 384) 
运行 后 输出 A(x) 的 4 阶 导数 在 区 间 [ -1,1] 上 绝对 值 的 最 大 值 myxxxx 和 
如 ,3:(z) 在 区 间 [ -1,1] 上 的 误差 公式 尺 为 

TIYXXXX = 有 = 

15000 625 /16*h 4 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>>h=0.2;R=625/16:*h”4 
运行 后 输出 误差 限 为 

及 = 

0.06250000000000 


例 6.6.9 设 函 数 抱 xz) -an| co 人 全] 定义 在 区 同 f -T,Tr] 上 , 取 n 


=9, 按 等 距 节 点 构造 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 也 .:(*). 

(1) 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 所 处 玉 ,:(xz) 的 值 , 作 出 节点 、. 择 值 
点 `. Kx) 和 已 :(z) 的 图 形 ; 

(2) 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 已,;(x) 的 值 及 其 相对 误差 ; 

(3) 用 MATLAB 程序 求 max LUA” (xz)1 和 叫 ,;(x) 在 区 间 [ -T,T] 土 的 误 
差 公 式 和 各 插值 的 误差 限 ， 

解 (1) 记 节 点 的 横 坐 标 x, = -T+ 访 ,=2m《/9,i=0,1,2,…,9, 捅 值 点 
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xi = 二 (x+zsi),i=0,1,2,…,8. 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> h=2*pi/9;x0= -pi:h:pii 
Y0 =tan(cos((3`(1/2) +sin(2*#x0))./ (3 +4*x0.“2)))3 
Xi= -pi+hZ2:h:pi-h/2; 
fi=tan(cos((3(1/2)+sin(2*xi))./(3+4*xi.2))); 
Db =max(x0); a=min(x0)3Xx=a:0.001:bi 
Y=tan(cos((3” 人 (1/2)+sin(2.*Xx))./ (3 +4*x.^2))); 
Hi =hermitetx(x0,y0,xi,x,y); 
Ri =abs((fi-yi)./fi)3 xi,fi,Hi,Ri,E=[xi' fi' HRi'] 
title( "函数 y =tan(cos((sart(3) +sin(2x))/(3 +4x*2) )) 及 其 分 段 埃 
个 水 全 本 全 天 要 。 插值 ,节点 (xi,yi) 的 图 形 ') 
运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 % =x% 沁 处 的 函数 值 上 =ACx) ,插值 及 = 


1 二 玖 3 i++ 本 
及。(xi+) ,相对 误差 值 R = ,并 且 作出 节点 、 插 值 点 、 


人 败 z) 和 已 sx) 的 图 形 ( 见 图 6-16) ,经 整理 后 填 人 表 6 -6. 





图 6-16 /az) = 人 cos( 2 二 和 ] } 及 其 分 段 才 尔 米 特 插值 画 数 ,插值 ,节点 的 图 形 
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表 6-6 例 6.6.9 的 小 区 间 中 点 x, 处 的 函数 值 太 ,插值 玉 , 相 对 误差 值 R， 






















1 Js - 凡 s(a) 
5 二 = 《x+xrel) (2o) 人 cm 






-2.792 526 803 190 93| 1.549 179 746 366 19 | 1.547 265 628 459 29 | 0.001 235 568 636 49 


一 





1 | -2.094 395 102 393 20| 


王 


.530 392 391 872 18 | 1.531 224 342 982 60 | 0.000 543 619 476 18 





2 | -1.396 263 401 595 46 


必 


.529 424 914 525 70 | 1.530 048 627 687 94 | 0.000 407 808 945 91 








3 | -0.698 131 700 797 73| 1.519 120 343 743 33 | 1.493 612 317 915 46 | 0.016 791 313 428 81 





4 0 1.110 956 050 058 38 | 1. 168 255 711 383 02 | 0.051 576 893 002 77 










5 | 0.698 131 700 797 73 


性 


.145 460 398 956 37 | 1.144 189 914 880 54 | 0.001 109 147 096 64 








时 
6 | 1.396 263 401 595 46 .496 160 173 406 94 | 1.481 729 818 014 74 


二 一 


7 | 2.094 395 102 393 20 


一 


0. 009 644 926 825 82 













一 


.554 369 358 742 26 | 1.552 633 897 250 18 | 0.001 116 505 213 08 














2. 792 526 803 190 93 


he 


.555 671 074 430 44 | 1.555 895 063 017 64 | 0.000 143 981 970 79 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> SYmS  X 


y=tan(cos((3^(1Z2) +sin(2*x))/ (3 +4*X"2)));Yxxxx=aift(y， 

XxX,4) ,% simple(Yxxxx) 
运行 后 屏幕 显示 函数 fF(xz) 的 4 阶 导数 /2 (x*) ,然后 将 输出 的 . 广 ”(x) 编程 求 
max IF (xz)1 和 了 瓦 :(z) 及 其 在 区 间 [ -,T] 上 的 误差 限 的 MATLAB 程序 


如 下 : 

>> Syms h,X= -pi:0.0001:pii; 

Yxxxx= -12.*(1.+tan(cos((3. (1./2) 十: 区 六 现 人 生 下 放生 交 人 季 亲 过 = 和 
区 二 福 加 太 ) 人 2 二 KJ 市直 玉 过 和 各 人 雍 人 和 二 生生 人 小 二 本 二 有 人 23 
* cos(2.*X)-./(3.+4.*x."“2)-8.-*(3. (1.Z2) 站 海 证 三 《 习 2 人 省 基 放下 村 在。 高 有 芝 57 
和 站 2 省志 当下 主轴 (2 训 基 帮 3 二 不 全 残 2 人 SS 
二 本, 二 元 2 un“2: 划 交 二 12E。 生 ( 生 ，( 开 ; 727 下 S 和 (人 柯 交 和 计 大 (3 人间 次 - 玉 3 二 
二 贡 所 有 本 二 放生 2 天 吉 X) 家 全 贡 (人 二 2 寺 台 六 故人 开 思 二 下 各 说 区 芋 ,5 二 全 
[下 本 BGS ( 全 ) 未 下 证 喜 ( 人 5 六 区 入 5 六 3 二 站 2 
2) +sin(2.*x)).Z(3.+4.4Xx2)).“4.#(2 .cos(2.#x)./ (3.+4.*Xx- 2) = 
站 证, 丰 和 二 巡 3 环 二 南 休 2 过 全 和 站 (二 刘 于 而 富丽 72 CGS03S5 
【 到 到 全 刺 吾 让 交 人 2 本 奖 ) 可 二 三 二 重生 二 2 +8.*tan(cos((3. (1./2) +sin(2 . 
+ 式 )J .03 42)))2 3.#y(1L .+tana(cos0C(3 (LIZ21) 十 吾 卫 可 [人 本 到 7) 3s 
让 东 世 -人 
《有 GO 本 人 项 ) 友人 各 于 古市 2 三 区 二 这 证 克 有 于 2 
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X. 2).” 2.xX). 4-8.*tanf(cos((3.(1./2) +sin(2.*xX))./ (3.+4.#x.” 
2))).*(1.+tan(cos((3. (1./2)+sin(2.*xx))./ (3.+4+*x."2))).*2).*sin 
(人 (3 (1./2)+SsSin(2.yX)).A(3.+4.+X. 2)).2.*r(2.*cos(2.#X).A(3.+ 
4.*X. 2) -8*(3. (1.X2)+sin(2.kX))./ (3.+4+kx.2).2.*xX). 4+6.*(1 
+tan(cos((3.” (1.2)+Ssin(2.#yX)).A (3+4.*X. 2))). 2).*sin((3. (1.7/ 
2)+sin(2.*X))./ (3+4.#X. 2)).*(2.#ycos(2.*X).A(3+4.xrxXx2) -8.* 
(3 (1.2)+Ssin(2.+x)).A(3+4.#kX. 2). 2.*X). 2.k(-4.ySsin(2.#X)./ 
(3 +4.*X. 2) -32.#ycos(2.*xX).[ (3+4.#kX. 2).2.*x*xXx+l28.+(3.(1./2) 
+Sin(2.*xx))./ (3+4.*xXx. 2).3.rx. 2 -8.*x(3.(1.2)+sin(2.*x)) .7 
(3 +4.*X. 2).2)+(1+tan(cos((3. (1.Z2) +sin(2.*X)).A (3 +4. 皇 和 
2))).*2).ycos((3. (1.7/2)+sin(2.#X)).A(3+4.kX 2)). (2.*xcos(2. 洒 
X)./(3 +4.*#*X. 2) -8.*y(3. (1.7[2) +sin(2.#kX)).A (3 +4.X. 2). 2.#X). 
4-3.*(1+tan(cos((3. (1.Z2)+sin(2.#*X))./ (3 +4.*kX. 2))). 2).*cos 
((3. (1./2)+Sin(2.yX)).A(3 +4.*yX 2)).#( -4.kSin(2. 半 X) .LA(3 +4.# 
X. 2) -32.*cos(2.*kX)./(3+4.*yxXx. 2).2.*Xx+1l28.y(3.(1./2)+sin(2. 
水 X)).A(3+4.kyx. 2). 3.yX. "2 -8.*y(3. (1.X2) +sin(2.*Xx))./ (3 +4. 六 ， 
“2)."2). 2 -4.*x(1I1+tan(cos((3， (1./2)+Ssin(2.*X))./ (3+4.*X. 2))).” 
2).*cosf((3. (1./2)+sin(2.*X)).A(3 44.sxX“2)) .ss(2.ycos(2.yx).](3 
+4.+yX. 2)-8.*x(3. (1./2)+sin(2.+Xx)). (3 +4.*Xx. 2). 2.+*x).+*( -8. 
#COS(2. 半 X).[(3+4.*#X. 2)+96.*#kSsin(2.*X).A (3+4. 村 X. 2). 2.*X+ 
768.#kcos(2.*X).A(3+4-#X. 2).73.kX.2 -48.xcos(2.#X).A(3 +4. 半 X. 
2) .2 -3072.*(3.*(1.72) +sin(2.yx)) .7(3 +4.- 冰 X. 2). 4.#X. 3 +384. 梓 
(3. (1./2)+Ssin(2.*XxX)).[ (3+4.*yx. 2). 3.kxXx)-(1+tan(cos((3. (1.7 
2)+sin(2.*x)).A(3 +4.+x.^2))).*2).*sin((3.”(1.Z2)+sin(2.*x)) .7 
(3 +4.*#X. 2)).*(16.+sin(2.+kXx)./ (3+4.yX. 2) +256.*cos(2.*Xx)./ (3 
+4- 冰 X. 2). 2.#X-3072.#Sin(2 .站 X).A(3 +4. 沙 X. 2). 3.-*kX. 2 +192. 汪 
sin(2.*X)./ (3+4.*yX. 2).*2 -24576.ycos(2.*X)./ (3 +4.*X.^2).4.*X， 
“3 +3072 .cos(2.*X).-(3+4.*+X. 2).”3.+XxX+98304.*(3.”(1.2) +sin(2. 
二 X)).A (3 +4.*X. 2). 5.+X. 4-18432.y(3. (1.X2)+sin(2.*X)).A (3 + 
4.*X. 2). 4.*X. "2 +384.*(3. (1.ZX2)+sin(2.*yX))./ (3+4.*Xx. 2).*3) - 
12.*x(1+tan(cos((3.”(1.7/2) +sin(2.*xx))./ (3 +4.*xx."2))). 2).2*sin 
((3. (1.72)+sin(2.+Xx))./ (3 +4.*Xx. 2))."2.*(2.xycos(2.*x)./ (3 +4. 
本 X. 2)-8.*y(3. (1./2)+sin(2.-*kX))./ (3 + 和 .+#X. 2). 2.+X). 4.*kcogs 
((3. (1.X2)+sin(2.*Xx)).[ (3+4.kXx. 2)) -24.+rtan(cos((3. (1.72) + 
Sin(2.*xX))./ (3 +4.*#kX.^2))).*2.*x*(1+tan(cos((3. (1./2) +sin(2.# 
X)).A (3+4.*X. 2))). 2).*ysin((3. (1./2) +sin(2.*x)).A(3+4.X.” 
2))."3.*(2.*cos(2.*x)./(3+4.#x2) -8.*(3. (IT.Z2) +sin(2.xx)).7 
(3 +4.-*X. 2). 2.*Xx)." 2.+(-4.ksin(2.*x)./(3+4.kXx. 2) -32.+rcos(2. 
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村 X).[(3+4.#kX. 2). 2.*X+l28.y(3. (1.7/2)+Sin(2 .村 X)).A (3 +4. 半 X. 
2).3.*xXx. 2 -8.+k(3. (1./X2)+sin(2.*X))./ (3 +4.+X. 2).2) -24.# 上 an 
(cos((3. (1.72) +sin(2.*Xx))./ (3 +4.ykX. 2))). 2.*(1+tan(cos((3.” 
(1.2)+sin(2.*kX))./ (3+4.*+*X. 2))). 2).*ysin((3.” (1./2) +sin(2.* 
X)).A(3+4.*xXx."2)).72.k(2.+cos(2.*X).A (3 +4.*X. 2) -8.*(3. (1.Z2) 
+Sin(2.+*Xx))./(3+4.ykrX. 2). 人 2.*yX). 4.*cos((3. (1.7/2)+Sin(2.*# 
xX)).A(3 +4.*xX."2))+36-*tanfcos((3. (1.2)+Ssin(2.*x)).A (3 +4.X. 
2))).*r(1+tan(cos((3. (1.X2)+Sin(2.*#X)).A(3 +4.yX. 2))). 2) .站 SI 
((3.(1.7X2) +sin(2 -xxX)).A(3+4-*X. 2)) .yy(2.*ycos(2.#X).[ (3 +4.- 怀 和 
2) -8.*yk(3. (1.72)+sin(2.*Xx))./ (3 +4.#yX. 2). 2.*X). 2.+ycos((3.” 
(1.2)+sin(2.kx)).A(3+4.-*X. 2)).*(-4.*ysin(2.*kxXx)./ (3+4.kX. 2) 
-32 .kkcos(2.#*X).[(3 +4.#X. 2). 2.*X+128.#k(3. (1.7/2)+Sin(2.- 六 
Xx)).A(3+4.*kx."2) .3.*xxX."2 -8.*y(3. (1./2) +sin(2.yX)). (3 +4.*#X. 
2).*2)+6.*tan(cos((3.(1./2)+sin(2.:#X))./(3 +4.*X. 2))).*(1 +tan 
(cos((3.(1.72)+sin(2.+X)).[ (3+4.-*#*X 2))). 2).*cos((3. (1./2) + 
sin(2.*xX)).A(3+4.*X.2)). 2.#y(2.+cos(2.#X).[ (3 +4.#X. 2) 一 8.# 
(3.(1.72)+sin(2.*ykx)).[ (3+4.*yXx. 2). 2.+X). 4+6.*tan(cos((3.” 
(Lv2Jysinta.sx)).z(3+4.sx.2))).s(1+tan(cos((3 (1.72) +sin(2. 
冰 X)).A(3+4.*xX. 2))). 2).*sin((3. (1./2) +sin(2.*xX)).A (3 +4.#X. 
2)).*2.*(-4.*sin(2.#x).[(3+4.+xX 2) -32.ycos(2.*x). (3 +4. 兴 区. 
2).*2.*xXx+l28.*(3. (1./2)+sin(2.*X))./ (3 +4.#X. 2).3.#X 2 -8.3 
(3.*(1.X2)+sin(2.*x))./ (3+4.*x.2)."2).2 +8.*tan(cos((3. (1.72) 
+Ssin(2.*x))./(3+4.*x."2))).*(1+tan(cos((3. (1.Z2)+SsSin(2.*X)) .7/ 
(3 t+4.*X.*2))).*2).*xsin((3. (1./2)+sin(2.#yX))./ (3 +4.#X. 2)) .2 
#(2.#cos(2.*xX)./A(3+4.*X. 2) -8.*x(3. (1./2)+Sin(2.#X)).A (3 +4. 半 
X.*2).*2.*X)-*( -8.kcos(2.-*yXx).A(3 +4.+yX. 2)+96.*#Ssin(2.#kX)./ (3 + 
4.*ykX.^2).*2.*x+768.xkcos(2.*X)./(3+4.+X.“2). 3.*rX. “2 -48.*+cos(2. 
水 X)./(3+4.#kX*2).2 -3072.x(3. (1./2)+sin(2.*+x))./ (3 +4.*yX. 2).” 
4.*Xx.*3+384.*x(3.(1.72)+sin(2.*xX)).A (3+4.*X. 2). 3-*X) 
myxx = max(yxxxx),，R=(h. 4).* abs(myxx./384) 


将 其 保存 为 名 为 myxx nm 的 M 文 件 ,然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 该 文件 名 


>> InYXX 


运行 后 屏幕 显示 myxx = _max IF (xz)1 和 已 ,:(x) 在 区 间 [ - ,T] 上 的 误差 公 
式 尽 -= 由 ，max IF (z)1 如 下 : 
myXxXxX = R = 


73 .94706841647552 1734520780029061/9007199254740992 冰 h 4 


最 后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 
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>>h=2+xpi9;R=1734520780029061/9007199254740992 *h^4 
运行 后 屏幕 显示 已,(x) 在 区 间 [ -T,r] 上 的 误差 限 
R = 


0.04574453029948 


习题 6.6 





1. 作 函 数 Fx) = 革 5 在 区 则 f -5,5] 上 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 吾 ,(x) 的 图 形 ( 按 


等 距 节 点 ,分别 取 =2,4,6,8,10) ,并 讨论 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 及.,(x) 的 次 数 与 误差 
IR。(z) 1 的 关系 . 


2.、 设 函数 As) = si 人 ( 了 


辣 2 全 ) 定 义 在 区 则 [ - T,r] 上 , 取 == 13, 按 等 距 节 点 构造 分 段 
+25Sx% 


埃 尔 米 特 插值 函数 已,,(x) ,并 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 下,,(*) 的 值 及 其 相对 





3. 设 函 数 扩 xz) -一 定义 在 区 问 [ -5,5] 上 , 取 ”= 10, 按 等 距 节点 构造 分 段 埃 尔 米 特 


插值 函数 已:(x*) ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 *% 处 玉 :(z) 的 值 ,作出 节点 .插值 点 、 
所 xz) 和 六:(xz) 的 图 形 . 

4. 设 函 数 . 几 x) =0.15x -sin(2z -1) 定 义 在 区 间 [ -,r] 上 , 取 ”=7, 按 等 距 节 点 构造 
分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 下 :(x) ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 则 中 点 x 处 玉 ;(x) 的 值 , 作 出 
节点 .插值 点 ` 大 x) 和 玉 .:(x) 的 图 形 . 


5.， 设 画 数 . Kx) = 人 co 人 定义 在 区 同 -1 上, 取 n = 10, 按 等 距 节 点 构 


十 4 和 
造 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 及 ，(x)， 
《1) 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 xi; 处 及:(x) 的 值 , 作 出 节点 、 插 值 点 、Ax) 和 
妨 :(x) 的 图 形 ; 
(2) 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 及 .:(x) 的 值 及 其 绝对 误差 和 相对 误差 ; 
(3) 用 MATLAB ,程序 估计 _max .I” (*)1 和 已 (xz) 在 区 间 [ -T,T] 上 的 误差 公式 . 


6.7 三 次 样 条 及 其 MATLAB 程序 


样 条 (spline) 揪 值 是 一 种 既 能 克服 高 次 多 项 式 插 值 的 缺陷 ,又 能 保证 一 定 
的 光滑 性 的 分 段 插值 方法 . 样 条 的 名 称 来 源 于 船舶 .飞机 等 设计 中 描绘 光滑 外 形 
曲线 用 的 绘图 工具 . 一 根 有 弹性 的 细 长 木 条 用 压 铁 固定 在 节点 上 ,其 他 地 方 让 它 
自然 弯曲 ,如 此 画 出 的 曲线 称 为 样 条 曲线 ( 见 图 6 -17). 从 图 6-17 可 见 ,这 样 
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描绘 出 的 样 条 曲线 是 将 一 段 段 的 三 次 曲线 拼 成 的 曲线 . 该 曲线 在 拼接 处 不 仅 连 
续 , 而 且 具 有 二 阶 的 连续 导数 ,通常 将 这 样 得 到 的 函数 称 作 样 条 函数 . 本 节 介绍 
几 种 样 条 插值 函数 ,计算 方法 和 误差 估计 及 其 MATLAB 程序 . 





-三 钦 悍 六 林 值 函数 


一 ~， Y=SInx 


6.7.1 三 次 样 条 函数 


样 条 插值 是 分 段 插值 . 因为 样 条 曲线 的 曲率 是 处 处 连续 的 ,所 以 要 求 样 条 天 
数 的 二 阶 导数 连续 . 人 们 普遍 使 用 的 样 条 函数 是 分 段 三 次 多 项 式 .我 们 可 以 用 定 
义 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 的 方法 ,类 似 地 给 出 样 条 插值 函数 的 定义 . 

定义 6.5 设 函 数 几 x) 在 [c,] 上 的 m+1 个 点 a=xo<xzi<xz<…<xn= 
处 的 函数 值 为 Kx,) =yi(i=0,1,2,…,m). 连 接 每 两 个 相 邻 的 点 (xy ) 和 (xi， 
7 ) , 作 一 条 曲线 函数 S,(x) ,使 得 S,(x) 满 足 如 下 条 件 : 

(1) $,(x) 在 [ac,b] 上 具有 连续 的 二 阶 导 数 ; 

《全 江 ( 罗 二 大生 二 全 二 人 (6. 59 ) 

(3) S$,(x) 在 每 个 子 区 间 [x, , ,xj] 上 是 三 次 多 项 式 s (xz) (=1,2，…)a)， 
则 称 曲线 函数 S,(z) 为 几 xz) 在 点 (xi,y) (i=0,1,2,…,m) 处 的 三 次 样 条 函数 . 

定义 6.5 中 条 件 (1) 的 几何 意义 是 :在 [ae,b] 上 一 阶 导数 S:(*) 连 续 意 味 着 
曲线 S. (xz) 没 有 急 弯 ,二 阶 导 数 S"(x) 连 续 意 味 着 曲线 S,(x) 在 每 一 点 的 曲率 半 
径 有 定义 ( 见 图 6-17). 图 6-17 是 在 区 间 [ -8,8],[ -8， -4] 和 [ -4,0] 上 被 


插值 函数 y = sin x 及 其 在 节点 (所 ,六 ) (其 中 必 = -8+ 全 (i=0,1,2,,12)) 
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处 的 三 次 样 条 函数 和 节点 的 图 形 . 图 中 小 圆圈 表示 节点 (x,,y,) , 实 线 表示 三 次 
样 条 函数 ,虚线 表示 被 插值 函数 y = sin x 的 曲线 . 在 节点 附近 三 次 样 条 函数 的 曲 
线 不 但 光滑 ,而 且 与 被 插值 函数 的 误差 小 ,几乎 与 y = sin x 的 曲线 重合 . 

虽然 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 和 三 次 样 条 函数 都 是 分 段 三 次 插值 函数 ， 
但 是 由 于 三 次 样 条 函数 S.(x) 在 [a,5] 上 具有 连续 的 二 阶 导数 ,而 三 次 埃 尔 米 特 
插值 函数 玉 ,(x) 在 [ea,b] 上 只 具有 连续 的 一 阶 导数 ,所 以 在 曲线 的 四 凸 性 变化 
比较 大 的 某 些 局 部 区 域 上 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 与 被 插值 函数 的 误差 比 三 次 样 
条 函数 的 大 ( 见 图 6 -18). 但 是 在 相对 较 长 的 某 些 局 部 区 域 上 ,如果 曲线 的 四 凸 
性 不 变 , 且 非常 平缓 , 则 有 时 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 与 被 插值 函数 的 误差 比 三 次 
样 条 函数 的 小 ( 见 图 6- 19 中 在 [2,T] 上 的 图 形 ). 图 6-18 和 图 6-19 分 别 是 
被 插值 函数 y = cos x 和 zx) -an 人 cms[ 全 在 节点 (xy 处 的 三 次 样 

多 

条 函数 .三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 和 节点 的 图 形 . 图 6 - 18 中 小 圆圈 表示 节点 (x,， 
六) (其 中 心 = -8+ 生 ,i=0,1,2,…,12 ) , 实 线 表示 三 次 样 条 函数 ,虚线 表示 三 
次 埃 尔 米 特 插值 函数 ,而 点 划 线 表示 被 插值 函数 y = cos * 的 曲线 . 由 图 可 见 ,总 
体 上 来 说 ,分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 与 被 插值 函数 的 误差 比 三 次 样 条 函数 的 
大 ,并 且 三 次 样 条 函数 的 曲线 几乎 与 被 插值 函数 的 曲线 重合 . 





图 6-18 函数 y=eosx 及 其 三 次 样 条 插值 函数 、 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 和 节点 的 图 形 
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6-19 函数 妃 x) = on 


7 三 次 样 条 函数 的 存在 性 
由 定义 6.5 中 的 条 件 (3) ,不 妨 将 $S,(x) 记 为 


S,(x) =jls(xz)lsi(z) =aixz +bxi +cx+dxeE[x ixi]i=1),2，…)|， 
(6. 60) 
其 中 abciydi 为 待定 系数 , 共 4ma 个 . 条 件 (1) 用 数学 式 子 可 以 表示 为 
si(xi) =SisiCxzi)， 
jee 三 省 让 下 区 和 和 7 二 全 玫 sen 了 5 (6.61 ) 
Si) =S61(%) ， 
容易 看 出 ,(6. 59) ,(6. 61) 式 共 含 有 4m -2 个 方程 . 为 确定 S.(x) 的 4m 个 待 
定 参数 , 尚 需 再 给 出 2 个 条 件 . 为 确定 S,(x) 在 各 个 子 区 间 [xi zi] (=1,2， 
…,m) 上 三 次 多 项 式 s (xz) 的 表达 式 ,自然 会 联想 到 前 节 的 分 段 埃 尔 米 特 插值 ， 
因为 在 每 个 子 区 间 [xz ] (=1,2,…,n) 上 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插 值 函 数 
不 ;(x) 也 是 三 次 多 项 式 , 但 是 需要 矿 (zx) =yY!(i=0,1,2,…,m) 为 已 知 . 如 果 能 
利用 三 次 样 条 函数 S,(x) 在 [ac,5] 上 具有 连续 的 二 阶 导 数 的 条 件 确定 力 (*;) , 那 
么 由 (6.52) 式 ,三 次 样 条 函数 S,(x) 便 可 唯一 的 表示 出 来 . 为 此 设 . 广 (x) =y (Ci 
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=0,1,;2,…) 必 ) , 卢 ; 二 Xi -Xi(E=1,2,…) 尹 ) , 则 S,(x) 在 每 个 子 区 间 [x，， ,Xi ] 
上 的 三 次 多 项 式 (xz) (=1,2,… 和 za) 为 


SCz) =a(s) = 六 (用 -24 +2s) (二 + 
一 





Yi 
石 一 (六 二 23 一 22) (和 一 2 十 

















六 ;1 

YY 区 

恋 (YX )(Y 一 和) 二 5 (xz -2 1) (xz 一 xi). 
一 一 工 

上 式 对 xx 求 二 阶 导 函 数 为 
67 67 
S"(x) =sw(x) = 辣 (Ai， -2x +2x) + (有 ，+2x -2x) + 

让 守 一 工 

2y: 27， 

3 ( 放 ，-3x +3x) +5( -用 -3 -+3x)， 
zi-1 -1 


所 以 ,S (xz) 在 点 *% 处 的 左 极限 为 








67 67 27i 1 47; 
7( YX， 一 一 3 (YX ) = 一 6. 62 
Xi 一 0) =S COx2i) 尼 十 下 + 下 ( ) 
S (xz) 在 点 * 处 的 右 极限 为 

， 关 67， 67 47! 227， 
S" (x+0) =5 (xi) = -不 + 让 访 - 让 (6. 63 ) 

因为 S'(x) 在 点 x*; 处 连续 , 即 % (xi -0) =S x+0) ,所 以 

O7， Gy 2y 二 7 6y， 6Y. 4y' 2y 
-1 人 上 + 了 -1 yi 四 基 Ji 儿 了 (6.64) 





有 





、 彤 
记 生计 太一 
-3[ 久 全 :12 .1 
4 =3| 庆 (7 + -7)] =1,2,， ,有 一 |). 
将 (6. 64) 式 整理 得 方程 组 
Hiyi +27 +TATi=d (=1,2，) 有 一 1). 
可 以 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 6.11 如 果 $,(x) 是 定义 6.5 所 定义 的 y=ARx) 在 点 (xi,yi) (1=0，,1， 
2,…,1) 处 的 三 次 样 条 函数 , 则 
(1) S,(x*) 在 每 个 子 区 间 [x，,，,x*,] 上 的 三 次 多 项 式 s xz) (1=1,2,…),) 为 
3.0z) =s(z) = 有 (2 +2z)(z 一 和) 
Ji 
三 ， 





(R ,+2x -2x)(x -xx ) 二 








434 第 六 章 ”函数 的 插值 方法 


玫 


yi-1 yi 








瑟 (zx 一 和 -0 后) + 而 (xz -xD) (xi)， (6. 65 ) 
其 中 六 -和 和 (=4 ,2,…,) 是 线性 方程 组 
Hiy +27! +Ayi = (=1,2,…) 于 -1) (6.66) 


的 一 组 解 . 其 中 Yi; = 所 xi;) yi = SS (xi;) (=0;,1,2，…,Pm)， 玉 ，， 二 Xi 一 Xi -1yAi = 


一 ”一 几 ， 人 Li 入， ， 
困 且 二 一 人 4 = 3 有 (7 和 + 页 (er -7)] (=1,2， 


让 





1 
(2) $,(x) 在 每 个 子 区 间 [x -xs] 上 的 二 阶 导 函 数 为 


67 6y 
S"(x) =sw(z) = 矶 二 (Ai -2x +2x) + +2x，， -2x) + 
让 


工 1 




















各 2 -3x +32) + -3x， +3x)， 
(6. 67 ) 
(3) $,(x) 在 区 间 [xo,xz,] 端 点 xs 和 x。 处 的 二 阶 导 函数 为 
S2(xo ) -CC 加) _ 227o t+) (6. 68) 
丰 ja Ra 
Sr(s ) -六 ) 2 t+27。) 06.69) 
玫 。1 户 ，1 
(4) $,(x) 在 区 间 [xo,x,] 端 点 xe 和 x。 处 的 三 阶 导 函数 为 
Sw(x ) -to ) 6G(y +o1 (6.70) 
尼 鸭 
So) = 2 (6.71) 


我 们 还 可 以 证 明 ,(6. 66) 式 还 可 以 用 $.(x) 在 区 间 端 点 2 -xi 和 和 :+ 处 的 
二 阶 导 数 表示 ,从 而 得 到 下 面 推论 . 

推论 6.3 如果 $,(x) 是 定义 6.5 定义 的 扎 z) 在 点 (xi7) (=0,12，…， 
za) 处 的 三 次 样 条 函数 , 则 

(1) $。(x) 在 每 个 子 区 间 {fx, ,xj 上 的 三 次 多 项 式 5%(x) (=1,2,…,) 还 
可 以 表示 为 








3 (Xi 1 3 SCxi 3 
SC = = 芋 Do -2 
PCxi 一 X) +TgICY 一 ii)， (6.72) 


其 中 
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yi SCxi ly) 7 SCxzi) 
太一 6 i -19 和 一， 一 16 如 1， 
而 3S.(x) 和 SS (xz ) (=1,2,…,m) 是 线性 方程 组 
岂 1SCxi 1) +2(-i RD)S xi) 十 用 SCxisi) 
=6(-b) GE=12 和 1) (6.73) 











的 一 组 解 ,其 中 


(2) $.(x) 在 每 个 子 区 间 [x， xz] (=1… 汉 -1,2) 上 的 一 阶 导 函数 为 





S" (xi) ， S2(x ) ， 
SCxz) = 一 (MX) + (Wi 
27，_， 2 -1 ， 
总 S7 一 S7 _ 
二 革 -1 xi 1) sx (6.74) 
 ， 6 


证 明 (1) 根据 (6. 67) 式 ,可 得 到 $.(x) 在 区 间 [x ,xi] 和 [xx ] 的 端 
点 50xi 和 % 关 ,处 的 二 阶 导 数 
刀 _6(CYi -1) 

ji -1SwCxi -11) -人 


二 


47; -1 一 27:， (6.75) 


6(7 ,一 YY 
1S3() = 下 生 二 2 4 (6.76) 
ii-1 
6(y， 一 Y 
有 Si(a) = -全 攻 er 274 47， (6.77) 
6(7y， 一 Y， 
有 30( iD) = 全 2 4 2 (6.78) 
(6.76) x2 +(6.75) 得 
6(7y， 一 
大 SC ) +2 SCxi) 三 6， (6. 79 ) 
i -1 
(6.77) x2+(6.78) 得 
6(y， 一， 
jS (is1) +21S (xi) -CI 6y' (6. 80) 


彤 ; 
(6.79) 与 (6.80) 之 和 为 (6.73) 式 . 由 (6. 80) 解 得 y! ,代入 (6.75) , 解 得 7 ，, 再 
代入 (6. 65) ,化 简 整 理 得 (6.72). 

(2) 将 (6.72) 式 两 边 对 zx 求 导 ,整理 得 (6.74) 式 . 


6.7.3 端点 约束 条 件 


定理 6. 11 的 (6. 65) ,(6. 66) 和 推论 6. 3 的 (6.72) ,(6.73) 分 别提 供 了 计算 
三 次 样 条 函数 (6. 60) 的 两 种 计算 方法 . (6. 66) 式 是 关于 半 +1 个 未 知 量 y (下 = 
0,1,…,n) 的 mn-1 个 线性 方程 组 ,有 无 穷 多 组 解 . 而 (6. 73 ) 式 也 是 关于 m+1 个 
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未 知 量 % (xz ) (=0,1m) 的 mm-1 个 线性 方程 组 ,有 无 穷 多 组 解 . 在 实际 问 
题 中 ,往往 需要 根据 具体 情 况 补充 两 个 附加 条 件 ,通常 称 为 端点 约束 条 件 ,用 来 
唯一 确定 线性 方程 组 (6. 60) 的 一 组 解 , 即 S(x) 被 唯一 确定 的 条 件 . 常见 的 端点 
约束 条 件 如 表 6 -7 所 示 . 


表 6-7 端点 约束 条 件 
































序 一 阶 导数 。 
号 三 次 样 条 的 种 类 7 4xo) 和 端点 约束 条 件 
了 (xn) 
压 紧 样 条 (clamped spline ) 
1 | (已 知 一 阶 导 数 , 这 是 最 佳 已 知 SCxo) = 六 (xxo) .SCx) = 六 (Yo) 
选择 ) 
， 周期 端点 样 条 ( 当 端 点 值 有 未 知 3 (xz) = (xs) So(xo) =So(to)， 
| mo) = )) Seo) = (xn) 
3 日 然 样 条 (natural spline ) 未 知 S"(xo) =0， 
〈 常 用 的 方法 ) Sr ) =0 
外 推 样 条 (extrapolated 
， 一 1 
spbline)( 由 在 *,*, 处 的 二 Sn) -SC ) -[SCo) -sx )] 
4 | 阶 导数 外 推 到 8%(so) ;由 在 | 未 知 ， ， 
< ix 处 的 二 阶 导数 外 So = LS) 一 C ) 
推 到 S5(x,) ) 
对 于 Yxefxo'xz ,有 Sr) = 一 0 
线 结 尾 条 raboli- 
5 抛物 线 结 尾 样 条 (para 未 知 对 于 yxels 1 有 ss =g 
cally terminated Spline ) 
例如 , 取 S(xo) =S (co) xz) =S (az 1) 
点 译 率 - 
。 和 二 给 定 $ (ro) =mo,S (xz ) = 六 
二 at - Ste( 
Bo urvature-adjuste 例如 , 取 g(tx) -ss ys ) -so 
Spbline ) 





6.7.4 用 一 阶 导 数 计算 的 几 种 样 条 函数 


我 们 可 以 证 明 ,在 给 定 了 表 6 -7 中 六 种 端点 约束 条 件 之 一 时 , 则 定理 6. 11 
的 (6. 65) (6. 66) 和 推论 6. 3 的 (6.72)、(6.73) 分 别 有 唯 一 解 ,由 插值 多 项 式 
的 唯一 性 , 故 $,(x) 被 唯一 确定 . 同时 也 推导 出 分 别 用 一 阶 导 数 或 二 阶 导 数 计算 








6.7 三 次 样 条 及 其 MATLAB 程序 437 


这 几 种 样 条 函数 的 两 类 计算 公式 . 
定理 6. 12 (端点 调整 曲率 样 条) (1) 如 果 定 义 三 次 样 条 函数 S.(x*) 在 区 
间 端 点 的 二 阶 导数 $.(xo) =mo 和 3"(x。) =mm，, 则 存在 唯一 的 三 次 样 条 函数 
S (xz)=fs(xz)，xe[z yi=12 |， 
且 S.(x) 在 每 个 子 区 间 [x 2 ] 上 的 三 次 多 项 式 s (xz) (=1,2,…，)) 为 
(6. 65) 式 , 即 


SCxz) =sS (xz) = 和 (4 一 2x;， | +2x)( za) 十 


1 一 1 


4 +2x; -2x)(x 一 Xi ) 二 








请 

Yi- Yi 

大 (COX 一 2 (一 “大 (xz -xD (x 一 ai)， 

-1 i 1 

其 中 5 (xi 1) =7 1 SC ) = (=0,1,… 胃 ) 是 三 对 角 方 程 组 

2 Ao 70 do 

HL 2 Ai yi d 
2 从 地 

和 ” 2 | -| ” (6.81) 

HA 2 : : 


AH 2 人 力 
的 解 , 且 (6.81) 有 且 只 有 唯一 解 . 其 中 
天 


宇 


。 1 一 
刀 =Xi 一 Xi 1 (=1,2，…, 有 ) ， = + 天， 入 = 








上 Ai 
4 =3| Or 7)+(0o yz)] G=12 -1)， (6.82) 
刀 刀 ， 


72opo 


4 -3 ( ) me -， (6. 83) 
2 9 ” 六 ， 7 一 -1 十 2 ” ” 


(2) 当 取 mo =Ss(xo) =8S (zi) ms=S xz) =S (zi) 时 , 则 (6.81) 的 系 
数 是 (6. 82) 和 





3 
Ao =1;,A。 =1, 由 = 大 ( -yo) 
0 





4 4 
ho =2:n =2:d= 广 (7 加 = 一 yn (6. 84) 
0 nm-1 
证 明 (1) 由 S? (xzo) =mo,S (xz ) = 本 和 (6.68) ,(6.69),(6.66) 式 ,得 
， ， 3 7 0 天 
2 + 2 
Hi +27: +TAiyi1 = (=1,2, 于 -1)， (6. 85 ) 


7 大。 -j 


2 





， ，_ 3 
-+2yn = 和 (7 一 1) + 
中 一 1 
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把 (6. 85 ) 式 写 成 矩阵 方程 (6. 81) ,其 中 系数 为 (6. 82) 和 (6. 83). 因为 
(6.81) 式 的 系数 矩阵 具有 严格 对 角 占 优 的 优势 , 即 主 对 角 线 上 的 元 素 的 绝对 值 
大 于 该 行 的 其 他 元 素 的 绝对 值 之 和 ,所 以 (6. 81) 式 的 系数 抢 阵 是 非 奇 异 抑 阵 . 
因此 和 抢 阵 方程 (6.81) 有 且 只 有 唯一 解 . 

(2) 当 取 me =8S(xo) =S (xi), ms=Si(xz) =S (zi) 时 ,由 (6.62) 和 
(6. 63) 式 ,得 

， ， 6y。 6yY| 470 27i 
mo = (xzo) =5 (xzo) = 一 尼 十 尼 一 本 一 下 ， 
6y。 67， 2yo 471 


mo = SCxi ) =s1 (xi ) 三 大 一 情 十 及 十 反 








67-， 67。 47 27， 
有 _， 及 _， 凡 _， 


mn =Ss(xn-1) =sSn(xo-i) = 一 





6 6 
=S"(x) =(z) = 


久 1 太 。， 大 1 





代入 (6.85) 式 , 解 得 ， 
和 天 4 
270 + 271 = 太 (yi -yo ) ， 
0 
Hi +T27: TAI = 二 (=1,2，) 于 1)， (6.86) 


了 了 4 
27。-1 + 27。= 瑟 (7y。 一 -1 ). 
下 一 上 


把 (6. 86) 式 写成 矩阵 方程 (6. 81) ,其 中 系数 为 (6. 82) 和 (6. 84). 因为 
(6.81) 式 的 系数 矩 阵 具 有 严格 对 角 占 优 的 优势 , 即 主 对 角 线 上 的 元 的 绝对 值 大 
于 该 行 的 其 他 元 的 绝对 值 之 和 ,所 以 (6. 81) 式 的 系数 矩阵 是 非 奇 异 的 ,因此 和 拖 
阵 方 程 (6.81) 有 且 只 有 唯一 解 . 

注意 ”从 几何 角度 分 析 ,通过 对 9 (xo) = mo,S' (zx ) =mm。 赋值 ,可 以 调整 
区 间 端 点 的 曲率 ,使 得 S.(x*) 与 zx) 的 误差 更 小 . 

推论 6. 4( 抛物 线 结尾 样 条 ) ”如果 取 被 插值 函数 y =/(x) 的 端点 约束 条 件 
为 对 于 任意 xe [xo,x;] ,有 SS"(x*)=0, 且 对 于 任意 xse[x, xz] ,有 3 (xz)=0， 
则 存在 唯一 的 Ax) 的 三 次 样 条 函数 S,(*) , 且 $.(x) 在 每 个 子 区 间 [x -xi] 上 
的 三 次 多 项 式 s (xz) (i=1,2，…m) 为 (6.65) 式 ,其 中 3 (xi ) =705 Si) = 
yi=1,2,…a) 是 三 对 角 方 程 组 (6.81) 的 解 , 且 (6.81) 有 且 只 有 唯一 解 . 其 中 
和 拖 阵 方程 (6. 81 ) 的 系数 为 (6. 82) 和 (6. 84). 

证 明 由 8S"(xo) =S" (xz ) =0 和 3(xz) =S(x) =0, 得 

mo =S (xzo) =S (zi) =c 和 ms=83 (xi) =S xz) =c.， 
由 定理 6. 12 的 (2) 得 到 结论 . 
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注意 ”端点 约束 条 件 为 对 于 任意 xse [xx ], 有 35(x)=0, 且 对 于 任意 x 
<s[x,ixs], 有 SS.(x)= 王 0, 使 得 三 次 多 项 式 8,(x) 退 化 为 二 次 多 项 式 ( 见 例 
6.7.5). 

推论 6. 5( 自然 样 条 ) 如果 已 知 被 插值 函数 y = 扎 x) 在 两 端点 的 二 阶 导 数 
jx) = 大 (x) =0, 取 端点 约束 条 件 为 8:(x) = (xz ) =0, 则 存在 唯一 的 三 次 
样 条 函数 S.(*) , 且 $,(x) 在 每 个 子 区 间 [x, ,xi 上 的 三 次 多 项 式 s(xz) (=1， 
2,… 必 ) 为 (6.65) 式 ,其 中 SC) =75S xi) =Y =1,2, ma) 是 三 对 
角 方 程 组 (6. 81 ) 的 解 , 且 (6.81) 有 且 只 有 唯一 解 . 其 中 抢 阵 方程 (6. 81 ) 的 系数 
为 (6. 82 ) 和 


3 3 
Ao=1， pl dt= 六 yo)， 中 = 有 (一 加 -0 《6. 87) 
0 nm -1 


证 明 因为 S"(x) =mo=0,9:(xz) =ms=0, 根 据 定 理 6.12 的 (1) 中 
〈6. 85 ) 式 为 


3 
27yo +y = 庆 (y， -yo) ， 
0 
Hi +271 二 Ai = (=1,2,…,m -1)， (6. 88 ) 


里 上 3 
yw- +2yn = 有 (7 一 思 -1)， 
于 一 1 


把 (6. 88 ) 式 写成 矩阵 方程 (6. 81) ,其 中 系数 为 (6.82) 和 (6. 87). 因为 (6. 81) 式 
的 系数 矩阵 是 严格 对 角 占 优 ,所 以 (6.81) 式 的 系数 矩阵 是 非 奇 异 的 ,因此 和 抢 阵 
方程 (6.81) 有 且 只 有 唯一 解 . 

注意 ”自然 样 条 是 柔软 而 有 弹性 的 细 长 木 条 经 过 所 有 的 节点 ,自然 弯曲 所 
画 出 的 曲线 ,但 让 端点 的 斜率 自由 地 在 某 一 位 置 保持 平衡 ,使 得 曲线 的 播 摆 程 度 
为 最 小 . 它 对 有 多 位 有 效 数 字 精 度 的 试验 数据 进行 曲线 拟 合 时 很 有 用 ， 

推论 6. 6( 压 紧 样 条 ) “如 果 已 知 被 插值 数 y =Fx) 的 一 阶 导 数 76 = 
六 (xzo) 和 7 = 六 (xz), 取 端点 约束 条 件 为 S.(xo) =y0,S.(xz) =7 存 在 唯一 的 
三 次 样 条 函数 S,(*) , 且 $,(x) 在 每 个 子 区 间 [x 2] 上 的 三 次 多 项 式 5 (xz) 
=1,2,…)) 为 (6.65) 式 ,其 中 S xz) = 鸭 SC ) =Y5 =1)2， 7) 
是 三 对 角 方 程 组 (6. 81) 的 解 , 且 (6.81) 有 且 只 有 了 唯一 解 . 其 中 和 抢 阵 方程 (6. 81 ) 
的 系数 为 (6. 82) 和 


AM =0,1 =0,， du =27/，d, =27. (6. 89) 
证 明 由 3S2(xo) =76,3S.(x。) =y 和 (6.66) 式 ,得 
27o =270， 
YL +27+A7 =d (=12, -1)， (6. 90) 


27，=27，. 
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把 (6. 90) 式 写成 矩阵 方程 (6. 81) ,其 中 系数 为 (6.82) 和 (6. 89). 因为 (6. 81 ) 式 
的 系数 矩阵 是 严格 对 角 占 优 , 所 以 (6. 81) 式 的 系数 矩阵 是 非 奇异 的 . 因此 和 卸 阵 
方程 (6.81) 有 且 只 有 唯一 解 . 

注意 ”因为 压 紧 样 条 在 端点 有 和 斜率. 从 几何 角度 分 析 , 当 和 柔软 而 有 弹性 的 细 
长 木 条 受 外 力 使 其 经 过 所 有 的 节点 时 所 画 出 的 曲线 是 压 紧 样 条 . 它 对 需要 绘制 
经 过 多 个 点 的 光滑 曲线 的 绘图 员 提 供 帮 助 . 

例 6.7.1 观测 得 函数 y = 卢 *) 在 若干 点 处 的 值 为 K0) =0,AK2) =16, 帮 4) 
=36,F6) =54, 几 10) =82 和 六 (0) =8,j(10) =7. 试 求 Fx) 的 三 次 样 条 函 
数 , 并 计算 拟 3) 和 扰 8) 的 近似 值 . 

解 (1) 令 x=0,x =2,x，=4,x3 =6,xi4 =10,yo=0,y =16,y， =36,73 = 
54,y4 =82 和 7o =8,74 =7. 

根据 题 意 知 所 要 求 的 三 次 样 条 函数 为 压 紧 样 条 ,根据 推论 6. 6 计算 








jo = 帮 = 六 = 了 ,Ps =4,Ao=0,Ai = 天 1 -元 ， 
0 】 
忆 天 
A = 二 ,7 1 = 于， 
1 2 2 3 


I 2 ， 
,ja =1-Az = =1-A3 = 二 =0,do=2yo=16， 


Hi =1 一 Ai = 2 3 


1 

2 
从 1 1 

d =3 引 笃 (7 -yy ) +2(7 -7 )] =3[ 二 (16-0) + 二 (36 -16)| =27,， 
A 尹 ， 4 4 


-3[ 锋 A: -3[L(36_16) + 工 (54 -36y| = 了 
由-=3[ 征 (P -7) + 是 (0s -入 )] = 引 [天 (36-16) + 下 (54-36 川 = 本 ， 


23 A3 二 了 工 一 工 一 三 
几 =3[ 乱 (> -六 ) +( 六)] =3 引 本 (54 36) + 1(82 54) | =25， 


dd =2y' = 14. 
根据 (6. 90) 式 ,得 和 抢 阵 方程 
2 0 

2 2 ， 27 
y1 57 
1 1 ,| | 57 
二 三 2 | | 2 

7y3 
工 》 ， 25 
2 3 7y4 14 

0 2 


解 得 yi =9, 六 =10, 六 =8. 代 人 (6.65) 计 算 样 条 的 系数 可 得 三 次 样 条 为 
Si (xz) =4z(3 -2x) +2x(z -2)7 + 和 o(z -2)， 0 和 x 和 2 ， 
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5(z) =4(z-1)(z-4)2+9(5-z)(z-2)2+(x -2)(z-4)2+(x- 
4)(x -2) ，2<x 和 4， 

oz) =9(-3+z)(z-6)2+ 宁 (7 -z)(z 424+(x-4)(z -6)2+2(z- 
6)(z -4)2，4<x<6， 


(zx) = 从 (xz -4)(x -10)? + (12 _zJ(xz -6): + 本 (xz -6)(s _10)2 + 


芭 (x-10)(z-6)?,6<xs10 


计算 得 A3)=s(3) =25.75 和 8)=s (8) =68. 5. 

从 例 6.7.1 可 以 看 出 ,用 手工 计算 三 次 样 条 郴 数 很 复杂 ,根据 推论 6. 6 现 编 
写 下面 的 计算 压 紧 样 条 函数 及 其 记 Ci=1,2， nm) AidCi=1)2, ,一 
1) 和 线性 方程 组 (6. 90) 的 解 的 MATLAB 程序 ,读者 使 用 时 ,只 需 输 入 节点 (x,， 
7) (=0,1,2, mn) xz) 和 广 (x) 的 值 即 可 . 

计算 压 紧 样 条 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 : 世 和 了 分 别 是 由 节点 (*,y) (=0,1,2,…,a) 的 横 坐 标 和 纵 坐 
标 组 成 的 向 量 ,dy0 = 太 (xzo) ,dyn = 矿 (x。). 

输出 的 量 :m 是 瑟 的 维 数 , 吾 ,jambda ,ma 和 万 分 别 是 由 六 (=1,2,…， 
nm) ,Ai 和 di=12,… -1) 的 坐标 组 成 的 向 量 ,4 是 (6. 90) 式 的 系数 气 
阵 ,47 是 线性 方程 组 (6. 90 ) 的 解 向 量 ,s 是 压 紧 样 条 函数 . 


function [fm,H, Larmnbdaa,mu,D,A,dY,sK] =ClampedSsSp(X,Y,dy0 ,qdqyn) 














mm=1ength( 基 );A=Zzerosktmm)i mn=i-1; 
H=zeros(1,n); lambdqa =zeros(1,n); 
mu =Zzeros(1l,n);lLlambda(1)=0;RA(1,1) =2;A(1,2) =Lambaa(1); 
D=zeros(1,n);HCL) =X(2) -XC1)3ima(1) =1 -1lambdqa(1);D(L) =2*dy0i; 
forz K =1:n 
hk =X(kK+1)-Xk);HCk+1)=hki 
enQ 
H=H(2:n+1); 
for K=13:n 一 1 
larmbdak =HCk)A(CHCK) +HCK+1))3 Iambaa(k+1)=Iambdaki; 
muk =1 -lambda(k +1);mnu(k) =muk; 
Qk =3+*(fma(k).*(YK+1)-Yk)). HOCk))+(larmnbada(k+1T).*r(Y(K 
+2)-Y(GK+1)).ZHOK+1LI)))s 
D(K+1) =dGk; 


emna 
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D(m) =2 * aynimu(n) =0; nyH;1LambdaymuiDi; 

for 奔 =1:m 一 二 

RAR(i,i)=2;aA(m,m) =2; Ri,i+l)=1lambda(i);RACi+l,i) =maCiy)i 

endQ 

aaY =RAND '; 

SYmS 区 

m=1length(xX);S =zeros(m-1,1); 

for K =2:m 

sk =Y(k -1)*((HK-1)-2*X(k-1)+2*Xx)*(Xx-XKk)) 2)/ (CHCK- 
1)*3)》+Y(k)*x((HK-1)+2#*XK) -2*Xx)*(X-Xk-1)) 2)/(CHOK-I) 3) + 
GaY(k -1)*((x-Xk-1))*(x-XKk))*2)(HCkK-1)2)+dy(k)*((x-XKk)) 
*(X-X(k-1))*2)7(CHCk -1) ”2) 

end 

例 6.7.2 用 计算 压 紧 样 条 的 MATLAB 主 程序 Clampedsp .m 求 例 6.7.1 
的 问题 . 
解 ”保存 clampedSsprenm 为 M 文 件 ,输入 程序 
>>X=[0:2:6,10],Y=[0,16,36,54,82],dqy0 =8,qyn=7， 
[m,H,1lambda,mu,D,A,dY,sk] =ClampedSp(X,Y,dqy0 ,dyn) 
运行 后 输出 压 紧 样 条 函数 % ,下 的 维 数 严 ,由 疡 -Ci=1,2, 2) ,Ai 和 号 (= 
1,2,…,m-1) 的 坐标 组 成 的 向 量 吾 ,jambda ,mu 和 万 ,(6. 90) 式 的 系数 矩阵 4， 
线性 方程 组 (6. 90) 的 解 向 量 47 如 王 

SK = 

2*r(6-2#kX)*kX2 +2 亲 Xyk(X-2) 2+9A4y(X-2)+rxXx`2 

SK = 


?9 


2r(-2+2*xXx)*#*(x-4)*2+9/2*#k(10 -2*X)*(Xx-2)2+9/ 4*(X- 
2)*(x-4)*2+5/2*#k(X-4)*(x-2) ”2 
SK = 
97《A2x(-6+2#X)#k(X-6)2+27/A4*(14 -2*X) 本 (X-4) 2+5/2 闷 
(X-4)*(x-6)*2+2*+k(x-6)*(xX-4) 2 
SK = 
27 /32*(-8+2xkX)+*(x-10) ”2 +41/32* (24 -2#yXx)#k(XxX-6) ”2 +1/ 
2*(x-6)*(x-10)*2+7/16*x(x-10)*(x-6) 2 
m = 
5 
H = 
2 2 2 4 


1ampbdqa = 
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0 0 .5000 0 .5000 0 .3333 


Inu = 
0 .5000 0.5000 0.6667 0 
D = 
16.0000 27.0000 28.5000 25.0000 14.0000 
及 = 
2.0000 0 0 0 0 
0.5000 2.0000 5000 0 0 
0 0.5000 2.0000 0 .5000 0 
0 0 0.6667 2.0000 0.3333 
0 0 0 0 2.0000 
QY = 
8 .0000 
0000 
10 .0000 
0000 
7.0000 
输入 程序 
>> X=3， 


S2 =2*y( -2+2#X)*(X-4) 2+97/2 交 (10 -2#X)(X-2) 2+97/ 4 
(X-2)+r(Xx-4)2+5A2+k(X-4)*(XxX-2) 2 
x=8， 
s4 =27/32*#( -8+2*+X)*(XxX-10)2+41/32*+(24 -2*X)*(X-6) 2 
+172*x(x-6)*(x-10)*2+7716*(x-10)*(x-6) “2 
运行 后 输出 几 3) =s(3) 和 岂 8)=s%(8) 的 值 如 下 
X = S2 = X = S4 = 
3 25.79500 8 68 .5000 
例 6.7.2 和 例 6.7.1 计算 的 结果 完全 相同 . 
根据 推论 6.5 编写 了 下 面 的 计算 自然 样 条 函数 及 其 六 .Aid 和 线性 方 
程 组 (6. 88 ) 的 解 的 MATLAB 程序 ,读者 使 用 时 ,只 需 输 入 节点 (2 7) (=0,1， 
2,… ,有 ) 即 可 . 
计算 自然 样 条 的 MATLAB 主 程 序 
输入 的 量 : 生 和 了 分 别 是 由 节点 (zi7) (=0,1,2,… 汉 ) 的 横 坐标 和 纵 坐 
标 组 成 的 向 量 . 
输出 的 量 :m 是 瑟 的 维 数 , 吾 ,jambda ,ma 和 万 分 别 是 由 太 ，(i=1,2，…， 
za) ,Ai 和 d (=1,2,… 和 -1 的 坐标 组 成 的 向 量 ,4 是 (6.88) 式 的 系数 拖 
阵 ,dy 是 线性 方程 组 (6. 88 ) 的 解 向 量 ,sx 是 自然 样 条 函数 . 
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function [m,H,1ambaa,mu,D,A,dqY,sSKk] =NaturalSp(X,Y) 
m=1length(X);RA=2zeros(tm,m);in=m-1， 
H=zeros(1,na); iambda =zeros(1:,n); 

mu =Zzeros(1,n);lLambdqa(1)=1;aA(1.1) =2;A(1,2) =1ambda(1); 
D=zeros(l,n);H(1) =X(2)-X(1L)imnul(1l)=13D(1)=3*x(Y(2)-YCL)); 


for KK =1:Dm 
hk =X(K+TI)-XCK)3HK+1L) =hk; 
enQ 


H=H(2:sn+1)i; 

or KK=1:n- 工 

1ambdak =H(k)v(HCk)+HOK+1L1)) lambda(k+1)=1ambdaak; 

muk =1 -Lambda(k+1T);mu(k) =muki 

GQKk=3x((mnu(k).*r(Y(K+1)-YCK)).ZHK))+(Lambda(K+1).#*(Y(K 
+2)-Y(Gk+1)).ZHOK+1LT))) 

D(k +1) = dk; 

endQ 

D(m) =3*(Y(m) -Ym-1))Hm-1l)imnugn) =1; nrH;LambdaimuiDi 

for 工 =1:m 一 】 

Riih)=23a(mm) =2;yaAi,i+l)=1lIampda(i);yRai+li)=mu(i)i 

enmQ 

GY=AND 

SYmS XX 

Im=1ength(X);S=Zzeros(m-1,1); 

for K =2 :Im 

SK=Y(K-1)*((HECK-1L1) -2*Xk-1)+2+xXx)*y(x-XK)) 2) (HKk- 
1)2*3)+Y(K)*((CHOK-1)+2*#X(K) -2*X)*(X-XK-1))2)7ZCHCK -1) 3) + 
GY(k -1)*((x-X(Kk-1))*(x-Xk)) 2)7CHEGK-1) 2)+aY(K)*( COX-XCK)) 
半 (X-X(K-1)) 2)A(CHECK -1) 2) 

enaQ 

例 6.7.3 ”用 计算 自然 样 条 的 MATLAB 主 程序 Naturalsp .mm 求 例 6.7.1 
的 问题 . 
解 ”保存 NaturalSp.m 为 M 文 件 ,输入 程序 

>> X=[0:2:6,10],Y=[0,16,36,54,82],dGy0 =8,dqyn =7， 

[m,H,1L1ambda,mu,D,A,dY,sKk] =NaturalSp (X,Y) 
运行 后 输出 自然 样 条 函数 %， 五 的 维 数 严 , 由 大 (=12， 4) ,AAA 和 
4 (=1,2,… 光 -1) 的 坐标 组 成 的 向 量 豆 ,Jambda ,ma 和 嘱 ,(6.88) 式 的 系数 
和 抢 阵 4 ,线性 方程 组 (6.88 ) 的 解 向 量 7 如 下 


SK = 
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2*(6_-2#xx)xx*2+915/172*xk(x-2)*2+117/86*k(x-2)*x*2 

SS 长 = 

2*#(-2+2*xx)*#(XxX-4)^2+9A2#k(10 -2+X)*(x-2)”>2 +117 /86 
(x-2)*#(x-4)*2+4717172y(x-4)*(x-2) “2 

SK = 

97《X2+r(-6+2#X)*(x-6)2+27/A4:#(14 -2#X)x(X-4) 2+4717 
172*(x-4)*(x-6)*2+333/172*(x-6)*(x-4) 2 

SK = 

27 [32#( -8+2kX)*#(x-10)2+417/32*k(24 -2*X)(X-6) 2 + 
333 /688*#*(xX-6)*x(X-10)^2+285/688*(X-10)*(Xx-6) 2 


了 = 5 
也 = 2 2 2 4 
1ambda = 1 1 /2 1 /2 1 /3 
mu = /2 7/2 27/3 工 
D = 48 27 57 /2 25 21 
及 = 
2 1 0 0 0 
1 2 1 2 0 0 
0 1 2 2 1 2 
0 2 2 IT 人 A 
0 0 1 2 
QY = 
915 /43 
2347/43 
471 /43 
333 /43 
285 /43 
输入 程序 
>> X=3， 


S2 =2*( -2+t2#X)*y(X-4) 2+9/A2#k(10 -2 村 X)k(X-2) 2+1177 
86*(XxX-2)+(x-4) 人 2+4717/172*(Xx-4)*(XxX-2) 2 

X=8， 

s4=8s4=277/32*x( -8+2*x)k(XxX-10)*2+41732+k(24 -2*+X)*(Xx 一 
6)*2 +333/688*(Xx-6)*(X-10)*2+285/688*(Xx-10)*(X-6) ”2 
运行 后 输出 大 3) =s (3) 和 有 态 8) =s(8) 的 值 如 下 

X = S2 = X = S4 = 

3 24.6221 8 68 .5581 


例 6.7.3 和 例 6.7.2 用 的 方法 不 同 , 所 以 计算 的 结果 不 同 , 但 是 两 种 方法 计 
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算 的 结果 相近 . 
6.7.5 用 二 阶 导数 计算 的 几 种 样 条 函数 


给 出 了 用 定理 6. 11 的 (6.65)、(6.66) 计 算 样 条 函数 的 公式 . 下面 由 推 

论 6.3 3 72) (6.73) 和 在 给 定 了 表 6 -7 中 六 种 端点 约束 条 件 之 一 时 ,可 以 

证 明 S$,(x) 被 唯一 确定 ,同时 也 推导 出 用 二 阶 导 数 计算 这 几 种 样 条 函数 的 计算 
公式 . 

推论 6. 7( 外 推 样 条 ) ”如果 取 被 插值 函数 y =Jx 2 证 罗 于 全 人 

S(xo) =Ss(xi) -和 [3:(m) -Si (zi)],S (xs) =S7 (xz 1) 一 2[S:(x -1) - 


SCxz。_a)] ， 则 存在 唯一 的 所 zx) 的 三 次 样 条 函数 S.(x*), 且 3。 (计生 个 了 区间 
和 ) (=1,2,… 和 az) 为 (6.72) 式 , 即 


7 (2%， 
SCx) =S (ZX) = 2 os 襄 2() 十 


Pi 1(x 3 本 一 %) ， 
其 中 S"( xi) 和 SCxi_1) (人 =1,2,…,a) 是 线性 方程 组 


大 瑚 2 
(ax 2 + 下 Sm) + 必 天]S5(m) = 由 ， 
1 1 


记 ,S"(xz， ，) +2( 放 + 及 )S"(2 ) +RS (xz  ) = (=2.3,…-2)， (6.91) 














刀 
(5 和 se ) + 3 汪 ]S5(x = 
了 S7 (2 ) 
的 解 , 且 (6.91) 有 且 只 有 唯一 解 . 其 中 A 1 = 和 1 6 太 ，g; = 
yi 3 (xist) Ji 一 人 . 
一 -用 . ， 二 一 . 二 -一 L 二 1 2 2 四 
户 ， 6 彤 ; ,pb; 玉 ， 1; 6(b， D 1) 人 3 和》 ,于 ) 


证 明 根据 推论 6. 3 可 知 外 推 样 条 为 (6.72) 式 , 且 S$.(xz) 和 SS (xi) (= 
1,2,…,nm) 是 (6.91) 的 解 . 由 于 (6. 91) 式 的 系数 矩阵 是 严格 对 角 占 优 ,所 以 
(6.91) 式 的 系数 矩阵 是 非 奇异 矩阵 . 因此 和 扼 阵 方程 (6.91) 有 且 只 有 唯一 解 . 

注意 ”外 推 样 条 等 价 于 端点 x%,x。 处 的 三 次 多 项 式 曲线 是 由 相 邻 区 间 上 的 
三 次 多 项 式 曲线 的 扩展 形成 的 样 条 ( 见 例 6.7.4). 

定理 6.13 ”如果 $.(x) 是 定义 6.5 定义 的 y= 帮 xz) 在 点 (xyi) (=0,1,2， 

,mn) 处 的 三 次 样 条 函数 ,给 定 了 表 6 -7 中 六 种 端点 约束 条 件 之 一 , 则 存在 唯 
一 的 Ax) 的 三 次 样 条 函数 S.(x) , 且 3$.(x) 在 每 个 子 区 间 [x,- xi] 上 的 三 次 多 
项 式 (xz) (=1,2，…,z) 为 


SCX) =ci3(xY 一 xD) +cia(xz 一 xD) +c(x-%il) 十 Cio， 
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4: 几 - 几 1 
co [23 十 3 (二 )]， 


-本 二 [55(w) -中 (iD]， (6. 92) 


3 运 “ 的 


而 S(x2) 和 SCz) (=1,2,…,a) 可 以 由 线性 方程 组 (6.73 ) , 即 
帮 认 SU 志 二 让 十 2( 太 -1 王 和 5 矶 ) 下 


尼 





玫 5 
=6 人 芭 汪 人 次 和 6. 93 
| 元 证 )6 n) (6.93) 


与 下 面 给 出 表 6 -8 所 示 的 六 种 样 条 端点 约束 条 件 之 一 的 方程 组 联 立 , 解 出 唯 


一 解 SC(z ) 和 3.(x ，)， 
表 6-8 和 










”公告 有 (4 和 S*(x。) 的 方程 





















1 1 _ 二 SCX1)》 
压 紧 样 条 7 
] (Clamped Spline ) sw ) 
站 办 2 1 站 Xn -1 
| 已 知 -一 阶 导 数 ) 2 
5 周期 端点 样 条 | Se(xo) =So(xs)，S(xo) =S (ws)i 
所 xzo) = 帮 x) S%(xo) =S(x。) 
自然 样 条 S"(xo) =0， 
(Natural Spline) 人 5 人 2 放生 各 
各 1 1 
外 推 样 条 SS 一 [3 各) 一 S (5)] 


下 lated Spline 大 
(Extrapolated Spline) | (二 Se 人 EC =32K( 区 9] 
下 一 2 








结 
殷 物 线 结尾 样 条 (3 +2 思 )S (xi ) + 甩 S (xz ) = 了 
汪 (Parabolically Terminated 
(21 二 3 -1)S2(x -1) 十 太 232 (zi) = 怀 -， 
Spline) ， 
端点 调整 曲率 样 条 hosSs(xo) = 凤 一 2(ho + 加 )S" (xi) 一 放 S(Cx，) 
6 (End-point 


Pi-1So (za ) = 屿 -1 一 2( 有 下 ii)S7(x ) 一 大 2S"(z ，) 
Curvature-adjusted Spline) ， ) 5 1) 


一 vv 








例 6.7.4 求 经 过 点 (0,0) ,{ 1 ,到 ,(2,2) ,[3, 到 } 的 外 推 样 条 函数 
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解 (1) 根据 推论 6.7 计算 
彤 二 Mi 一 Mi-1 =1,1=1,2,3， 





厂 2 
wu =6( 有 -号 ) =6，w =6( 六 - 国 ) = -12 
(2) 根据 (6.91) 式 ,得 线性 方程 组 


及 天 
(an +27 + 天]55(w) + 人 - 姑 ]53(m) = ， 
1 | 


3 


2 


几 站 /2 1 
必 天] + 人 (2 + 3 有 + 天 ](w) = ， 
] 


6 0\、1S7(Cxi) 6 
民 (so 人 (过 
解 得 S"(z,) =1,SY(x) = - 
(3) 将 8 (xz ) =1,S?(o) = -2 代 人 端点 约束 条 件 


六 
Si(xzo) =3S.(xzi) -元 [S5(2) -Si (xi)]， 


其 矩阵 方程 为 


SCxn) =S (x_i 





(xi) -SCx az)] 
中 ,得 S (xzo) =4,S3 (xs) = 一 5. 


_ 加 Se(xo) 1 之 So _ 工 
Po 一 有 6 0 一 3 9 一 有 6 0 3 ， 

















Sa _ 2 Sa(s2) -了 
六 一 有 6 1 3? 1 形 ， 6 1 3 ， 

_ 2 SC 了 0 -了 
站 6 2 一 3，942 一 大 6 2 3 ， 


(4) 将 (3) 的 计算 结果 代 人 (6. 72) 式 计算 样 条 的 系数 可 得 三 次 样 条 S$.(x) 
二 | s， (x% ) ， xxe[xzi ixi]， zi = ,2,3 | 为 











乞 So(2i 
(= os -7 2 -ma -人 -go(m 人，0<xsl， 
Su (X) = 交 Su 一 区 ) -4%)3+Ppi(z -xX) -gz -X)，1<x 乏 2， 
Si (x) = so 开 )) x -X%)3+P(x -X%) -go(xz2 一 %)， 2 近 X% 委 3， 





即 
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2 3 和 2 1 
二 (1 -34+2 -012)+ 工 <x sl 
(1 -过 ) ”+ 6 本 人 区 ) 十 3 ， 0 生 x 反 1 ， 
1 3 上 3 ， 工 7 
S,(Y) = 百 (2 一 5) + 本 (1=2) + 本 (2 一 x) -本 (1-*)， “ 工 和 xx 之 2， 


1 3 5 _ 73 了 2- 
-了 (3 2%) + 二 (2 X) + 了 (3 X%) 了 (2 X) ， 2 和 xx 近 3. 


例 6.7.5 求 经 过 点 (0,0) ,(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5) 的 抛物 线 结 尾 样 条 
函数 . 

解 〈1) 将 例 6.7. 4 中 计算 的 值 记 ，=x -和 =1=1,2,3,00 =0.5,0 = 
1.5,b = -0.5,2 =6.0,2 = -12.0 代 入 表 6-8 中 抛物 线 结尾 样 条 的 端点 约 
束 条 件 (”=3) 

(3A +2 帮 )S" (xi ) 二 用 S7 (xs ) = 已 
(2P +3h。 1)S (xn ) + 2So(x az) =Un il， 
即 
(3 +2)S"(x,) +S" (xz ) =6.0， 
(2+3)S"(x) +S (xz ) = -12.0. 


5.0 1.0 Sex ) 16.0 
0 ollso-( ad 

解 得 9:(x) =1.75,S9(x ) = -2.75. 

(2) 由 于 在 每 个 端点 的 子 区 间 [0,1] ,[2,3] 上 sw" (xz) =0, 从 而 S,(x) 的 二 
阶 导 函 数 S (xz) 在 [0,1],[2,3] 上 分 别 为 常数 ,所 以 取 

Sr(x ) =So(z ) =175，So(w ) =S9(z) = -2.75. 

(3) 将 S (xi)G=0,1,2,3) 的 值 代 人 (6. 92 ) 式 计算 样 条 的 系数 可 得 三 次 

样 条 为 


其 矩阵 方程 为 


Si (xz) =0.875x -0.375x， 0 三 x 达 1， 
sx) =0.75(1 -x) +0.875(1-x) -1.375(1-x) +0.5，1<x 和 2， 
si (xzx) = -1.375(2 -x) -0.875(2 -x) +2.0， 2 三 x 么 3， 
即 
0. 87$x” - 0. 375x， 0 大 x 去 1 ， 
S,(x*) =10.75(1-x)2 +0.875(1-x) -1.375(1-x) +0.5,1< 近 x< 和 2， 
-1.375(2 -x): -0.875(2 -x) +2.0， 2 近 x 反 3. 
由 计算 结果 可 见 ,抛物 线 结 尾 样 条 函数 在 每 个 端点 的 子 区 间 [0,1]j,[2,3] 
上 退化 为 二 次 函数 . 
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6.7.6 用 MATLAB 计算 三 次 样 条 


分 段 三 次 样 条 择 值 的 计算 在 MATLAB 函数 库 中 有 现成 的 程序 ,在 计算 时 只 
要 直接 调用 即 可 . 计算 分 段 三 次 样 条 捅 值 的 MATLAB 程序 分 为 两 类 :一 类 是 默 
认 端 点 约束 条 件 的 MATLAB 程序 , 即 不 需要 用 户 输入 端点 约束 条 件 ,程序 运算 
时 自动 选取 ,进行 运算 ; 另 一 类 是 给 定 端点 约束 条 件 的 MATLAB 程序 , 即 需 要 用 
户 输入 端点 约束 条 件 ,程序 根据 输入 的 端点 约束 条 件 进 行 运算 . 详细 的 调用 方法 


见 表 6 -9. 表 6-10 和 例题 . 


根据 上 节 定 理 和 推论 编写 的 计算 压 紧 样 条 和 所 有 的 其 他 种 类 三 次 样 条 插值 

的 MATLAB 程序 为 spline .m, 输 入 端点 约束 条 件 的 MATLAB 程序 的 详细 地 调 
用 方法 参考 下 面 的 表 6 -9 和 例题 . 

表 6-9 计算 各 种 三 次 样 条 的 MATLAB 命令 


输入 端点 约束 条 件 的 MATLAB 命令 


YI =spline (X, [af0,Y,dfn],XI) 


spline (X，[af0,Y,dfn],xI) 命 令 的 主要 
功能 是 通过 用 户 输入 端点 约束 条 件 , 可 以 进行 计算 
函数 了 在 捅 值 点 向 量 刺 ; 的 元 素 处 的 压 紧 样 条 和 所 
有 的 三 次 样 条 内 插值 所 对 应 的 向 量 蕊 - 

如 果 输 入 的 节点 ((i ,Z(i) ) 的 横 坐 标 向 量 忆 
和 纵 坐 标 向 量 了 都 是 维 向 量 ,dKi 和 咏 分 别 是 三 
次 样 条 端点 约束 条 件 中 插值 区 间 端 点 的 导数 
S(x) =f(xo)， 3 (xz ) = 太 (xz。)，, 捅 值 点 向 量 马 ; 
是 普 维 , 则 运行 后 输出 的 插值 向 量 忆 也 是 mm 维 . 





艾 工 二 后 万 Tae1i(E 芝 XI) 


如 果 输 入 的 节点 (X(i ,ZY(i) ) 的 横 坐 标 向 量 天 

是 于 维 , 而 纵 坐 标 向 量 了 是 m+2 维 , 即 了 比 瑟 多 两 
个 元 素 , 则 了 的 第 一 个 和 最 后 一 个 元 素 被 用 作 三 次 
样 条 端点 约 东 条 件 中 插值 区 间 端 点 的 导数 , 即 
E(X) =YC3 232emnd = 工 )， 

可 下 人 天 出 瑟 人 关注 二: 吝 6 人 放 二 

Qf(max(X)) =Y(:,end) 
通过 用 户 输入 端点 约束 条 件 进 行 计算 函数 了 在 插值 
点 向 量 天 ; 的 元 素 处 的 压 紧 样 条 或 各 种 三 次 样 条 内 
插值 所 对 应 的 向 量 六 





PP=spline (X,Y) 





如 果 只 输入 节点 (下 (zi) ,7(i) ) 的 横 坐 标 向 量 天 
和 纵 坐标 向 量 ,或 将 了 用 [afo,Y,dfn] 替 换 , 则 


或 PP=spline (X,[af0,Y,dfn])| 运行 后 输出 三 次 样 条 插值 的 分 段 多 项 式 的 构成 信 


息 . 
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例 6.7.6 给 出 节点 的 数据 如 下 : 





-1.00 -0.54 0 1. 89 2. 06 2. 54 2. 82 3. 50 















=2:46，=3.26 = 87 0.05 1.65 2. 69 4. 56 7. 89 10. 31 


分 别 求 在 下 列 条 件 下 在 插值 点 x% = -0.02,x: =2.56 处 的 压 紧 三 次 样 条 插值 ， 
并 显示 该 样 条 函数 的 有 关 信 息 : 
(1) 端点 约束 条 件 为 39'( -1) =5,S'(3.50) =29. 16; 
(2) 端点 约束 条 件 为 S.( -1) =0,3S,(3.50) =0. 
解 (1) 输入 MATLAB 程序 
芝 和 =[-1.00 -0:54. 0.13 工 .12 1.89 2;.06.， 2.54 2.82 3.50]; 
Y=[ =2.46 --5 .26 三 二 省 首届 本， 工 265， 6 有 人 5， 冯 289 
工 0 1 区 三 [ 三 0 OZ，25 和 ]; 
王 工 三 ;总 河 工 于 五 丰 【其 [5 这 725. 二 三 工 ) 7 区 责 三 号 打 工 基 五 才 必 到 [572329:516] 记 
运行 后 屏幕 显示 压 紧 样 条 分 别 在 *, = -0.02,x, =2. 56 处 的 插值 和 该 样 条 函数 
的 有 关 信 息 如 下 


-3.1058 4.7834 
也 了 = 
Eorm: "PP 
breaks:[ -1 -0.54000.13001.12001.89002.06002.5400 2.8200 
3 .5000 ] 
coefs: [8x4 double] 
Pieces:8 
order: 4 
Qim: 1 
《2) 因为 端点 约束 条 件 为 S,( -1) =0,3$.(3.50) =0, 所 以 输入 MATLAB 
程序 
之 YY 工 三 已 矶 工 二 EX [0 ;六 ,0] XI) EBP 三 SBdzinEX [LO Y 0]7 
运行 后 屏幕 显示 压 紧 三 次 样 条 分 别 在 x, = -0. 02 ,xz =2. 56 的 插值 和 该 样 条 函 
数 的 有 关 信 息 如 下 
5 
-3 .0192 4.7501 
BR = 
form: "PP 
breaks: [ -1 -0.54000.13001.12001.89002.06002.54002.8200 
3 .5000] 
coefs: [8x4 double] 
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Pieces :8 
Order : 4 
Qim: 工 
另 一 类 调用 MATLAB 程序 计算 分 段 三 次 样 条 数据 插值 的 方法 是 用 户 不 需 
要 输入 端点 约束 条 件 ,程序 运算 时 自动 选取 ,进行 运算 . 这 类 软 认 端点 约束 条 件 
的 MATLAB 程序 的 详细 地 调用 方法 参考 下 面 的 表 6 - 10 和 例题 . 
表 6-10 计算 各 种 三 次 样 条 的 MATLAB 命令 
默认 端点 约束 条 件 的 MATLAB 命令 功 能 
interplL(X,Y,XT，spline ") 或 spline(X， 
Y,XI) 命 令 的 主要 功能 是 计算 函数 了 在 插值 点 向 大 
于 的 元 素 处 的 三 次 样 条 内 插值 所 对 应 的 向 量 世 
(1) 如 果 输 入 的 节点 (X(D ,Y(iD) ) 的 横 坐 标 向 
量 天 和 纵 坐 标 向 量 了 都 是 m 维 向 量 ,插值 点 同 量 蕊 ， 
是 严 维 , 则 运行 后 输出 的 插值 向 量 了 也 是 严 维 
(2) 如 果 输 入 的 节点 (() ,YY(i) ) 的 横 坐 标 向 
量 于 是 na 维 , 纵 坐 标 和 矩阵 7,., 的 行 数 与 区 的 维 数 " 
相同 ,插值 点 向 量 天 是 严 维 , 则 按 和 矩阵 了 的 每 列 进 
行 插值 运算 ,运行 后 输出 的 捅 值 符 阵 世 是 严 行 : 列 





YI -interpl(X,Y,XT，spline ) 
或 用 


YI -spline(X,Y,XT) 





1 


interpbpl(Y, XIT,，'， spline ') 或 spline(Y， 
XI) 命 令 与 查 表 的 作用 相同 .这 表 指 的 是 [于 ,了 j .要 
查 在 于 的 元 素 之 间 位 置 的 互 的 元 素 的 三 次 样 条 内 
插值 也 的 元 素 , 即 返回 值 

YI =interpl(Y,XxI，spline ) | interpl(Y,xT) 命 令 主 要 用 于 节点 (X(i) ,了 
(i ) 的 横 坐 标 向 量 于 的 元 素 是 1 到 的 自然 数 . 由 
于 interpl(Y,XI,，' pchip ') 是 interpl(X.Y， 
XI，pchip ) 的 特例 ,所 以 两 者 输入 和 输出 的 向 量 
或 矩阵 的 大 小 类 似 








例 6.7.7 在 默认 端点 约束 条 件 下 ,用 两 种 方法 计算 在 下 列 插值 点 处 的 三 
次 样 条 插值 . 

(1) 给 出 节点 的 数据 与 例 6.7.6 相同 ,插值 点 励 =2. 56; 

(2) 节点 (X( 让 ,7Y(i) ) 的 横 坐 标 向 量 居 从 -5 到 5 的 整数 , 纵 坐 标 向 量 
7=( -2.36.0.85,1.12,2.36,2.36,3,4,1.46,0.49,0.06,0) ,插值 点 向 量 17 
是 从 -4 到 4 的 11 个 等 分 点 . 

解 (1) 输入 MATLAB 程序 
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>>X=[ -1.00 -0.54 0.13 1.12 1.89 2.06 2.54 2.82 3.50]; 
Y=[-2.46 -5.26 -1.87 0.05 1.65 2.69 4.56 7.89 10.31]; 
XI =2.56; 
Y1 = spPLine (X,Y,XI),Y2 = interp1l(X,Y,XI，spline ") 
运行 后 屏幕 显示 三 次 样 条 插值 的 两 种 结果 如 下 
Y1 =4.7302:,Y2 =4.730 2. 
(2) 输入 MATLAB 程序 
>> X= -5:5;Y=[ -2.36 .851.122.362.36341.46 .49 .060]; 
XI =1inspace( -4,4,11)3;YL =spline(X,，Y,XI) ， 
Y2 = interplL(X,Y,XI，spline ") 
运行 后 屏幕 显示 
YT = 
0 .8500 .0203 工 .8857 2 .4779 2.3683 3.0000 
4.0656 2.5935 0.8247 0.4074 0.0600 
Y2 = 
0.8500 工 .0203 工 .8857 2.4779 2.3683 3 .0000 
4.0656 2 .5935 0.8247 0 .4074 0.0600 


例 6.7.8 设 函 数 态 x) = 和 25 定义 在 区 间 [ -1,1] 上 , 取 ”=10, 按 等 距 


节点 构造 分 段 三 次 样 条 函数 OO 试用 MATLAB 程序 计算 在 各 小 区 间 中 点 处 
分 段 三 次 样 条 播 值 S, (xio) 及 其 相对 误差 ， 
解 ” 记 节点 的 横 坐 标 zx; = -1+ 态 ,有 =0.2 (i=0,1,2,…,10) ,插值 点 % 


= 二 (zx + (=0.12…,9).S (xz) 在 小 区 间 [x ,zx ] (i=0,1,2,…,9) 
中 点 二 二 = 六 (和 +ms0) (=0,1,2,…,9) 处 的 三 次 样 条 插值 


So(x = 广 L[Lz) +KaisD)] =01.2，9 


的 相对 误差 公式 可 以 表示 为 





所 ai 一 So(zi) 
人 败 xi) 
下 面 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 插值 Su(xi,i) 及 其 相对 误差 
1RioC2+) | 的 值 . 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> hh=0.2;x0= -1:h:1;y0=1./ (1 +25.#kX0. 2)3xi = -0.9:h:0.9; 


|Rio(Cxi) | 二 


fi=1./ (1+25.*yXxi. 2) Yi=spline (x0,y0,xi); 
Ri=abs((fti-yi)./ fi)y xivfti,yi,Ri,i=[xi' ,fi" yi" Ri ] 
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运行 


Sio(z: 芋 ) ,相对 误差 值 尺 = 








运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 % =%+ 处 的 函数 值 上 =J(x +) ,插值 S, = 
xi 图 二 罗 涵 人 和 


,经 过 整理 后 列 人 表 6 - 11 中 . 
岂 xi) 


表 6-1 例 6.7.8 的 各 小 区 间 中 点 区 ar 人 G 站 sad 和 相对 误差 值 尺 





厌 区 ) 





Sio( an 志 ) 





一 0. 900 000 000 000 00 








0. 047 058 823 529 41 
一 0. 700 000 000 000 00| 0. 075 471 698 113 21 


0. 048 370 807 482 39 


0.074 479 871 250 64 









厌 二 ) 一 -So( 和 二 ) 
0.027 879 659 000 79 
0.013 141 705 929 00 








一 0. 3500 000 000 000 00 


0. 137 931 034 482 76 


0. 140 135 046 881 56 


0.015 979 089 891 31 





一 0. 300 000 000 000 00 


0. 307 692 307 692 31 





-0. 100 000 000 000 00 


0. 800 000 000 000 00 


0. 297 332 882 399 59 
0. 820 533 423 520 08 





0. 100 000 000 000 00 





0. 300 000 000 000 00 


0.033 668 132 201 33 
0. 025 666 779 400 10 


0. 800 000 000 000 00 | 0. 820 533 423 520 08 0.025 666 779 400 10 
0.307 692 307 692 31 | 0. 297 332 882 399 59 0.033 668 132 201 33 





0. S00 000 000 000 00 


0. 137 931 034 482 76 


0. 140 135 046 881 56 


0.015 979 089 891 31 





oo 一 CN nn | (D ktD -一 一 】 


0. 700 000 000 000 00 


0.075 471 698 113 21 


0.074 479 871 250 64 





0.013 141 705 929 00 





0. 900 000 000 000 00 


0. 047 058 823 529 41 


0. 048 370 807 482 39 


0. 027 879 659 000 79 











6.7.7 几 种 作 三 次 样 条 有 关 图 像 的 MATLAB 程序 
如 果 能 在 同一 个 坐标 系 中 作出 在 插值 区 间 [c,b] 上 的 节点 (xi,Xx) ) ,被 插 


值 函数 xz) ,Kx) 的 分 段 三 次 样 条 函数 S,(*) 和 插值 点 (%,S,(x) ) 等 图 像 , 则 更 
- 有 利于 我 们 进一步 直观 地 研究 我 们 关心 的 问题 . 为 此 编写 了 下 面 几 种 MATLAB 
程序 ,读者 可 以 根据 各 自 的 需要 选择 不 同 的 程序 . 
求 有 关 分 段 三 次 样 条 图 形 的 MATLAB 主 程序 
输入 的 量 :n+1 个 节点 (xix(z)) (i=1,2,…,a+1) 横 坐标 组 成 的 数组 
xz, 纵 坐标 组 成 的 数组 y ,插值 点 (2 ,S,(xi) ) 横 坐标 组 成 的 数组 风 和 在 * 处 函 
数 y=Fx) 的 值 ,dr 和 d 必 , 是 端点 约束 条 件 ， 
输出 的 量 :插值 S=S.(z) 和 3S.=S.(z). 
输出 的 图 形 : 在 插值 区 间 [a,b] 上 的 节点 (zx,,F(x;)) ,被 插值 函数 A(x)， 
(xz) 的 分 段 三 次 样 条 函数 S,(x) 和 插值 点 (z,S,(z)) ). 
使 用 说 明 :(1) 如 果 用 户 限 定 端点 约束 条 件 , 则 请 用 splinetx.m 程序 ; 
(2) 如 果 用 户 不 限定 端点 约束 条 件 , 则 请 用 spl1inetxl .m 程序 ; 
(3) 如 果 用 户 想 作 出 与 图 6 -17 至 19 类 似 的 图 形 ,请 参考 自由 
| 作 图 程序 . 一 | 
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(一 ) 限定 端点 约束 条 件 的 作 图 程序 


function S = Splinetx(X0,y0,xj,xX,y,dqyl,dqyn) 

S = sblLine(x0,[ayl,yo,dqyn]1,xjy)i; 

Sn =spline(x0,[dqyt,y0o,dqyn],x); 

Plot(x0,y0，o ',xX,Sn，- ,xj,S，*+ ,XIyY，- .) 

legend( 节点 (xi,yi) ， 分 段 三 次 样 条 函数 ' ,插值 点 (<x,S) ,被 插值 函数 Y ') 
(二 ) 不 限定 端点 约束 条 件 的 作 图 程序 


function S =SsSPLinetx1(x0,y0,xi,x,y) 


S = interpL(x0,y0,xi， spline ); 
Sn = interpl1(x0,y0,x,， "spline ); 
DPlot(x0,yY0，o ",X,Sn，- ,Xi,S，# ,XIY，- .。) 
legend( ' 节 点 (xi,yi) ， 分 段 三 次 样 条 函数 "插值 点 (x,S) ,被 插值 函数 Y ') 
(三 ) 自由 作 图 程序 
我 们 也 可 以 直接 在 MATLAB 工作 窗口 编程 序 ,例如 ， 
>> xXL = -8:4/3:-4,cL =cos(xl);xxl = -8:0.1:-4; 
Y1 = Interp1(xl,cl ,xxl，'Ppchip ); 
PP1 = interp1 (xli,cl,xxt，spline "); 
ccl = cos(xxl);%ppL =spLine (xt ,clL ,xxL)， 
DP1lot(xl,c1，bo ' ,xxl,ppP1，K- ' ;xxl,Y1，r2 xxlccl gg- .) 
subplot(2,2,2) 
x2= -4:4/3:-0ic2 =cos(x2);Xxx2 = -4:0.1:0; 
PPp2 = interpl (x2,c2 ,xx2，sSpPlLine '); 
Y2 = interp1(x2 ,c2 ,xx2 ， pchip，)ycc2 =cos(xx2); 
DP1lot(x2 ,c2，bo ' ,xx2 ,PP2，K- ' ,xx2,Y2，Tr2:,Xx2 ,cc2 gg-.) 
subplot(2,1,2) 
xX= -8:4/3:8;jic=cos(x);xx= -8:0.1:8; 
PP =SsSpline(x,c,xx)3Y =interp1l(x,c,xx，pchip ); 
cc =cos(xx); 
plot(x,cC，bo ' ,xx,pP，Kk- ' ,xxiY, Tri)xxcc gg-.) 
1egend( 节点 (xi,yi) ,三 次 样 条 插值 函数 "， 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 '，Yy = 
cosx 的 函数 
运行 后 屏幕 显示 图 6 - 18. 

例 6.7.9 设 函 数 f(z) = 一 定义 在 区 间 [ -5,5] 上 ,节点 (X(D， 
所 王 ( 刘 ) ) 的 横 坐 标 向 量 于 的 元 素 是 首 项 e = -5, 末 项 上 =5, 公 善 关 =1.5 的 等 
差 数 列 ,构造 分 段 三 次 样 条 函数 S.(x). 把 区 间 [ -5,5] 分 成 20 等 份 , 构 成 20 个 
小 区 间 ,用 限定 端点 约束 条 件 和 不 限定 端点 约束 条 件 的 MATLAB 程序 计算 各 小 
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区 间 中 点 所 处 S(x) 的 值 ,并 作出 节点 ,插值 点 ， (xz) 和 S$,(x) 的 图 形 ,并 与 分 
段 埃 尔 米 特 插值 函数 的 图 6 -14 比较 ， 


解 记 x*,= -5+ 砂 六 =0.5,i=0,1,2,…,20, 插 值 点 xi: (和 十 Xe) 生 


1 
二 
0 

(1) 不 限定 端点 约束 条 件 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
二 汉王 
y0 =1.7Z(I+xX0. 2)3 
了 三 =42753.53427S5 
区 吉庆 SG0J 直 5 
汪 去 瑞生 区 


S =splinetxl(x0,Y0,xl,x,Y) 
keitle('y -17(1 +x*2) 及 其 三 次 样 条 插值 函数 ,节点 和 插值 点 的 图 形 ') 


运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 % + 处 SCx) 的 值 , 作 出 节点 ,插值 点 ,j7(xz) 和 
S,(x) 的 图 形 ( 见 图 6 -20). 





图 6-20 人 (z) = 一 -及 其 分 段 三 次 样 条 插值 函数 ,节点 和 插值 点 的 图 形 


2 
% 


(2) 限定 端点 约束 条 件 , 取 dy, = dr,=S$,(+5) =0, 在 MATLAB 工作 窗口 
输入 程序 
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三 9 思 工 二 五 人 人 区 070 1 YI0509 


title("Y=1/(1+x“2) 及 其 分 段 压 紧 三 次 样 条 函数 ,节点 和 插值 点 的 图 形 ') 





运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 “上 处 SCx) 的 值 ( 略 ) ,作出 节点 ,插值 点 ,ACx) 
和 S,(x*) 的 图 形 ( 见 图 6 -21). 


-Mba 及 其 分 用 三 和 


人 





图 6-21 Hz) = 工 -5 及 分 段 三 次 压 紧 样 条 函数 ,节点 和 插值 点 的 图 形 


从 图 6 -20 可 见 , 在 两 端的 区 间 [ -5, -2] 和 [2.5,5] 上 ,由 于 被 插值 曲线 
比较 平缓 ,所 以 分 段 三 次 样 条 函数 S,(x*) 图 形 比 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 的 图 
6 -14 误差 大 . 但 是 如 果 调 节 端 点 约束 条 件 ( 见 压 紧 三 次 样 条 图 6 -21) 或 者 增加 
节点 的 倍数 ,例如 取 x*o = -5:0.5:5, 则 三 次 样 条 困 数 与 被 插值 函数 的 图 像 基 本 

合 , 见 图 6 - 22. ) 

例 6.7.10 设 杯 数 x) =0.Sx -cosx 定 义 在 区 间 [ -2mr,2 关 ] 上 , 取 m=7， 
按 等 距 节点 构造 分 段 三 次 样 条 函数 S,(x*) ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 
3 刀 处 SCxz) 的 值 , 分 别 作出 局 部 和 整体 区 间 上 的 节点 ,插值 点 , 几 z) ,三 次 样 条 天 
数 $S,(x*) 和 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 及 (xz) 的 图 形 , 并 进行 比较 . 

解 (1) 记 节 点 的 横 坐 标 x, = -2T+ 矶 , 几 =4TXT7T,=0,1,2,…,7, 搬 值 点 


Xi+ 寺 = 了 (zx 未 学 三 255 十， 


(2) 编写 并 保存 名 为 sanci mm 的 M 文件 如 下 ， 
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口 AR i， 
3 分 外 坚 次 样 条 函数 


幸 补 拉 入 名 私 ， 





6-22 灰 z) = 





2 


subplot(2,2,1) 

h=4*pix7;xl= -2*+pi:h:-2*pi+3*yhiycl=0.5.*Xxl-cos(xl); 

xxl = -2*pi+4*+xpi/l4:h:-2*pi+pi/ ll+2*hiXxl= -2*pi: 
0.001:-2*pi+3#khi 

YL =interpl(xl,cl,xxl,'pchip '); YY1 =interp1(xl,cl,XL，Ppchip ); 

ppl = interpl (xl,cl,xxl,' spline '); P1 = interpl (xl, cl,Xl， 
spline "); 

ccl =0.5.*XL -cos(X1);%ppl =spline (xl,cl,xx1); 

过 于 而 起 克基 于 世 四 下 全 名 浆 下 间 让 汪 基本 区 了 有 下 基 三 1 和 带 攻守 站 之 
2 

subplot(2,2 ,2) 

x2 =2*pi-3*+rh:h:2+piyc2 =0.5.#+Xx2 一 cos(x2);Xx2 =2*+Ppi-4* 
pi/l14-2*xh:h:2*pi-4*+xpi/ 14; 

X2 =2*pi-3*xh:0.001:2*pii pp2 =interpl (x2,c2,xx2，spline ); 

YY2 = interpl(x2 ,c2，X2,，' pchip '); Y2 = interp1(x2,c2,xx2，' pchip ); 

P2 =interpl (x2 ,c2,X2," spline ');ycc2 =0.5.*X2 -cos(X2)3 

plot(x2 ,c2 ,' bo ',xx2 ,pp2 ,kx#k';X2,P2，,'Kk 一 ',xx2,Y2，ITX',X2,YY2，I: ， 
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X2 ,cc2，g-.) 

subplot(2,1,2) 

XxX= -2+pi:h:2*xpiic=0.5.+*+X-cos(xX);xx= -2+pi+4kxpi id:nh: 
2*xpi-4yxpi 14; 

PP =Spline(x,c,xx),Y = interpl(x,c,xx，' pchip '),X= -2*xpi: 
0.001:2*PpIii; 

P = interpl (X,Cc;,X，SPline '); YY = incerpl(x,c,X,，'Pchip ');i cc = 
0.5.*X-cos(X)i 

PLot(Xx,C，bo ' ,xx;,pP，K+ ')XP，K-;XK TY LTX1 XIYY LT2Xcc gg-.) 

legendq( 节点 (xi,yi) ,三 次 样 条 插值 ,三 次 样 条 播 值 函数 "分 段 三 次 埃 尔 米 
特 插值 ', 分 段 三 次 埃 尔 米 特 揪 值 函 数 ',，y =0.5x -cosx 的 函数 ') 

title("y=0.5x-cos(x) 及 其 三 次 样 条 果 数 ,分 段 三 次 埃 尔 米 特 播 值 数 , 节 
点 和 播 值 点 的 图 形 ") 

(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 文件 名 

>> Sanci 
运行 后 屏幕 显示 各 小 区 间 中 点 岂 处 三 次 样 条 插值 四 和 分 段 三 次 埃 尔 米 特 播 值 
7 ,出 现 被 插值 函数 . 几 x) ,节点 ,三 次 样 条 和 分 段 三 次 埃 尔 米 特 的 函数 及 其 插值 
点 等 图 形 ( 见 图 6 -23) 如 下 

PP = 

-3.2181 -0.9609 -0.6824 -0.9476 1.1128 2.6295 





2.1675 
Y = ! 
-3.0085 - 工 .0074 -0.7589 -0.7872 1.1498 2.4072 


2.3787 


由 图 6 -23 可 见 ,总 体 上 ,三 次 样 条 比分 段 埃 尔 米 特 插值 误差 小 . 
6.7.8 用 MATLAB 计算 有 关 分 段 三 次 样 条 的 误差 


利用 分 段 埃 尔 米 特 插值 函数 可 以 推导 出 下 面 三 次 样 条 函数 的 误差 估计 
定理 . 

定理 6.14 ”如果 被 播 值 函数 妃 x) 在 插值 区 间 [c,] 上 具有 4 阶 连续 导数 ， 
[ae,b] 上 的 m+1 个 节点 (xy ) (=0,1,2,…,n) 满 足 e=xo<ai<x < … < 
=8,S.(x) 是 定义 6.5 定义 的 y= 大 x) 在 点 (7) (=0,1,2,…,n) 处 的 三 次 样 
条 函数 , 则 

(1) 3$.(x) 在 插值 区 间 [e, 妇 上 的 误差 公式 可 以 表示 为 


1 4 4 
IR,(z)1= ICxz) -Su(z)1<384 信 1 (xz) 1 。， (6.94) 
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图 6-23 y=0.Sx-ceosxy 及 其 三 次 样 条 函数 ,分 段 三 次 
埃 尔 米 特 插值 函数 ,节点 和 插值 点 的 图 形 


其 中 由 = ax 2 一 %_1 | 
〈2) limS (xz) = 用 z)， - 〈6. 95 ) 
上 且 S,(xz) 在 [a,0] 上 一 致 收敛 到 x). (6.95) 式 表明 像 分 段 线性 函数 一 样 ,三 次 


样 条 函数 S,(*) 也 具有 良好 的 收敛 性 . 实际 上 ,只 要 被 插值 函数 似 x*) 在 插值 区 间 
[a,b 外 上 具有 一 阶 连续 导数 ,就 有 


IR(z)1= Isz) -Si(z)1<- max_ (zi ) -大 ) 1 一 0 (0)， 
4 (6. 96 ) 
例 6.7.11 如 果 丽 数 /xz) =-55 定 义 在 区 间 [ -1,1] 上 , 取 =10, 按 等 
距 节 点 构造 分 段 三 次 样 条 函数 S, (x) ,用 MATLAB 程序 计算 在 [ - 1,1] 上 
max II (x) 1 和 S$,(x) 的 含 尹 = 1x -xi1 误 盖 公 式 和 误差 限 . 


-1 <x< 


解 (1) $,(x) 在 区 间 [ -1,1] 上 的 误差 公式 可 以 表示 为 
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IR CIL=IFz) -Se(o)1s5R 1Ao(z) 1 。 ,其 中 产 =0.2. 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> syms xjy=1l/ (1+25*Xx?*2);Yxxxx=diftf(y,x,4)， 
运行 后 输出 扎 x) 的 4 阶 导数 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> Symsh;,x= -13:0.00013:1; 
YXXKXX =150000000./ (1 +25 .站 X.2). 5.#X.4 -4500000./ (1 +25 .站 
x."2).4.*xx."2+15000./(1+25. 本 X. 2). 33; 
myXxXxXX = norm(YyXXxx,inf),，R=(h 4)* IIYXXXXA 384 
运行 后 输出 /zx) 的 4 阶 导数 在 区 间 [ - 1,1] 上 的 最 大 值 myxxxx 和 及。(x) 在 区 
间 [ -1,1] 上 的 误差 公式 为 
InY 区 XXX 二 及 = 
15000 6257/16*Th 4 
(4) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
“>>h=0.2;R=625/16*h?*4 
运行 后 输出 误差 限 为 
R = 
0.06250000000000 


3 十 42 
mn =7 . 按 等 距 节点 分 别 作 分 段 线性 插值 、. 拉 格 朗 日 插值 .三 次 样 条 插值 和 分 段 埃 
尔 米 特 播 值 . 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 x, 处 四 种 插值 及 其 绝对 误差 和 
相对 误差 ,作出 Asz) 及 其 后 三 种 插值 函数 ,插值 点 和 节点 的 图 形 ,并 进行 比较 . 
解 (1) 记 节 点 的 横 坐 标 * = -T+ 沪 , 关 =2T7[7 =0,1,2,…,7, 插 值 点 


例 6.7.12 设 函 数 扩 x) -en| cm 人 se] ] 定 义 在 区 同 f -T,T] 上 , 取 


1 人 
1 了 万 (+5s) =012，6， 


(2) 编写 并 保存 名 为 sanli679 .am 的 M 文 件 如 下 


h=2yxpixnix=(-2*xpi+h)/2:h:(2*pi-h)/ 23 
yY=tan(cos((3`(17Z2)+sin(2*X)). /3 +4 林 X. 2)))3 


和 上 二 


x0 = -pi:h:pijX= -Pi:nh 12:pii 

y0 =tan(cos((3*(172)+sin(2*x0))./ (3 +4*X0. 2))); 
Y=tan(cos((3*(1/2)+sin(2+X))./ (3 +4xX. 2))); 

YL = lagrl(x0,y0,X);YS =incerpl(x0,y0,X，spline  ) ; 
YH = interpl(x0,y0,X，'Pchip '); YEL=1agrl(x0,y0,x)i 
YX = interpl(x0,y0,Xx);iYyYS = interp1l(Xx0,Y0 ,xsSpline ); 
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yH = interpl(x0,y0,x，'"pchip ');RL=abs((yY-YL)./ Y); 

RS =abs((yY -YS)./Y); 

RH=abs((y-yH)./y);RX=abs((Y-YX)./Y);RLJ=abs(yY -YL); 

ImRL]j =mean(RLJ ) ; 

RS]j =abs(yY -YS)i 

mRSj =mean(RSj);RHJj =abs(y -YH);RXj =abs(Yy -YX); 

mRH]j =mean(RHJ ) ; 

mRXj =mean(RX]Jj ) ;mRL =mean(RL) ;mRX =mean(RX) ; 

mRS =mean(RS) ;mRH =mean(RH) ; 

CZ=[x'y'yL'yxX'"ys'yH'],R=[x'RLD'RX'RS'"RH']， 

mR = [mRL ' mRX ' mRS ' mRH '] 

Rj =[x'RLj'RXj'RSj' RHj '] ,mRj =[mRL]J"mRX]J "mRSjJ ”mRHJ 页 区 

记 L6E(3X02Y0 ,Do 1 区 这 3 工 训 呈 X 了 基 二 05X TD 二 这 Si :4XYH 有 = 一 )， 

legena(' 节 点 '," 三 次 样 条 插值 点 ',' 被 插值 函数 ',' 拉 格 朗 日 插值 函数 ,三 次 样 条 
函数 "分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 函数 ) 

title('y =tan(cos((saqrt(3) +sin(2x))/(3 +4x*2))) 及 其 三 种 插值 函 
数 ,节点 和 插值 点 的 图 形 `) 

(3) 运行 程序 


>> D=7;sanli679 
得 到 各 小 区 间 中 点 ”%,+ 处 的 函数 值 y( xi,+) ,分 段 线性 插值 X,(x;,+)、 拉 格 朗 日 
插值 上 (zx,,+) 三 次 样 条 插值 S,(x;,+) 和 分 段 埃 尔 米 特 插值 也 (xi 二 ) 及 其 绝对 
误差 .相对 误差 和 平均 值 的 结果 如 表 6 -12、 表 6 -13 和 表 6-14. 作出 Ax) 及 其 
后 三 种 插值 函数 ,插值 点 和 节点 的 图 形 如 图 6 -24 所 示 . 


表 6-12 ee 站 厅 A4 交 和 全 和 本 二 





1 | -1.795 2 





2 | -0.8976 
| 
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图 6-24 /xz) = 人 cos( Yes]} 及 其 三 种 插 信 本数 ,节点 和 插值 点 的 图 形 


3 +4 


表 6-13 /ta) 提 RE 









































-2..692.8 二 
1 呈 坟 795 之 0.004 1 0. 004 1 
到 -0.897 6 0.025 6 0.015 8 
和 0 0. 062 1 | 109 2 0. 061 9 0. 094 9 
4 0. 897 6 0. 119 5 0.025 0 0. 066 7 0.037 2 
了 9 0. 138 6 0.017 1 0. 029 0 0.007 0 
6 2. 692 8 0.387 3 0. 000 5 0.034 6 0. 000 3 
平均 值 0 0.156 .3 0.026 1 串 0.040 1 0.023 2 








表 6-14 Hz) = | 


464 第 六 章 ” 子 数 的 插值 方法 


V3 +sin 2x 
3 二 43 


0.004 5 





) ) 在 各 小 区 间 中 点 *. ,+ 处 的 四 种 插值 的 绝对 误差 








0. 005 2 



































0.006 2 0.004 9 0. 006 3 
0. 039 2 0.018 3 0. 024 2 
Q4213 0. 068 8 0. 105 4 
0. 031 9 0.085 3 0.047 5 
0. 026 4 0.044 9 0.010 8 

















0. 053 9 0. 000 4 
0. 040 1 0.028 6 


将 表 6 -12 中 的 四 种 插值 结果 与 精确 值 y(x;,+) 相 比较 ,从 表 6-13 中 的 四 
种 插值 的 相对 误差 , 表 6 -14 中 的 四 种 插值 的 绝对 误差 和 图 6 -24, 显 然 它 们 在 
节点 处 相等 ,而 在 插值 点 处 分 段 埃 尔 米 特 插值 的 结果 最 好 , 拉 格 朗 日 插值 在 区 间 
两 端 出 现 振 荡 ,其 误差 最 大 . 

例 6.7.13( 机 床 加 工 ) ” 待 加 工 零件 的 外 形 根据 工艺 要 求 由 一 组 数据 (x,y) 
给 出 (在 平面 情况 下 ) ,用 程控 铣床 加 工时 每 一 刀 只 能 沿 * 方向 和 YY 方向 走 非常 
小 的 一 步 , 这 就 需要 从 已 知 数据 得 到 加 工 所 要 求 的 步 长 很 不 的 (*,y) 坐 标 . 表 
6 -15 给 出 的 x,y 数据 位 于 机 翼 断 面 的 下 轮廓 线 上 (如 图 6 -25 所 示 ) ,假设 需要 
得 到 * 坐标 每 改变 0. 1 时 的 y 坐标 . 试 完成 加 工 所 需 数据 , 画 出 曲线 ,并 求 出 x = 
0 处 的 曲线 斜率 和 13 矢 x 和 15 范围 内 y 的 最 小 值 . 














1 0 和 


图 6-25 机 咒 断 面 轮廓 线 ( 表 6-15 数据 用 圆 点 表示 ) 
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表 6-15 机 可 断面 下 轮廓 线 上 的 部 分 数据 











解 ”根据 上 述 提出 的 加 工 要 求 , 以 所 给 数据 为 节点 ,在 x=0 到 *=15 范围 
内 求 步 长 为 0.1 的 搬 值 .用 四 种 插值 方法 试验 ,编写 并 保存 名 为 sanci- 
1i16710 .m 程序 为 M 文件 . 
芭 0: 三 机 区 等 导 二 于 王 二 下 工 3 二 二 5 二 05 
交 二 [ 全 开 浊 工 池 入 坊 入 么 漳 和 及 工 六 二 0 工 -6 本 六 训 丰 三 说 《O 二 0 人 
YX = interpl(x0,y0,x);YS=interp1(x0,y0,x,"spline '); 
也 三 二 可 (过 O ,DO 天 二 人 区 二 上 元 ”有 VS 
subplot(4,1,1) 
plot(x0,y0，bo ',x,yL,"z'), grid,title(' 拉 格 朗 日 插值 ') 
subplot(4,1,2) 
plot(x0,yY0，bo ',x,yYX,"L ')，grid,title(" 分 段 线性 插值 ') 
Subplot(4,1,3) 
plot(x0,y0，bo ',x,yS,"z'),， grid,title(' 三 次 样 条 7 
subplot(4,1,4) 
plot(x0,y0，bo ',x,yH,,L'")，grid,title(' 分 段 埃 尔 米 特 插 值 ') 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 文件 名 
>> Sancili6710 
运行 后 得 到 的 拉 格 朗 日 插值 .分 段 线性 插值 .三 次 样 条 插值 和 分 段 埃 尔 米 特 插值 
及 其 节点 的 图 形 ( 见 图 6 -26) ,同时 还 得 到 拉 格 朗 日 插值 分 段 埃 尔 米 特 插值 、 
分 段 线性 插值 和 三 次 样 条 插值 的 结果 ( 见 表 6 -16 ). 
表 6-16 机 床 加 工 四 种 插值 结果 


| 科 格 六 日 扬 值 | 分 笑 线 性 插值 | 三 次 样 条 
及 (xi) 有 













































0 
0. 100 0 一 4.943 7 0. 040 0 0. 049 9 0. 048 7 
0. 200 0 一 8.820 0 0. 080 0 0.099 0 0. 096 9 
0. 300 0 二 1. 772 各 0. 120 0 0. 147 4 0. 144 5 
13. 800 0 0.945 4 1. 040 00 0.982 8 1.011 2 
间 上 四 扣 人 
14. 800 0 1.570 5 1.409 6 
14. 900 0 1. 605 0 1.502 2 











15.000 0 
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6-26 机 床 加 工 四 种 插值 结果 的 图 形 


可 以 看 出 , 拉 格 朗 日 插值 的 结果 根本 不 能 应 用 ,分 段 线性 插值 的 光滑 性 较 差 
(特别 是 在 x* =14 附近 弯曲 处 ) ,建议 选用 三 次 样 条 插值 或 分 段 埃 尔 米 特 插值 的 
结果 . 

拉 格 朗 日 插值 是 高 次 多 项 式 择 值 (”+1 个 节点 上 用 不 超过 次 的 多 项 式 ) ， 
插值 曲线 光滑 ,误差 估计 有 表达 式 . 但 有 振 功 现象 ,收敛 性 不 能 保证 . 这 种 插值 主 
要 用 于 理论 分 析 ,实际 意义 不 大 . 

分 段 线性 插值 是 低 次 多 项 式 插 值 ,简单 实用 ,收敛 性 有 保证 ,但 不 光滑 . 三 次 
样 条 插值 或 分 段 埃 尔 米 特 插值 的 整体 光滑 性 已 大 有 提高 ,应 用 广泛 ,但 是 误差 估 
计较 困难 . 


习题 6.7 


1. 作 函数 .Fz) = 在 区 间 [ -5,5] 上 的 四 种 插值 函数 (包括 三 次 样 条 ) 的 图 形 (n 


=2,4,6,8,10) ,然后 进行 比较 ,并 讨论 的 大 小 与 误差 1R。(x) 1 的 关系 . 


2. 设 函 数 太 zx) =sin 0 和 定义 在 区 间 [ -T,T] 上 , 取 =13 , 按 等 距 节点 求 四 种 插值 
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函数 (包括 三 次 样 条 ) ,并 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 S.(x) 的 值 及 其 相对 误差 ,并 
进行 比较 . 


3. 设 函 数 .所 *) = 村 二 定义 在 区 间 |[ -5,5] 上 , 取 m=10, 按 等 距 节点 构造 四 种 播 值 函 


数 ,用 MATLAB 可 计算 各 小 区 间 中 % 处 的 值 ,作出 节点 、 捅 值 点 、.A*) 和 四 种 择 值 函数 
的 图 形 . 

4. 设 函 数 Kx*) =0.15x -sin(2x -1) 定 义 在 区 间 [ -T,r] 上 , 取 m=7, 按 等 距 节 点 构造 
四 种 插值 函数 ,用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 * 处 插值 ,作出 节点 ,插值 点 ..Ax) 和 四 
种 播 值 函 数 的 图 形 - 


5 设 醒 数 KCs) = aanf co 人 全 sa 2 ] 定 义 在 区 同 ! -1.1] 上 , 取 ，= 10 , 按 等 距 节点 构 
造 四 种 捅 值 函 数 S.(x)， 

(1) 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 x, 处 S， (sz) 的 值 ， 作出 节点 、 播 值 点 、ACx) 和 四 
种 插值 函数 的 图 形 ; 

(2) 并 用 MATLAB 程序 计算 各 小 区 间 中 点 处 四 种 揪 值 及 其 相对 误差 ; 

(3) 用 MATLAB 程序 估计 _max Hz) 1 和 $.(x) 在 区 间 [ -T,Tr] 上 的 误差 限 . 

6. 选择 一 些 函 数 ,在 m 个 节点 上 (m 不 要 太 大 ,如 5~11) 用 拉 格 朗 日 分 段 线 性 、 三 次 样 
条 、 分 段 埃 尔 米 特 播 值 四 种 插值 方法 ,计算 mm 个 播 值 点 的 函数 值 ( 严 要 适中 ,如 50 ~100). 通 
过 数值 和 图 形 输 出 ,将 三 种 插值 结果 与 精确 值 进行 比较 . 适当 增加 ”, 再 作 比 较 , 由 此 作 初 步 
分 析 . 下 列 函数 供 选 择 参考 ; 

(1)y=snx，0<sxs2T; 

(2) y= V1L -和 好 ,1<xs 和 1i 

(3) y = cos' zx, -2 和 xs 和 2; 

(4) y=exp( -所 )，-~-2<x 和 2. 

7. 用 y =Vx 在 x=0,1.4,9,16 产 生 5 个 节点 已 ,…,P:. 用 不 同 的 节点 构造 插值 公式 来 计 
算 x=5 处 的 插值 (如 用 已 …P5;P…P,3P…P, 等 ) ,与 精确 值 比较 并 进行 分 析 . 


6.8 高 元 插值 及 其 MATLAB 程序 


本 章 前 面 的 各 节 讲 述 的 都 是 一 元 插值 , 即 节点 都 是 一 元 变量 ,插值 函数 是 一 
元 函数 (曲线 ). 如 果 节 点 都 是 二 元 变量 ,插值 阴 数 是 二 元 函数 (曲面 ) , 则 可 以 构 
造 二 元 插值 . 例如 ,在 某 区 域 测量 了 若干 点 (节点 ) 的 高 程 (节点 值 ) ,为 了 画 出 较 
精确 的 等 高 线 图 ,就 要 先 插入 更 多 的 点 (插值 点 ) ,计算 这 些 点 的 高 程 (插值 ). 如 
果 节 点 都 是 三 元 变量 ,插值 函数 是 三 元 函数 , 则 可 以 构造 三 元 插值 . 二 元 插值 及 
二 元 插值 以 上 的 插值 称 为 高 元 插值 . 下 面 主要 介绍 二 元 插值 和 三 元 插值 及 其 
MATLAB 程序 . 
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6.8.1 meshgrid 命令 的 功能 和 调用 格式 


常用 的 二 元 插值 方法 有 最 近邻 插值 (nearest neighbor interpolation ) 、 双 线性 
反 值 ( bilinear interpolation ) 、 双 三 次 捅 值 (bicubic interpolation ) 和 样 条 捅 值 
(spline interpolation ) . 常用 的 三 元 择 值 方法 有 最 近邻 插值 ( nearest neighbor inter- 
polation ) 、 线 性 插值 (linear interpolation) 、 三 次 择 值 (cubic interpolation ) 和 样 条 插 
值 (spline interpolation ) ,也 用 于 拟 合 方法 . 这 些 方法 在 MATLAB 函数 库 中 有 编 好 
的 名 为 tnterp2 .m 和 interp3 .m 的 计算 程序 ,该 程序 有 几 种 调用 格式 .计算 
时 ,首先 根据 网 格 坐 标 命令 meshgria 把 节点 坐标 的 常数 向 量 x 和 ?了 或 z 转 化 
为 矩阵 下 和 了 或 QZ. 这 些 所 有 的 插值 方法 都 要 求 利 用 名 为 meshgrid 的 程序 产 
生 和 矩阵 ,然后 选用 对 应 的 调用 格式 直接 用 interp2 或 interp3 命令 计算 即 
可 -和 和 了 或 2 可 以 是 不 等 距 分 布 . 不 但 我 们 用 interp2 或 interp3 命令 计 
算 二 元 插值 或 三 元 插值 时 需要 用 meshgria 命令 产生 矩阵 在 和 了 或 书 , 而 且 作 
三 元 图 形 也 需要 用 meshgria 命令 产生 抑 阵 .所 以 ,首先 介绍 meshgrid 的 M 
郴 数 文件 的 功能 .详细 的 调用 方法 . 

常用 的 meshsria 命令 的 调用 格式 有 三 种 ,分别 介绍 如 下 : 

调用 格式 一 [X,Y] =meshgrid (x,y) 

[x,Y] =meshgrida (xy) 将 向 量 x 和 > 转换 成 矩阵 下 和 了 ,其 中 抵 阵 玉 
的 每 行 是 向 量 x* ,矩阵 了 的 每 列 是 向 量 》, 此 命令 可 以 被 用 于 计算 二 元 函数 或 作 
三 元 曲面 的 图 形 . 向 量 x 和 >y 的 输入 形式 有 两 种 . 

例如 ,输入 程序 

>> xX=[1,3,4,11,7]iy=[4,，-5,2， -9];[X,Y] =meshgriad(x,y) 


运行 后 屏幕 显示 


久 = Y = 
工 3 4 1 7 4 4 4 4 4 
工 3 4 工 工 7 一 5 一 5 一 5 一 5 一 5 
工 3 4 1 7 2 2 2 2 2 
， 工 3 4 工 | 7 --9 一 9 一 9 一 9 一 9 
请 读者 输入 
>> [X,Y] =meshgrid( -2:1.5:2，-2:1.4:2) 
观察 运行 后 屏幕 显示 结果 . 


例 6.8.1 已 知 x= -3:0.2:3;y =x, 计 算 函 数 z=7 -3xte 一 的 值 ,并 作 
出 函数 的 图 形 . 
解 ”输入 程序 


>> [X.Y] =meshgrid( -33:.223、 -33.233)1 
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Z=7-3*x X. 4 .* exp( -X. "2 -YY. 2),，mesh(Z) 
title("Z=7 -3 X?"4 exp( -X*2 -=Y“2) 的 图 形 ") 


运行 后 输出 函数 值 ( 略 ) 和 图 形 如 图 6 - 27. 


5 RSS 





图 6-27 函数 :=7 -3xte-2 的 图 形 


例 6.8.2 作出 函数 :=2 +xe 在 区 域 -2<x*<2, -2<y 和 2 上 的 
图 形 . 
解 ”输入 程序 
>> [X,Y] =meshgrid( -2:.2:2，-2:.2:2);2 =2 +X -.* exp( 一 X. 2 -- 
Y.`“2);mesh(Z) 
title("Z =2 +Xexp( -X?*2 - Y*2) 的 图 形 ') 
运行 后 输出 函数 值 ( 略 ) 和 图 形 如 图 6 -28 所 示 . 
调用 格式 二 [X,Y] =meshgriad (x) 
是 [X,Y] =meshgrid(x,x) 的 一 种 缩写 式 
调用 格式 三 [X,Y,Z] =meshgrid (x,y,z) 
此 命令 将 向 量 *,y》 和 zx 转换 成 矩阵 于 ,了 和 2 ,经 常 被 用 于 计算 三 元 函数 择 值 或 
作 三 元 立体 的 图 形 . 
例 6.8.3 计算 函数 0 =2+xe 7 在 x=0,1,2,-4,y=0,-1,3,5,z= 
y 处 的 函数 值 . 
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6-28 函 数 z=2+xe- 的 图 形 


解 ”输入 程序 
[并 525 二 下] 全 二 [0 = 二 台 [区 六 2 三 eeShGELGKE 六 ,2) 
大 三 基于 区 让 本 EGR 天 其 下 三 2 


运行 后 屏幕 显示 略 . 
6.8.2 单调 数据 点 上 的 二 元 插值 及 其 MATLAB 程序 


二 元 插值 函数 在 图 像 处理 和 数据 可 视 化 领域 有 广泛 的 应 用 . 一 元 函数 的 插 
值 概念 可 以 类 似 地 推广 到 二 元 函数 的 情形 ,只 是 数据 点 (xz,y?,z) 给 出 的 形式 不 
同 , 其 中 zx = (xi,xza,…,xzn) 是 行 向 量 ,? = (yy ,7 ) 是 列 向 量 ,z 是 到 xm 
阶 和 矩阵 , 即 


2 12 1n 

221 222 22n 
和 6 三 

ml nm2 1 


二 元 函数 插值 的 主要 目的 是 :在 区 域 忆 = [x,,x。] x [yi,y,] 上 或 者 在 忆 的 分 片 
子 域 Dj 上 ,构造 被 插值 函数 := 妃 x,y) 的 曲面 上 的 点 列 |(x ,yi 和 )| -的 较 简单 函数 
=z=P(x,y)( 例 如 多 项 式 函数 ) ,使 二 元 插值 函数 P(x,y) 逼 近 被 插值 机 数 . 刀 x,y) 
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在 MATLAB 系统 中 ,为 我 们 提供 了 计算 单调 数据 点 上 的 二 元 插值 程序 
interp2 ,计算 时 直接 调用 .这 里 的 单调 数据 点 1(0zi, 思 ,2) 上 是 指 |x* 凸 。 和 
17 直 7 必须 是 单调 序列 (单调 增加 或 单调 减少 ). 程序 interp2 是 计算 常用 的 
二 元 插值 方法 中 最 近邻 插值 、. 双 线性 插值 . 双 三 次 插值 和 样 条 插值 的 MATLAB 
程序 的 文件 名 . 计算 时 输入 的 节点 (x,y) 中 的 向 量 关 = (xxzs，…xzn) ,=(》， 
力 ,，…,y,) 的 元 素 必 须 分 别 是 单调 排列 ,然后 用 网 格 化 命令 LX,Y] =meshgrid 
(xy) 将 *,y》 化 为 二 元 网 格 坐标 天 ,了 ,最 后 调用 interp2 程序 .该 程序 有 几 种 
调用 格式 如 表 6 -17. 

表 6-17 单调 数据 点 上 的 二 元 插值 的 MATLAB 命令 
二 元 播 值 法 的 命令 inEerp2 功 能 

ZT = interp2(XxX,Y,2,XI,YI) 命 令 的 主要 功能 

是 计算 二 元 函数 Z 在 插值 点 ( 妃 ,Y) 处 的 二 元 线性 插 
值 所 对 应 的 向 量 Z.. 
ZIT =interp2(X,Y.Z,XI,YI) 输入 的 节点 矩阵 (天 ,了 .Z) 中 的 Z 是 由 符 阵 关 和 
工 中 的 点 确定 的 矩阵 . 如 果 插 值 点 抢 阵 (KE ,Y ) 在 ( 工 ， 
Y) 的 范围 以 外 的 值 , 则 返回 NaN .插值 点 矩阵 (三 ) 
中 的 天 和 于 可 以 是 矩阵 ,也 可 以 是 向 量 . 








如 果 节 点 矩阵 ( 居 ,Y,Z) 中 的 瑟 的 元 素 是 1 到 ” 
的 自然 数 和 了 的 元 素 是 1 到 严 的 自然 数 , 即 刁 =T:n 
和 了 =1: 普 ,这 里 和 矩阵 Z 的 行 数 为 严 , 列 数 为 上 , 即 [mm， 
n] =size(2). 则 用 ZIT = incerp2(Z,XI,YI) 计 算 
二 元 函数 Z 在 插值 点 矩阵 ( 思 ,Z) 的 点 (X (大 )， 
zf) ) 处 的 二 元 线性 插值 所 对 应 的 向 量 Qi 


ZI =interp2(Z,XI,YT) 


| 





ZIT - interp2 (2Z,NTIMES ) 的 功能 是 为 了 
ZI = incterp2 (Z,NTIMES ) NTIMES 递归 地 工作 ,通过 在 每 个 元 素 之 间 交 叉 插 人. 
interp2(Z) 与 interp2(Z,1) 的 相同 . 





ZI = interp2(...，method ') 的 主要 功能 是 
用 户 指定 二 元 内 搬 值 的 方法 .用 户 不 输入 具体 的 方法 
时 . 按 双 线 性 插值 计算 .' method ' 可 用 以 下 方法 替 
换 : 

“nearest ' 表示 二 元 最 近邻 插值 ; 

,linear' 表示 双 线 性 插值 ; 

' cubic ' 表示 双 三 次 (立方 ) 插 值 ; 

“spline' 表示 二 元 样 条 插值 


ZI = interp2( ...，method ) 
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说 明 :(1) 在 使 用 表 6 - 17 中 的 所 有 的 插值 方法 之 前 ,必须 首先 将 数据 点 
(7 用 网 格 化 命令 [X,Y] =meshgrid(x,y) 将 x, 化 为 二 元 网 格 坐 标 下 ,了 ， 
然后 调用 interp2 程序 . 

(2) 表 6-47 中 的 所 有 的 插值 方法 要 求 数据 点 (下 ,了 ) 的 元 素 构成 的 序列 
fx 和 +y 2 必须 是 单调 序列 ,可 以 不 是 等 距 序列 . 

(3) 如 果 数 据点 是 非 单调 的 , 即 是 随机 数据 点 , 则 可 以 用 下 章 的 在 随机 数据 
点 上 的 二 元 拟 合 的 MATLAB 命令 gridaata . 

(4) 二 元 最 近邻 插值 可 用 于 医学 图 像 处 理 , 双 三 次 插值 常用 于 图 像 处 理 
(医学 问题 除外 ) . 

例 6.8.4 设 节点 (x,y,z 中 的 x= -3.000 0, -1.500 0,0,1.500 0,3.000 0， 


7 = 函数 z-301 -ae -10( 计 -人 -3 作 在 


点 (x,y,z) 处 瑟 =(2,3,1,7), 了 = (5,2, -1,5) 的 双 线 性 插值 及 其 图 形 . 
解 ”输入 程序 

>> [x,y] =meshgrid( -33:1.5:3)， 
Z=3#k(1-xX)."2.*#yexp(-(x.2)-(y+1l). 2)- 10*#*(xA5 - X. 3 - 
v.*5).#kexp( -x.*2-y."2)-173*+rexp(-(x+1). 2 -YyY. 2) 
[xi,yi] =meshgrid([2,3,1,7],[5,2, -1,5]); 
zi =interp2(x,y,z,xi,yi)， 
mesh(xiy,yiy,zi),xlabel('x')，ylabel('y')，zlabel( >z ) 
title('z=3(1 -x)*2exp( -x?*2 -(y+1)^*2) -10(x/5 -x?"3 -y"5)exp( -X” 

2 -y*2) -173 exp( -(x+1) ”2 -Y"2) 的 双 线 性 插值 图 形 ') 

运行 后 屏幕 显示 双 线 性 插值 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 见 图 6 -29). 

例 6.8.5 设 节 点 (x,y,z) 中 的 x= -3:0.5:3,y=x 和 函数 2Z =7- 
3xze-”-” 值 , 作 2 在 插值 点 X = -3.9:0.5:5, 了 = -4.9:0.5:4.5 处 的 二 元 样 条 
插值 `. 双 三 次 捅 值 和 数据 点 的 图 形 . 

解 (1) 计算 二 元 样 条 播 值 . 输入 程序 

>> [xy] =meshgriqd( -3:0.5:3);zZ=7 -3+ xX. "3 .# exp( -X. “2 -Y. 2) 

xi= -3.9:0.5:5;yi= -4.9:0.5:4.5;[xi,yij=meshgridQ(xi,yi); 

zi =interp2(x,y,z,xi,yi，spline ')，mesh(xi,yi,zi)， 

hola on， 

P1Lot3(Xx,y，Zz，， -markersize 3 *5)，holad off 

xlabel('x'")，Yylabel('y )， 

title('z =7 -3 x*3 exp( -x"2 -Yy*2) 的 二 元 样 条 插值 和 数据 点 的 图 形 `) 

运行 后 屏幕 显示 2Z 在 插值 点 X = -3.9:0.5:3, 了 = -4.9:0.5:4.5 处 的 二 元 样 
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图 6-29 双 线 性 插值 的 图 形 


条 插值 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 见 图 6 -30). 





二 元 样 条 插值 


= 台 二 Sae-2- 的 


图 6-30 Z 
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(2) 计算 双 三 次 插值 . 输入 程序 


>> [x,y] =meshgrid( -3:0.5:3); 
有 汪汪 重 葡 认 3 5 全 下 0 一 和 2 一 了 2 
xi=-3.9:0.5:5;yYi= -4.9:0.5:4.5; [xi,yi]=meshgrid(xi,yi); 


zi =jinterp2(x,y,z,xi,yi，'cubic '),，mesh(xi,yi,zi),holda on 
GEER 汪 LO 


XlabelI('x"), ylabel("Y")，zlabel("z ")， 
title('z=7 -3x*3exp( -x*2 -y*2) 的 双 三 次 插值 和 数据 点 (x,y,z) 的 图 


形 ') 
运行 后 屏幕 显示 2Z 在 插值 点 X = -3.9:0.5:5, 了 = -4.9:0.5:4.5 处 的 双 三 次 
插值 ( 略 ) 和 数据 点 图 形 ( 见 图 6-31) (三 种 方法 比较 留 给 读者 ) 





图 6-31 双 三 次 插值 和 数据 点 图 形 


例 6.8.6 设 节点 (x,y,z) 中 的 x= -5:0.5:5,y=x 和 函数 2Z =7- 
”, 作 2 在 插值 点 = -3.9:0.5:5,7Y= -4.9:0.5:4.5 处 的 双 三 次 插值 


4 -2z22- 


3x e 
和 二 元 最 近邻 插值 及 其 图 形 . 
解 (1) 双 三 次 插值 . 输入 程序 


>> [x,y] =meshgria( -5:0.5:5); 
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zZ=7 -3 村 X. 4 .让 exp( 一 X 2 ==Y. 27)3 

三, 一 了 960.9505 本 这 主 二 三 920534553 

[xi,yi]=meshgrid(xi,yi); 

Z 斌 三 补 EEED21( 葡 ; 效 72 次 主 , 芋 EU 主 e 75 

mesh(xi,yi,zi) 

hold on 

Plot3(x,y,z," 工 -) ,markersize ',3*5) 

holad off 

xlabel('x"), ylabel("YyY")，zlabel("z )， 

title('z=7 -3x'*4 exp(-x"*2 -Y*2) 的 双 三 次 插值 和 数据 点 的 图 形 `) 
运行 后 屏幕 显示 2 在 插值 点 节 = -3.9:0.5:5, 了 = -4.9:0.5:4.5 处 的 双 三 次 
插值 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 见 图 6 -32). 





图 6-32 双 三 次 插值 和 数据 点 的 图 形 


(2) 二 元 最 近邻 插值 . 输入 程序 
>> [x,y] =meshgrid( -5:0.5:5);Zz=7 -3+# X. "4 -kk exp( -X. “2 -YY. 2); 
xi=-3.9:0.5:5;yYyi=-4.9:0.5:4.5; [xi,yi]=meshgrid(xi,yi); 
zi =interp2(x,y,zZ,xi,yi，'nearest ')，mesh(xi,yi,zi) 
holda on,plot3(x,y,z," 工 ."，'markersize ',3*x5)，holad off 


xlabel('x'), ylLabel('yv'")，zlabel(`"z)) 
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title('z=7-3x*3 exp( -x?*2 -Y*2) 的 二 元 最 近邻 插值 和 数据 点 的 图 形 ”) 
运行 后 屏幕 显示 2Z 在 插值 点 和 = -3.9:0.5:5, 了 = -4.9:0.5:4.5 处 的 二 元 最 
近邻 插值 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 见 图 6-33). 





图 6-33 二 元 最 近邻 插值 和 数据 的 图 形 


6.8.3 三 元 插值 及 其 MATLAB 程序 


常用 的 三 元 捅 值 方法 有 最 近邻 插值 、 线 性 插值 .三 次 插值 和 样 条 插值 . 这 些 
插值 方法 在 MATLAB 函数 库 中 有 编 好 的 名 为 interp3 .m 的 计算 程序 ,该 程序 
有 几 种 调用 格式 ,计算 时 根据 需求 选用 对 应 的 调用 格式 直接 调用 即 可 .这 些 所 有 
的 插值 方法 都 要 求 利 用 [X,Y,Z] = MESHGRID(x,Yy,z) 命 令 将 节点 (zx,y,z) 的 
坐标 构成 的 向 量 x,y 和 z 转 化 为 矩阵 下 ,了 和 了 2, 然后 用 interp3 命令 计算 三 元 
插值 .其 中 x,y 和 z 可 以 是 不 等 距 分 布 ,但 它们 的 元 素 必 须 是 单调 排列 . 
interp3 程 序 有 几 种 调用 格式 ,如 表 6 -18 所 示 . 

例 6.8.7 设 节点 (x,y,z) 的 坐标 为 x= -4,0,1,12,y = 二 人 0 全 75 
计算 函数 了 =2 +xe- ”在 插值 点 w = -3:0.25:10,yi = -3:0.25:3,z = 
-3:0.25:13 处 的 三 元 线性 插值 ,并 作 其 图 形 . 









三 元 插值 的 MATLAB 命令 : 


nzerp3 


VI=interp3(X,Y,Z,V,XI,YI,ZI) 


表 6-18 计算 各 种 三 元 插值 的 MATLAB 命令 


6.8 高 元 插值 及 其 MATLAB 程序 477 


VI = interp3(X,Y,Z,V,XI,YI,ZI) 命 令 的 
主要 功能 是 计算 三 元 函数 了 在 插值 点 (已 ,7 ,Z,) 
的 元 素 ( 天 (下 ) ,了 () ,Zi(E) ) 处 的 三 元 线性 插值 所 
对 应 的 向 量 V, ,其 中 天 ,7:,Z; 必须 是 同型 矩阵 或 向 
量 , 但 是 可 以 不 相等 . (下 , 了 ,Z ) 是 由 节点 ( 瑟 ,7,， 
Z, ) 通 过 命令 meshgria 转换 的 三 元 网 格 坐标 .Y 
的 值 由 (和 ,了 ,Z) 确定 . 如 果 输 入 的 插值 点 (已 , 世 ， 
Z,) 的 元 素 (于 (KE) ,了 (E) ,Z;(E)) 在 (下 ,了 ,Z) 所 确 
定 的 范围 以 外 , 则 返回 的 值 是 NaN . 








VI = interp3(V,XI,YI,ZI) 





如 果 节 点 抢 阵 (于 ,了 ,Z: ) 中 的 成 的 元 素 是 1 
到 的 自然 数 ,到 的 元 素 是 1 到 M 的 自然 数 ,Z; 的 
元 素 是 1 到 叫 的 自然 数 即 , =1:NV ,也 =1:1M,Z， 
=1:P 这 里 LIM,N,P] =SIZE(V) . 则 用 此 命令 计算 
三 元 函数 Z 在 择 值 点 矩阵 (已 ,, 丈 ,Z;) 处 的 三 元 线 
性 插值 所 对 应 的 向 量 Vi 








VI = interp3(V,NTIMES) 





VI = interp3 (V,NTIMES ) 的 功能 是 为 了 
NTIMES 递归 地 工作 ;通过 在 每 个 元 素 之 间 交 叉 
择 和 人 . 

interp3(V) 与 interp3(V,1) 相 同 . 





VI = interp3(...，method ') 


VI = interp3(...，method ') 的 主要 功能 
是 用 户 指定 三 元 内 插值 的 方法 .用 户 不 输入 具体 的 
方法 时 , 按 线性 插值 计算 .. method ' 可 用 以 下 方法 
替换 : 

"nearest '" 表示 最 近邻 插值 ; 

"Linear '" 表示 双 线 性 插值 ; 

' cubic ' 表示 三 次 插值 ; 

'" spline ' 表示 样 条 插值 . 
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解 ”输入 程序 
>> x=[ -4,0,1,12]jy=[ -1,0,3,15];z =y; [X,Y,Z] =meshgrid(x,y,z); 
条 过 放 二 区 | 证 8 三 草 王 症 和 二 本 2 
[xi,yi,zi] =meshgrid( -3:.25:10,-3:.25:3,，-3:.25:13); 
坟 三 二 避 各 全 去 机 也 (六 太太 区 十 到 二 区 人 和 人 ee 和 二 于 6 
[ =2229]75 
shading flat,1ighting 革 1at 
去 1ab5eIT(' 去 7 YLabelL('Y 7) ZITab5eI( Z)， 
title('V=2+ xexp(-x*2 -YYy*2-z*2) 的 三 元 线性 插值 图 形 ") 
holda on,colorbar('horiz')，view([ -30 45]) 


运行 后 屏幕 显示 三 元 线性 插值 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 如 图 6 -34 所 示 ). 


warxexpb2 - 民 二 的 三 元 线性 揪 值 图 形 





2 -和 2 


图 6-34 VY=2+xe ”全 的 三 元 线性 插值 图 形 
例 6.8.8 取 m=10, 作 函数 flow 在 插值 点 x, =0.1:0.25:10,y;, = -3: 
0.25:3,z, =y; 处 的 三 元 三 次 样 条 插值 及 其 图 形 . 
解 ”输入 程序 
>> [xy,z,Vv] =flow(10); 
[xi,yi,zi] =meshgrid(.1:.25:10，-3:.25:3,-3:.25:3); 
vi =interp3(x,y,z,V,xi,yi,zi，spline ");% viis25-by-40-by-25 
后 诗 主 忆 G(C3E 7 训 下 [2.5 7.5] 0 一 工 >2 下 7 
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shading flat,xlabel("x'"),ylabel('y")，zlabel('z7")， 
title(" flow 的 三 元 三 次 样 条 插值 图 形 ") 


hold on,colorbar("horiz '") 


运行 后 屏幕 显示 三 元 三 次 样 条 插值 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 如 图 6 -35 所 示 ). 





图 6-35 函 数 flow 的 三 元 三 次 样 条 插值 及 其 图 形 


习 题 6.8 





1. 设 节点 (*,y,z) 中 的 x= -3.0000, -1.5000,0,1.500 0,3.000 0,y=x, 函 数 z=2(1 
_z)2e-a2-0 民 3 一 和 二 -二 so 计算 在 节点 (x,7,z) 处 下 = (2,3,1， 


7),Y=(5,2, -1,5) 的 双 线 性 插值 .三 次 插值 、. 样 条 插值 和 最 近邻 插值 及 其 图 形 . 

2. 设 节点 (x,y,z) 中 的 x= -5:0.2:5y=x, 函 数 z=5-4xte 人 ,计算 在 X= -4.5:0.3 
:4.5, 了 = 式 处 的 表示 二 元 样 条 插值 的 双 线性 插值 、 三 次 插值 和 最 近邻 插值 及 其 图 形 . 

3. 计算 函数 0=3+2xe 22 在 x=0,1,2,-4,y=0,-1,3,5,z=y 处 的 函数 值 , 并 
作 图 . 

4. 设 节点 (x,y,z) 的 坐标 为 x= -4,0,1,12,y= -1,0,3,15,z=y, 计 算 函 数 了 =5 +2xyz 
e 7 在 插值 点 x, =0.1:0.5:10,y, = -0.5:0.25:13,z =y; 处 的 三 元 线性 插值 .三 次 插值 、 
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样 条 插值 和 最 近邻 插值 ,并 作 其 图 形 . 
S. 取 m=9,5, 作 函数 flow 在 捅 值 点 x, =0.1:0.25:10,y; = -3:0.25:3,z =y; 处 的 三 元 
线性 插值 .三 次 插值 . 样 条 插值 和 最 近邻 插值 及 其 图 形 . 








在 众多 科学 技术 .科学 研究 过 程 中 ,由 一 组 实验 数据 |(xi,7i) =1,2,，…， 
中 选择 一 个 较 简 单 的 函数 六 *)( 如 多项式) ,在 一 定 准 则 下 最 接近 这 组 数据 ,这 
就 是 曲线 拟 合 的 问题 . 与 曲线 拟 合 相 近 的 问题 是 函数 盘 近 ,所 谓 函 数 逼 近 就 是 : 
已 知 一 个 较为 复杂 的 连续 函数 yY(*),xze[a,b], 要 求 选择 一 个 较 简单 的 函数 
xz) ,在 一 定 准 则 下 最 接近 y(*). 本 章 主要 介绍 曲线 ( 面 、 体 ) 的 拟 合 和 基 数 的 最 
佳 台 近 及 其 用 MATLAB 软件 进行 计算 等 问题 . 


7.1 曲线 拟 合 .误差 及 其 MATLAB 程序 


曲线 拟 合 ( 即 数据 拟 合 ) 在 实际 中 有 着 广泛 的 应 用 . 曲线 拟 合 问题 是 这 样 提 
出 的 ,我 们 通过 测量 或 观察 等 方法 获得 一 组 看 上 去 杂乱 无 章 的 实验 数据 (zx;， 
思 ) ，, 即 平面 上 的 个 点 (zy =1,2, ,nm%2ie 开 不 相同 (如 图 7 -1 所 示 ) ,我 
们 希望 从 中 找 出 某 种 规律 , 即 寻 求 一 个 函数 (曲线 )y =Ax) ,使 Fx) 在 某 种 准则 
下 与 所 有 数据 点 (xi,y ) 最 为 接近 , 即 曲线 拟 合 得 最 好 . 
虽然 第 六 章 介绍 的 插值 方法 是 处 理 数 据 近 似 的 一 种 数值 方法 ,但 是 用 来 解 
决 这 里 提出 的 问题 具有 明显 的 缺陷 . 首先 ,这 类 问题 的 数据 (xi,y;) 是 通过 观察 
或 测量 等 手段 得 到 的 实验 数据 ,其 本 身 往 往 带 有 测量 误差 ,个别 数据 的 误差 可 能 
还 很 大 ,如 果 要 求 所 求 的 近似 函数 的 曲线 精确 无 误 地 通过 每 一 个 数据 点 (xz,， 
y) ,就 会 使 曲线 保留 所 有 的 测量 误差 ,从 而 失去 原 数据 表示 的 规律 . 其 次 ,实验 
数据 往往 很 多 ,用 插值 方法 得 到 的 近似 函数 明显 地 缺乏 实用 价值 . 
曲线 拟 合 是 解决 此 类 问题 的 一 种 常用 方法 . 在 曲线 拟 合 时 ,不 要 求 曲 线 扎 x) 
严格 地 经 过 所 有 的 数据 点 (>x;,yi) ,只 要 求 拟 合 函数 屹 x) 在 *: 处 的 误 关 ( 又 称 偏 
差 或 残 差 ) 
6; = 斤 和 如) -7 =1 2，…) 玫 《7.1) 
不 全 为 零 . 但 是 ,为 了 使 近似 曲线 几 x) 能 够 尽 可 能 地 反映 所 给 点 的 变化 趋势 ,要 
求 误差 适当 地 小 是 必要 的 . 达到 这 一 目标 的 方法 很 多 ,例如 ,通过 求 下 列 四 种 误 
差 
(1) 最 大 误差 
五 。= max161= maxlx) -和 1， (7.2) 


1 < ism 1 委 1 委 严 
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图 7-1 实验 数据 和 曲线 拟 合 示意 图 


(2) 平均 误差 
Bi = 二 袜 1 - 工 > Ia) -il， (7.3) 
(3) 均 方 根 误差 
已 =( 二 六 1 六 = 二 六 克 -7 (7.4) 
(4) 误差 平 方 和 8 
BE= 并 贡 = 六 [Xe -车 (7.5) 


之 一 的 最 小 值 等 ， 用 这 四 种 方法 就 可 以 分 别 得 到 在 这 四 种 准则 下 的 四 条 最 佳 拟 
合 曲线 . 使 其 误差 平方 和 最 小 的 方法 称 为 最 小 二 乘 准则 . 由 于 最 小 二 乘 准 则 容易 
进行 最 小 化 计算 ,所 以 通常 采用 它 . 

如 果 给 定 拟 合 曲线 的 函数 ,FCx) 的 系数 ,我 们 还 可 以 用 上 面 的 最 大 误差 、 平 
均 误 差 和 均 方 根 误差 等 方法 估计 扎 x) 与 实验 数据 的 误差 . 下 面 的 例题 7. 1.1 展 
示 了 当 给 定 一 个 函数 和 一 组 数据 以 后 ,如 何 使 用 这 些 误差 公式 和 MATLAB 软件 
计算 误差 . 

例 7.1.1 已 知 函 数 y=F(xz) =5z -14z +7si(2mz) 和 一 组 数据 (*;,7;) 
列 入 表 7 -1 中 ,比较 最 大 误差 ,平均 误差 . 均 方 根 误差 和 误差 平方 和 . 
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表 7 -1 例 7.1.1 的 一 组 数据 (x,,y;) 












一 0.8 0.1 0.5 3.6 








5. 69 11. 34 14. 16 0 102 一 下 .37 185. 84 











解 由 给 定 的 函数 和 数据 ,根据 (7.1) 至 (7.5) 式 编写 下 列 程序 ,并 在 MAT- 

LAB 工作 窗口 输入 

>> X=[-2.5,-1.7,-I.1,-0.8,0,0.1,0.5,3.6]; 互 =length(x); 

六 = 一 人.63 153 本 4 6650 2035 653 了 7 让 二 6.8 

上 =5.*+X- “3 -14.*X+7.#*(Sin(2*piyXx)). 2; fy=abs(f-Yy); 

下 2 .三 上 2 [ 王 人 汪 人 下 和 12 天 = 和 OF 

E1 =sum(fy)/n，E2 =sGqrt((sum(fy2))xn),E=sum(fty2) 
运行 后 屏幕 显示 数据 (x;,y;) 的 横 坐 标 向 量 x, 纵 坐标 向 量 ,函数 值 几 绝对 误差 
亡 , 绝 对 误差 平方 .用 ,最 大 误差 书 ,平均 误差 书 , 均 方 根 误差 已 和 误差 平方 和 羽 
如 下 


光 Y 王 fy fyY2 
-2.5000 -43 .5000 =-43 .1250 0 .3750 0 .1406 
-1 .7000 5.6900 5.5666 0 .1234 0 .0152 
一 工 .JI000 11 .3400 亚 寺 :起 汪 立 0 .1766 0 .0312 
-0 .8000 14.1600 14.-9716 0 .8116 0 .6586 

0 0 0 0 0 
0 .1000 1.0200 1.0234 0 .0034 0 .0000 
0 .5000 -6.3700 -6.3750 0.0050 0 .0000 
3.6000 185 .8400 185 .2984 0 .5416 人 .933 
卫 w = 了 1 三 E2 = 本 :二 
0.8116 0 .2546 Di23773 工 世 390 


由 此 可 见 ,误差 平方 和 忆 最 大 ,其 次 是 最 大 误差 忆 . ,我 们 可 以 根据 拟 合 精度 
和 最 大 误差 已 来 决定 是 否 删除 奇异 点 . 因为 平均 误差 轧 最 小 上 且 计 算 简单 ,所 以 
经 常 被 使 用 估计 误差 . 均 方 根 误差 玉 通常 用 于 需要 考虑 误差 的 统计 特征 的 
情况 . 


习题 7.1 





1. 已 知 函 数 y= 帮 xz) =4x +7sin2(2mx) 和 一 组 数据 (*;,y;) 列 人 下 表 中 ,比较 最 大 误差 、 
平均 误差 ,. 均 方 根 误差 和 误差 平方 和 
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Xi -2.5 一 1.7 -1.1 一 0.8 0 0. 1 0.5 3.6 





yi 一 43. S0 S. 69 11. 34 14. 16 0 1. 02 -6.37 185. 84 





2. 已 知 函 数 y =5.0911 -14. 1905x” +6. 4102x - 8. 2574 和 一 组 数据 (x, ,7 ) 列 人 下 表 
中 ,比较 最 大 误差 .平均 误差 . 均 方 根 误差 和 误差 平方 和 . 





















-192.9 -85.5$0 -36.15 -26.52 -9.10 -8.43 -13.12 6.5S0 


7.2 曲线 拟 合 的 线性 最 小 二 乘法 及 其 MATLAB 程序 


用 最 小 二 乘 准则 选择 近似 函数 的 方法 称 为 最 小 二 乘法 ,其 中 线性 最 小 二 乘 
法 是 解决 曲线 拟 合 最 常用 的 方法 ,基本 思路 是 , 令 
FACxz)=ar(xz)+am(x)+…+dor(xY)， (7.6) 
其 中 mm(*) 是 事先 选 定 的 一 组 函数 ,ar (5=1,2.…,m,m<na) 是 待定 系数 . 拟 合 
准则 是 最 小 二 生 准 则 ,其 几何 意义 是 使 于 个 点 (zi, 思 ) =12 ,与 对 应 点 
(xx)) 的 距离 8, 的 平方 和 (7.S5) 式 最 小 (参考 图 7 -1). 由 于 (7.5) 式 是 系数 
ak 的 图 数 , 记 


J(a ,as) = > - 工 LasD) -7 (7.7) 
为 求 e ,as ，… ,an 使 /达到 最 小 ， ,只 需 利用 极 值 的 必要 条 件 总 -= 0 (上 = 1.2，， 
mm) ,得 到 关于 o ,a, ,…,a。 的 线性 方程 组 
> na[ > mn(a) -=0， 


(7.8) 
> ra(xi)[ > ar (2X;) -2 =0， 
记 
mx ) ra(xn) 
民 = : : , = (oa 了 = (人 


mx ) xs) 人 
方程 组 (7.8) 可 表示 为 
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玉 RA = 尺 y. (7.9) 
当 }r (xz) ,rs(x)} 线性 无 关 时 ,R 是 满 秩 矩阵 , 故 尺 R 可 闭 , 于 是 方程 组 
(7.9) 有 唯一 解 


4=( 尺 ' 玉 ) 一 RR yy。 (7. 10 ) 
可 以 看 出 ,只 要 /xz) 关 于 待定 系数 al ,as,…,a。 是 线性 的 ,在 最 小 二 乘 准 则 
(7.5) 下 得 到 的 方程 组 (7.8) 关 于 wa ,as,…，,aw 也 一 定 是 线性 的 , 故 称 线性 最 小 
二 乘法 . 
例 7.2.1 给 出 一 组 数据 点 (*,,y,) 列 和信 表 7 -2 中 ,试用 线性 最 小 二 乘法 求 
拟 合 曲线 ,并 用 (7.2),(7.3) 和 (7.4) 式 估计 其 误差 ,作出 拟 合 曲 线 . 
表 7-2 例 7.2.1 的 一 组 数据 (x,,y,) 





















0.1 1.5 2.7 3.6 








-192.9 -85.50 -36.15 -26.32 -9.10 -8.43 -13.12 6.50 ”68.04 


解 〈1) 首先 根据 表 7 -2 给 出 的 数据 点 (xi,yi) ,用 下 人 列 MATLAB 程序 画 
出 散 点 图 . 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>x-[-2.5 -1.7 -1.1 -0.8 0 0.1 1.5 2.7 3.6]; 
Yyv=-[-192.9 -85.50 -36.15 -26.52 -9.10 -8.43 -13.12 6.50 
68.04j; 


DPlot(x,y， 工 上 )， 
Legend( 实验 数据 (xi.yi) ) 
xlabel('x'"),ylabel('y )， 
titlie(' 例 7.2.1 的 数据 点 (xi,yi) 的 散 点 图 ') 
运行 后 屏幕 显示 数据 的 散 点 图 , 见 图 7 -2. 
(2) 因为 数据 的 散 点 图 7 -2 的 变化 趋势 与 三 次 多 项 式 很 接近 ,所 以 选取 一 
组 函数 1.r,x ,xz , 令 
xz) =@ 妇 +ai +a3X + ， (7.11) 
其 中 w 是 待定 系数 (4=1,2.3,4). 
(3) 用 最 小 二 乘 准 则 求 待定 系数 oj(E=1,2,3,4)， 
将 表 7 -2 给 出 的 数据 (xy ),，i=1,2,…,9 代 入 (7.11) 式 ,编写 下 列 
MATLAB 程序 计算 几 xz) 在 (zx ,》) 处 的 函数 值 , 即 输 入 程序 
>> Syms al a2 a3 ad 
x-[-2.5 -1.7 -1.1 -0.8 0 0.1 1.5 2.7 3.6]; 
fi=al.kX. 3+ a2-*+xX- 2+ a3.:#X+ ad4 


运行 后 屏幕 显示 关于 ca ,ao: ,ws 和 a. 的 线性 方程 组 
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7-2 例 7.2.1 的 数据 点 的 散 点 图 


下 全 二 

[ -125/8*xal+25/4*xa2-5/2*xa3+a4，-4913/1000*al +289/100 
*#a2-17X10*a3+a4，-1331/1000*al+1l21/100*a2 一 1I1/10*a3 +a4, 一 64/ 
125*al+l6/25*a2-4/X5*a3+a4,a4,1/1000*al+1lVX100*#a2+1XA10*#a3+ 
a4,27/8*al+9/4*#a2+3/2#ka3 +a4, 19683/1000 * al +729/100 # a2 +27/10 # 
a3 +a4,5832/125*al +324/25*a2 +18/5*+a3+a4] 


根据 (7.5) 式 ,编写 构造 误差 平方 和 J(w ,ao)= >8= > [Kx)- 


7 的 MATLAB 程序 
>>Y=[-192.9 -=85,50 -36.15 -26.52 =9.10 -8.43 -13.12 6.50 
68.04]; 
fi=[-125/8*al+257X4*#ka2 -5/2*a3+a4，-4913/1000*#al+289/ 
100*a2 -177X10*a3+a4，-1331/1000*al+1l121/100*#a2 -1I1VIL0 
aa3 +a4,-647/125*al+1l6/25*a2-4/X5*a3+a4,a4, 1《/1000*al +1 工 了 
100*a2+1l1/X10*a3 +a4,27/8*al+9/4ka2+3/2*+ya3+a4,19683/ 
1000*al +729/100*a2 +27VX10*xa3+a4,5832/125*al +324/25 *# a2 


+18/5*a3 +a4]; 
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fy=fi-y;fy2=fy.^ 2; 可 =sum(fy.*2) 
运行 后 屏幕 显示 误差 平方 和 如 下 

J = 

(-125/8*xal +25/4+a2 -5/2ya3+a4d+1929/10)”、2 +(《 -4913/ 
1000*al+289/-100*a2 -17/10+*xa3+ad4d+1712)*2+(-1331/1000*# al + 
121A100*a2-11A10*a3+a4+723/A20)*2+(-64/125*al+16/25*a2 -4Z5 
*xa3+ad4d+663/25)*2+(a4+91/10)*2+(17Z1000 * al 417Z100x a2 +17V/10*a3 
+a4+843-100)2+(27A8*al+9A4+*a2+3A2+ka3+akt+328/25)^2 +(19683 / 
1000*al+729/100*a2+27/A10*ra3+a4d-13/2)*2 +(5832/125*al +324/25 
#a2+18A5*a3+ad4d-1701725) 2 


为 求 w ,ao ya 使 达到 最 小 ,只 需 利用 极 值 的 必要 条 件 2 -0 (=1， 


2,3,4) ,得 到 关于 c ,az ,aa ,as 的 线性 方程 组 ,这 可 以 由 下 面 的 MATLAB 程序 完 
成 , 即 输入 程序 


>> SYyms al a2 a3 ad 

JJ=(-125/8*ral+25/ 4*+ka2 -5/A2#ka3+a4+1l929/10)*2+(-49137 
1000*al+289/100*+a2 -17A10*ra3+a4...+171/2)22+(-1331/1000 + al + 
121/A100*a2 -11A10*a3+ad4d+723/20) "2+(-64/125*al+16/25*a2 -4Z5 
#a3+a4d+663/25)*2+(a4+91/10)*2+(1ZX1000*ral+l/100*xa2+1A10*a3 
+a4+843A100) ”2+(277A8*#kal+9A4*+*a2+3A2*a3+ad4+328/25) 2+(196837/ 
1000*al +729/100*a2+27/10*a3+a4-13/2) 2 +(5832/125* al +324/25 
*a2+18A5yxa3+a4-17017/25) 人 2; 

Jat =diftf(J,al);iJa2 =aiff(J,a2);dJa3 =aiff(J,a3);Ja4 = Gift(J， 
a4); 

Jall =simple(Jal),Ja21 =simple(Ja2),Ja31 = Simple(Ja3 ) ,Ja41 


simple(Ja4) ， 
运行 后 展 幕 显示 了 分 别 对 ,az ,as ,as 的 偏 导数 如 下 
Jal1l = 
56918107 /10000* al +32097579/25000*a2 +1377283/2500 
aa +23667/250#ka4 -8442429/625 
Ja21 = 
32097579 /25000:# al +1377283/2500*a2 +23667/250 * a3 + 
67 * 忆 4 +767319 /625 
Ja31 = 
13377283/2500# al +23667/250+#a2 +67*#a3+18/ 5: a4 


稚 


232638 /125 
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Ja41 = 
23667/250*#*al+67*kxa2+18/A5*+*a3+18*#*a4+14859/25 
解 线性 方程 组 ye =0,Jo =0,yJa =0,yJa =0, 输 入 下 列 程序 
>>R&A=[56918107/10000，32097579/25000，1377283/2500，23667 7/ 
250; 32097579 /25000,，13737283/2500，23667 /250,， 67j;1377283/2500,，23667/ 
250, 67, 18/5;23667/250，、67, 18/5,， 18]; 
B=[8442429/625，-767319/625,， 232638/125，-14859/25]; 
C=BAA,E=Ppoly2sym(Cc) 
运行 后 屏幕 显示 拟 合 函 数 上 及 其 系数 C 如 下 
C = 5 .0911 -14.1905 6.4102 -8.2574 
f =716503695845759/140737488355328 * X ”3 -79885441025957579 / 


562949953421312 + XXX” 2 + 1804307491277693/ 281474976710656 :# X 一 
4648521160813215/562949953421312 


故 所 求 的 拟 合 曲线 为 
ACx) =S.0911x* -14. 190Sx” +6. 4102x - 8. 2574 (7. 12 ) 
(4) 根据 (7.2)、(7.3) 和 (7.4) 式 编写 下 面 的 MATLAB 程序 估计 其 误差 ， 
并 作出 拟 合 曲线 和 数据 的 图 形 . 输入 程序 
>> xi=[-2.5 -1.7 -1.1 -0.8 0 0.1 1.5 2.7 3.6]; 
YyY=[-192.9 -85.50 -36.15 -26.52 -9.10 -8.43 -13.12 6.50 
68 .04]; 
ma=1lengthCxi)， 
E=5.0911.*#*Xi. 3 -14.1905 .kkXi. 2+6.4102 .*xi -8.2574j 
x= -2.5:0.01:3.6; 
FE=5.0911.*X. ”3 -14.1905 .+*X. “2 +6.4102.+rX -8.25743; 
fy=abs(E-y); fy2 =fy. 2; Ew=max(ty)， ” 
BE1 = sumf fy) An， BE2 =sqrt((sum(fty2))vny) 
plot(xi,y,，ry', hold on, plot(x,F,，b-')，hold off 
legend( ' 数 据点 (xi,yi) ， 拟 合 曲线 Y =E(x) ) ， 
xlabel('x'"), ylabel( yy )， 
title(' 例 7.2.1 的 数据 点 (xi,yi) 和 拟 合 曲线 > =(x) 的 图 形 ) 
运行 后 屏幕 显示 数据 (xi,y,) 与 拟 合 函数 /的 最 大 误差 五 ,平均 误差 下 和 均 方 
根 误差 已 及 其 数据 点 (x,y) 和 拟 合 曲线 7= 态 *) 的 图 形 , 见 图 7 -3. 
卫 W = 了 1 = 了 2 = 
3 .105 4 0.903 4 1.240 9 
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*# 数据 点 (xi,y 
一 - 拟 合 曲线 y=fo0 





7-3 例 7.2.1 数 据 散 点 图 和 拟 合 曲线 


习题 7.2 





1. 给 出 一 组 数据 点 (xi,y;) 列 人 下 表 中 ,试用 线性 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲线 ,并 用 (7.2)、 
(7.3) 和 (7.4) 式 估计 其 误差 ,作出 拟 合 曲线 . 























=3.5 






= 人.7 





= 开 .1 一 0.8 | 






0 全 六 7 3.6 





-92.9 -85.36 -36.15 -26.52 =-9.16 -8.43 -13.12 6.59 68.64 


2. 用 y=Vx 在 x=0,1,4,9,16 产生 5 个 节点 已 ,…,P,. 用 不 同 的 节点 构造 拟 合 曲线 来 计 
算 x=5 处 的 插值 (如 用 已 …P;;P…P,;P.…P, 等 ) ,与 精确 值 比 较 并 进行 分 析 . 

3. 用 给 定 的 多 项 式 , 如 y=21x -6x +5x -8, 产 生 一 组 数据 (xi,yi),i=1,2,…,m, 再 在 
7 上 添加 随机 干扰 (可 用 rang 产生 (0,1) 均 匀 分 布 随机 数 ,或 用 randn 产生 N(0,1) 分 布 随 
机 数 ) ,然后 用 x, 和 添加 了 随机 干扰 y 的 数据 作 3 次 多 项 式 拟 合 , 与 原 系数 比较 . 如 果 作 2 或 
4 次 多 项 式 拟 合 ,结果 如 何 ? 

4. 弹簧 在 力 下 的 作用 下 伸 长 x, 一 定 范围 内 服从 胡 克 定律 : 忆 与 x 成 正比 , 即 已 = 庆 居 为 
弹性 系数 . 现在 得 到 下 面 一 组 *, 忆 数据 ,请 在 (*,P) 坐标 下 作 图 ,并 观察 当 严 大 到 一 定数 值 
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后 ,是 否 服从 这 个 定律 . 试 由 数据 确定 丰 , 并 给 出 不 服从 胡 克 定律 时 的 近似 公式 . 

















7.3 函数 ~m(x) 的 选取 及 其 MATLAB 程序 


面 对 一 组 数据 (x,,y;) ,=1,2,…,m, 用 线性 最 小 二 乘法 作曲 线 拟 合 时 ,首要 
的 ` 也 是 关键 的 一 步 是 恰当 地 选取 一 组 函数 m(x*) ,…,rn(xz). 如 果 通 过 分 析 ,能 
够 知道 y 与 x 之 间 应 该 有 什么 样 的 函数 关系 , 则 m (*) ,…,rn(x) 容 易 确 定 . 若 无 
法 知道 y 与 x 之 间 的 关系 ,通常 可 以 将 数据 (% 7) ,=1,2,…)E 作 出 散 点 图 
(如 图 7 -2 所 示 ) ,直观 地 判断 应 该 用 什么 样 的 曲线 去 作 拟 合 (如 图 7-3 所 
示 ). 人 们 常用 的 曲线 有 (参见 图 7 -4). 





(1) 直线 y =aiY 十 Q)， 
(2) 多 项 式 ( 一 般 玫 =2,3 ,不宜 过 高 ) y=QIX 二 十 Cn 和 十 Gmti。 
(3) 双 曲 线 3 (aa 天 0 ,0 天 0). 
(4) 指数 曲线 y=ae“ (a 天 0,0 天 0). 
(5) 对 数 曲 线 y=anx+c (a 夫 0). 
(6) 复合 函数 曲线 yy= 一 一 (ae 天 0, 关 0) ， 
(pxr +c) 


多 





(aa 天 0,) 天 0) ,7= 


ae 和 +c QX 十 C 

已 知 一 组 数据 ,用 什么 样 的 曲线 拟 合 最 好 ,可 以 在 直观 判断 的 基础 上 , 选 几 
种 曲线 分 别 作 拟 合 ,然后 比较 ,看 哪 条 曲线 的 最 小 二 乘 指 标 J] 最 小 ( 见 (7.7) 
趟 六 

例 7.3.1 给 出 一 组 实验 数据 点 (*,y) 的 横 坐 标 向 量 为 x=(-8.5， 
三 名. 了 7 二 6 一 336, 三 34 二 人 有 225 
-2.7, -3.6) ,纵横 坐标 向 量 为 = (459. 26,52. 81 ,198. 27 ,165. 60 ,59. 17， 
41. 66 ,25. 92 ,22. 37 ,13. 47 ，12. 87 ，11. 87 ,6. 69 ,14. 87 ,24. 22 ) ,试用 线性 最 小 
二 乘法 求 拟 合 曲线 ,并 用 (7.2) ,(7.3) 和 (7.4) 式 估计 其 误差 ,作出 拟 合 曲线 . 

解 (1) 首先 根据 给 出 的 数据 点 (xi,y ) ,用 下 列 MATLAB 程序 画 出 散 点 
图 . 

在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

字 > 站 二 性 过 证 一 且 7 订 二 了 二 63551105 一 在 二 3 二 3565 一 3 45 三世 二 ， 

二 二 





y = (a 天 0),，y=axe“(a 天 0,0 天 0). 
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》 一 G1X2+G2X+G3 7 J=alx2+a2xz+a3 
(aa>0) (ai<0) 
二 十 
上 十 
O 区 O 立 





图 7-4 常用 的 拟 合 曲线 


y=[459.26,52.81,198.27,165.60,59.17,41.66,25.92，22 .37,13 .47， 
12 .87,， 11.87,6.69,14.87,24.22]; 
plot(x,y，Fr*'),1egend( 实验 数据 (xi,yi) ) 
xlabel('x'")，ylabel('y )， 
cicle(" 例 7.3 .1 的 数据 点 (xi,yi) 的 散 点 图 ') 
运行 后 屏幕 显示 数据 的 散 点 图 , 见 图 7 -5(a). 

(2) 因为 数据 的 散 点 图 7 -5(a) 总 的 变化 趋势 与 指数 函数 很 接近 ,所 以 选 

取 函 数 
xz) =ae 二， (7. 13 ) 
其 中 ,是 待定 系数 . 最 好 将 奇异 点 ( -8.7, 52. 81 ) 去掉 . 

(3) 用 最 小 二 乘 准 则 求 待定 系数 ec, 沁 将 给 出 的 数据 (xi 7) ,=1,2， ,14 
代入 (7.13) 式 ,编写 下 列 MATLAB 程序 计算 妃 x) 在 (xyi) 处 的 函数 值 , 即 输入 
程序 

>> SYyms a jb - 

xX=[-8.5,-8.7,-7.1,-6.8,-5.10,-4.5,-3.6,-3.4,-2.6,，-2.5， 
-2.1,-1.5,-2.7,，-3.6]; 

fi=a.yexp( -Pb.*rX) 
运行 后 屏幕 显示 关于 e 和 ,的 线性 方程 组 

fi = - 

[ ayexp(17/2 :kb)，a*#k exp(87/ 10*b)，aykexp(71/10 站 加 )，a 
exp(347/5*#Db),， aykexp(51/10#Db)，ay#kexp(9/2 半 有)，a# exp(18/5 站)，a# 
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exXp(17A5*Db)，aykexp(13/5 半 DPp)，aykexp(5/A2#Db)，a#kexp(21/10 闲 阳 )，a 
exp(3/2*b)，ar+kexp(27/10*b),，a*yrexp(18/5*Db)] 


根据 (7.5) 式 ,编写 构造 误差 平方 和 J(a ,as) = 站 下 =- [rz)- 
E=1 = 工 
yi 的 MATLAB 程序 如 下 
>>y =[459.26,52.81,198.27,165.60,59.17,41.66,25.92,22.37， 
13 .47 ,12 .87,， 11.87,，6.69,14.87,24.22]; 
fi=[ayrexp(17《2*b)，ayxexp(87/10*xDb)，axyxexp(71/A10*Db)， 
已 冰 eXP(34/ 5 站 了 ) ,ak exp(51/10 半 Pbp)， 到 #eXxp(9/2#Db)， 忌 烛 
exp(187/5*b)，aykexp(17/A5:+Db),a*yrexp(13/5*kb)， ayrexpb(5/A2 
# 了 和 )， aykexp(21/A10*Dpb)， ayrexp(3A2*Db),ayexp(27/10*+b)， aa 
*# exp(18/5*+Db)]; 
fy = 工 -Yi; 
fy2 =fvyv. ”23; 
可 =Sum( fy. 2) 
运行 后 屏幕 显示 误差 平方 和 如 下 
可 = 
(axkexp(17/2*xb) -22963/50) 2 +(a+kexp(87/10*b) -52817Z100) “2 
+(aa#kexp(717Z10*Dbp) -198277/100) 2 +(ayexp(34/5*b) -8287/5) 2 +(a#yexp 
(51/Z10*Dp) -59177/100) 2 +(ay#exp(9/2#Db) -2083/50) 2 +(akexXxp(187/5 
b) -648/25)*2 +(a#ykexp(17/5*xb)-2237/100)*2+(a*rexp(13/5*#b) - 
1347 /100) 2 +(aykexp(5/2*b) -12877100)*2 +(akexp(21Z10*b) -11877/ 
100) ”2 +(aykexp(3/2*b)-669/100)*2+(axexp(27/10*D) -1487/100) ”2 
+(aykexp(18/5*kb) -1211/50) ”2 
aJ 


为 求 < 洲 使 7 达到 最 小 ,只 需 利用 极 值 的 必要 条 件 2 =0，, 了 =0, 得 到 关于 
a,b 的 线性 方程 组 ,这 可 以 由 下 面 的 MATLAB 程序 完成 , 即 输入 程序 


>> SYyms a PD 

可 =(aykexp(17/2*#Db) -22963/50)*2 +(ayrexp(87/ 10*hb) -52817 
100)*2 +(a#kexp(71ZX10*xb) -19827/100) 人 2+(akexp(345*hb) -828/5) ”2 
+(Bakexp(51/10*+*D) -5917/100) ”2 +(a#kexp(9/2:#b) -2083/50) ”2 +(ay 
exp(18A5*Dpb) -648/25) ”2 +(aykexp(17/5*yb) -2237/100) 2 +(ay# exp(13/5 
*#) -1347 /100)*2 +(ayexp(5/2*kb)-1287/100) 2 +(axyx exp(21/10*b) - 
1187 /100)*2 +(asexp(37/2+b)-669/100)*2+(ayexp(27/10*Db) -14877 
100) ”2 +(a+kexp(18/5*b) -12117/50) > 人 24 
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Ja=diff(J,a);Jb=diff(J,b); 

Jal =Simple(Ja),Jbl =simple(Jb)， 
运行 后 屏幕 显示 JJ 分 别 对 e, 的 偏 导数 如 下 

Jal = 

2# 忆 kexp(3#b)+2*#Bykexp(17*#Db)+2a#kexp(87/5 本 D) +2 
exp(68/5#Dpb)*#a+2y#kexp(9*b)*a+2#ka#kexp(34/5+*b) -669/50* exp(3/2 
*Db) -1487/50:# exp(27/10*b) -2507/25* exp(18/5*b) -22963/25 * exp 
(17/2*b) -5281/50*exp(87/10*+b) -19827/50* exp(71/10*b) -2237/50 
*# exp(17 /5 光 pb) -1656/-5* exp(34/5*+*pb) -1347/50*expb(13/5*b) -5917/50 
*# exp(51/10*b) -1287/50*exp(5/2*Db)-2083/25*exp(9/2*+b) -11877/50 
# eXpP(21/10:#b) +4:#a#exp(36/5#Db) +2 站 已 #eXxp(26/5*kb) +2#akexp(717 
5 才 了 PP) +2# 忆 村 eXp(517/5 站 D) +2#: 日 eXxp(S5#Dp) +2 己 eXxp(21/A5 站 了 ) +2 汪 已 六 
exp(27/A5*kDpb) 

Jb1l = 

1/A500*a*k(2100*#a#exp(21710*b) 2 +8500 业 Bexp(17/2*b) 2 
+6800*a+exp(34/5*b)*2 -10035* exp(3/2*pb) -40149 + exp(27 /10*Pp) - 
180504* exp(18/5*b) -3903710* exp(17/2*b) -459447 * exp(87Z10*Db) - 
1407717 * exp(71/10*b) -76058*#*exp(17/5*#*b) -1126080 * exp(34/5*+b) - 
35022 * exp(13/5 *b) -301767 * exp(51/10*b) -32175 * exp(5/2*Db) - 
187470 + exXxp(9/2 :hpb) -24927* exXxp(217/10 汗 Pb) +7100 己 半 eXxp(717AZT1L0 半 了 ) ”2 + 
5100# 忆 kk exp(51/10*b) 人 2 +4500 # 忆 exp(9/2#kb) "2 +7200#aexp(18/5 
b) ”2 +3400# 己 风 exXp(17A5 交 DPp) 2+2600*# 昌 yexp(13A5 半 Pb) 人 2+2500# 已 闲 
exp(5/2*khpb)*2 +1500 :kexp(3/2+*b) 2 +2700*aykexp(27/10*b)*2 +8700. 
二 已 exp(87/10*bp) > 2) 

用 解 二 元 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 的 MATLAB 程序 求解 线性 方程 组 /= 0， 

J =0, 得 


已 = 了 = 
2.8110 0 .581 6 
故 所 求 的 拟 合 曲 线 (7. 13 ) 为 
xz) =2.811 0e 4 (7. 14 ) 


(4) 根据 (7.2),(7.3),(7.4) 和 (7. 14) 式 编写 下 面 的 MATLAB 程序 估计 
其 误差 ,并 作出 拟 合 曲线 和 数据 的 图 形 . 输入 程序 
>> xi=-[-8.5 -8.7 -7.1 -6.8 -5.10 -4.5 -3.6 -3.-4 -2.6 
-2.5 -2.1 -1.5 -2.7 -3.6]; 
y=[459.26 52.81 198.27 165.60 59.17 41.66 25.92 22.37 
13.47 12.87 11.87 6.69 14.87 24.22]; 
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(b) 数据 散 点 图 和 拟 合 曲线 的 图 形 


图 7-5 
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Dn=1length(xi);f=2.8110.*exp( -0.5816.*xi);x= -9:0.01: 一 1; 

F=2.8110.*exp( -0.5816.*Xx); fy=abs(f-y);fy2 =fy.* 2; Ew = 
max(Ey ) ， 

EL =Sum(fy)/n, E2 =sqrt((sum(fy2))vn), plot(xi,y, zx*'), hold on 

号 科 全 外 作 奖杯 坊 二 天 仙人 才 在 E， 

legend( 数据 点 (xi,yi)'", 拟 合 曲 线 yY =E(x)'") 

Xlabel("Xx")，ylabel('y ')， 

title(" 例 7.3.1 的 数据 点 (xi,yi) 和 拟 合 曲线 y =E(x) 的 图 形 '") 
运行 后 屏幕 显示 数据 (x,,y;) 与 拟 合 函数 /的 最 大 误差 五 。=390. 141 5 ,平均 误差 
E, =36. 942 2 和 均 方 根 误差 E. = 106. 031 7 及 其 数据 点 (*;,y;) 和 拟 合 曲线 y = 
xz) 的 图 形 , 见 图 7 -5(b). 


习题 7.3 





1. 给 出 一 组 实验 数据 点 (xi,y;) 的 横 坐 标 向 量 为 x=(-7.4 -6.8 -5.16 -4.5 


-3.6 -3.4 -2.6 -2.5 -2.4 -1.5 -2.7 -3.6), 纵 坐标 向 量 为 ?= (198. 27 
165.66 59.17 41.66 25.92 22.37 13.47 12.87 11.87 6.69 14.87 24.22)， 
试用 线性 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲线 ,并 用 (7.2) ,(7.3) 和 (7.4) 式 估计 其 误差 ,作出 拟 合 曲线 . 

2 给 出 下 面 表 中 的 一 组 数据 点 (xi,yi) ,试用 线性 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲线 ,并 用 (7.2) ， 
(7.3) 和 (7.4) 式 估计 其 误差 ,作出 拟 合 曲线 . 









一 1.7 





一 -0.8 0 0. 





1 3.6 








-85.50 -36.15 -26.52 -9.10 -8.43 -13.12 6. 50 68. 04 











3. 在 化 工 生 产 中 常常 需要 知道 丙烷 在 各 种 温度 7 和 压力 忆 下 的 导热 系数 天 下 面 是 实验 
得 到 的 一 组 数据 : 


Tv) ip ”5 





试 求 T=99% 和 PP=10.3x10? kN m: 下 的 天 
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面 对 一 组 数据 (*,y ) ,=1,2,…,m, 用 线性 最 小 二 乘法 作曲 线 拟 合 时 ,如 果 
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选取 一 组 函数 站 (xz) ,rm(z) 为 1,x 盖 xz (mm<z), 则 拟 合 曲线 为 多 项 式 
yY=GIX + +GX 二 GANI (7. 15 ) 
一 般 严 =2,3 ,不 宜 过 高 . 
对 于 指数 曲线 , 拟 合 前 需 作 变量 代 换 ,化 为 系数 参数 的 线性 函数 . 
用 MATLAB 作 线 性 最 小 二 乘 拟 合 的 多 项 式 拟 合 有 现成 程序 ,调用 格式 为 
a=polyftit(x,yy my) 
其 中 输入 参数 *,y 为 要 拟 合 的 数据 ,是 长 度 自 定 义 的 数组 , 普 为 拟 合 多 项 式 的 次 
数 , 输 出 参数 a 为 拟 合 多 项 式 y=awx" +…+anx+ani 的 系数 向 量 a = (al，…， 
ay ai)， 
多 项 式 在 * 处 的 值 y 可 用 下 面 程序 计算 
Yy==Dpolyval(a,Xx) 
线性 最 小 二 乘 拟 合 的 另 一 种 作法 是 ,用 MATLAB 直接 解 超 定 方程 组 (方程 
个 数 大 于 未 知 数 个 数 ). 
对 于 选 定 的 m(*) ,上 =1,…, 普 和 已 知 数据 (xx ,7 ) =1,2, ,于 (< 对 )， 
对 (7. 15 ) 式 令 FLx,) =7 ,得 二 个 方程 .mm 个 未 知 数 的 超 定 方程 组 
RA4 = 小 (7. 16) 
这 个 方程 当然 没有 普通 意义 下 的 解 ,但 是 可 以 在 最 小 二 乘 意义 下 求解 . 在 用 
MATLAB 求解 线性 代数 方程 组 R4 = 了 时 ,我 们 知道 , 若 输入 mx 可逆 方 阵 丸和 
由 维 向 量 》, 则 键入 A=RY, 运 行 后 得 到 普通 意义 下 的 解 4. 
这 里 要 指出 的 是 ,MATLAB 具有 如 下 功能 : 若 输 入 x 普 阵 员 和 维 向 量 》 
(mm <Pn), 只 要 灵 ' 尺 可 逆 , 仍 键 人 ARA=RY, 则 给 出 最 小 二 乘 准 则 下 的 解 4. 
例 7.4.1 给 出 一 组 数据 点 (*,,y) 列 人 表 7 -3 中 ,试用 线性 最 小 二 乘法 求 
拟 合 曲线 ,并 用 (7.2) ,(7.3) 和 (7.4) 式 估计 其 误差 ,作出 拟 合 曲线 . 
表 7-3 例 7.4.1 的 一 组 数据 (* 7)) 





53.94 33.68 20.88 16. 92 





解 (1) 首先 根据 表 7 -3 给 出 的 数据 点 (2 ,7) ,用 下 列 MATLAB 程序 画 
出 散 点 图 . 

在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> x-[-2.9 -1.9 -1.1 -0.8 0 0.1 1.5 2.7 3.6]; 
y=[53.94 33.68 20.88 16.92 8.79 8.98 4.17 9.12 19.88]; 
plot(x,y，zr+x')，legend( 数据 点 (xi,yi) ) 
xlabel("x"),， ylabel('y )， 
title(' 例 7.4.1 的 数据 点 (xi,yi) 的 散 点 图 ) 
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运行 后 屏幕 显示 数据 的 散 点 图 , 见 图 7 -6(a). 
《2) 因为 数据 的 散 点 图 7 -6(a) 的 变化 趋势 与 二 次 多 项 式 很 接近 ,所 以 选 
取 一 组 函数 1,z,x , 令 
Kx) =alz +asx+ai， (7. 17 ) 
其 中 % 是 待定 系数 (上 =1,2,3). 
(3) 用 作 线 性 最 小 二 乘 拟 合 的 多 项 式 拟 合 的 MATLAB 程序 求 待定 系数 wa 
(=1,2,3). 输 入 程序 
>> 已 =PoOLYfit(x,y,21) 
运行 后 输出 (7.17) 式 的 系数 
a = 
2.8302 -7.3721 9.1382 
故 拟 合 多 项 式 为 
(xzx) =2.830 2x -7.372 1xz+9. 138 2. (7.18) 
(4) 根据 (7.2),(7.3),(7.4) 和 (7. 18 ) 式 编写 下 面 的 MATLAB 程序 估计 
其 误差 ,并 作出 拟 合 曲线 和 数据 的 图 形 . 输入 程序 
>> xi=f-2.9 -1.9 -1.1 -0.8 0 0.1 1.5 2.7 3.6]j; 
yv=[53.94 33.68 20.88 16.92 8.79 8.98 4.17 9.12 19.88]; 
nmn=length(xi);ift=2.8302.*Xi. 2 -7.3721.*#Xxi+9.1382 
X= -2.9:0.001:3.6;F=2.8302.*X. 2 -7.3721.*Xt+t9.13821; 
ty =abs(f-y); fy2=fty. 2;，Ew=max(fy)，E1 =sum(fy)vn， 
E2 =SGrt((sum(fty2))vn)，plot(xi,y，ry#'"，x FF，b- )， 
Legendq( 数据 点 (xi,yi) ， 拟 合 曲线 Y =E(x) ) 
Xlabel(' x '")，Yylabel( vv )， 
ticle(' 例 7.4.1 的 数据 点 (xi,yi) 和 拟 合 曲线 Y =f(x) 的 图 形 ”) 
运行 后 屏幕 显示 数据 (*,,y ) 与 拟 合 函 数 / 的 最 大 误差 已 , ,平均 误差 瓦 和 均 方 
根 误差 忆 及 其 数据 点 (*, ,六 ) 和 拟 合 曲线 y =Ax) 的 图 形 , 见 图 7 -6(b). 
正 w = 也 1 := 了 2 = 
0.745 7 0.389 2 0.436 3 
例 7.4.2 有 一 只 对 温度 敏感 的 电阻 ,已 经 测 得 了 一 组 温度 7 和 电阻 尺 数 
据 (7r) ( 见 表 7 -4) : 
表 7-4 例 7.4.2 的 一 组 数据 (7 ,r) 


7T(S ) 20.5 32.5  。 S1.0 73.0 95.7 





及 (GD) 765 826 873 942 1 032 


现在 想 知 道 60 吕 时 的 电阻 多 大 .用 上 述 两 种 方法 拟 合 电 阻 尺 与 温度 了 之 间 的 
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(Cb) 数据 散 点 图 和 拟 合 曲线 


图 7 -6 
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关系 ,并 估计 三 种 误差 . 
解 方法 1 (1) 输入 MATLAB 程序 
>> 上 =[20.532.5517395.7];zr=[765 826 873 942 1032]; 
plot(t,z，L*'")，legend(' 数 据点 (ti,zi)7) 
区 LapeL( 站 7) 交 LapelLf 人 到 人 5 
title(' 例 7.4.2 的 数据 点 (ti,zi) 的 散 点 图 ') 
运行 后 得 到 表 7 -3 给 出 的 数据 的 散 点 图 7 -7, 图 中 * 号 表示 的 5 个 数据 点 . 





图 7-7 电阻 丸 与 温度 了 之 间 的 关系 


(2) 由 图 7-7 可 见 ,5 个 数据 点 基本 在 一 条 直线 上 ,所 以 , 拟 合 曲线 选择 直 
线 尽 =a7+0, 输 入 如 下 程序 
>> 上 =[20.532.5517395.7]; 上 =[765 826 873 942 1032]; 
二 三 RDG 瑟 (人 EJ3 生 三 而 GOQ 下 让 蕊 X 芋 ， 区 了 和 二 三 汪 ( 主 ) 过 三 2 
YY=pPolyval(f,t); 
机 二 林 生 在， 本 二 芝 和 不计 新: 其 [ 入 和 ET 帮 13ATG 的 EEC 运作 
Jegend( 数据 点 (ti,zi) ， 拟 合 直线 R=E(c) ) 
title(' 例 7.4.2 的 数据 点 (ti,zi) 和 拟 合 直线 R=f(t) 的 图 形 ') 
fy =abs(y -LIr); fy2 =fy.^2; Ew=max(fy)，E1L =sum(fy)vn， 
E2 =sdqrt((sum(fy2))xn) 
运行 后 屏幕 显示 拟 合 直线 及 =a7+ 的 系数 a =3.3940,5=702.491 8 ,数据 (上 ， 
) 与 拟 合 函数 了 的 最 大 误差 媚 。 = 13. 203 5 ,平均 误差 局 =7. 162 8 和 均 方 根 误 
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差 P, =8.015 2 及 其 数据 点 (二天 ) 和 拟 合 直线 尺 = 态 7) 的 图 形 ( 见 图 7-8). 
方法 2 输入 如 下 程序 
三 [有 2 7 时 
zx=[765 826 873 942 1032];R=[t'ones(5,1)];，aa= 有 RE'; 
a=aa(1),b=aa(2),Y=polyval(aa,t); 
下 EeE 人 七 了 下 芒种 下 于 


得 到 完全 相同 的 结果 . 





图 7-8 数据 点 (6,m) 和 拟 合 直线 


S<> 习题 7.4 

1. 给 定 的 多 项 式 了 = 刀 -6r + 5x -3, 如 果 产 生 一 组 数据 (xyi) ,i= 1,2,…,n, 再 在 六 
上 添加 随机 干扰 (可 用 rana 产生 (0,1) 均 匀 分 布 随机 数 ,或 用 randn 产生 N(0,1) 分 布 随机 
数 ) ,然后 用 * 和 添加 了 随机 干扰 y 作 3 次 多 项 式 拟 合 ,与 原 系数 比较 . 如 果 作 2 或 4 次 多 项 
式 拟 合 ,结果 如 何 ? 

2 自己 实测 一 组 数据 (或 利用 给 出 的 数据 ) ,确定 模型 = an + in 中 的 系数 
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7.5 拟 合 曲线 的 线性 变换 及 其 MATLAB 程序 


从 例 7.3.1 的 计算 可 以 发 现 , 用 指数 函数 作 拟 合 曲线 时 ,计算 复杂 ,而 且 初 
始 值 如 果 选 择 得 不 适当 ,人 迭代 序列 不 能 够 保证 收敛 到 要 求 的 系数 参数 . 为 了 简化 
生生 全 同和 人 们 经 常 采 取 数 据 线 性 化 技术 来 拟 合 各 种 曲线 . 例如 ,将 
y=ae“(a>0) 两 端 取 对 数 ,化 为 ny=imna-px, 令 了 Y=iny,4=Ina,B= 一 5b， 
肌 人 喜 肖 数 亚 交角 颖 体 夯 娄 7Y=4+8Bx, 用 多 项 式 拟 合 的 命令 三 =pPolyfit(X， 
Y,1) ,可 以 求 出 4,B ,从 而 得 到 ,2 的 值 . 常用 的 线性 变换 如 表 7 -5 所 示 . 
表 7-5 常用 的 线性 变换 





“函数 y=7z) 化 为 线性 函数 了 Y=4XK+B 型 | 变量 与 常量 的 变化 









































y=ae- (aa>0,5 天 0) lny=lna 一 bx Y=lny,B=jna,4= 一 0, 丰 = 区 
y=ae” (a>0,0 和 0) lny=lna+bx 7Y=lny,B=lna,4=b, 丰 =x 
y = 全 + (a 天 0) y=a 二 4 4=a,X= 一 ,BB=0Y=y 
站 0 有 生生 人 下 
pxr +c 果 Q@ @ 十 光 G@ 
y = (aa 天 0) 二 这 半 。 系 三 汪 忆 E 4 = 
十 y 7y 蕊 
AL hi 本 
4 294 二 y 工 =ax+b Y=Yy 2 三 % 二 Gy 三 轧 
y = (abc 天 0) In(- 人 -1) =ina+bx y=in( 人 -1),B=lna,4=1 
ae | y 区 
y=axre“(a>0) Im 二 =Ina+ 多 x 人 
0 


例 7.5.1 给 出 一 组 实验 数据 点 (xyi) 的 横 坐 标 向 量 为 x=(7.5 6.8 
5.10 4.5 3.6 3.4 2.6 2.5 2.1 1.5 2.7 3.6) ,纵横 坐标 向 量 为 = 
(359.26 165: 的 59.17 441.66 255921 222.37 8202587 1 37 
6.69 14.87 24. 22 ) ,试用 线性 变换 和 线性 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲线 ,并 用 
(7.2) ,(7.3) 和 (7.4) 式 估计 其 误差 ,作出 拟 合 曲线 . 

解 (1) 首 先 根 据 给 出 的 数据 点 (* ,yi ) ,用 下 列 MATLAB 程序 画 出 散 点 
图 . 

在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

到 填 人 贡生 攻 大 1 用 1 人 EJSS135695 
二 云 疙 了， 二 5 和 2 337 1287 
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11.87 6.69 14.87 24.22]; 

plot(x,y，L*k')，Legend(' 数 据点 (xiy,yi)) 

Xlabel("Xx')，Yylabel(y )， 

title(" 例 7.5.1 的 数据 点 (xi,yi) 的 散 点 图 ') 
运行 后 屏幕 显示 数据 的 散 点 图 , 见 图 7 -9. 

(2) 根据 数据 散 点 图 7 -9, 取 拟 合 曲线 为 

y=aer“ (ae>0,D 天 0) ， (7. 19 ) 
其 中 a ,8 是 待定 系数 . 令 了 =jny,4=lnac,B=b, 则 (7.19) 化 为 了 =4+Bx. 在 
MATLAB 工作 窗口 输入 程序 

>> x=[7.5 6.8 5.10 4.5 3.6 3.4 2.6 2.5 2.1 1.5 2.7 3.6]; 

Y=[359.26 165.60 59.17 41.66 25.92 22.37 13.47 12.87 
11.87 6.69 14.87 24.22]; 

Y=1log(y);a=polytfit(x,Y,1);B=a(l);3A=a(2);Db=B,a=exp(A) 

n=length(x);X=8:-0.01:1;Y=a+rexp(b.*X)if=akexp(b.+X); 

Plot(x,y，TLT+k' )XY，Db-')，xlabel('x'),ylabel("y ) 

legend( 数据 点 (xi,yi) ， 拟 合 曲线 Y =f(x) ) 

title(' 例 7.5.1 的 数据 点 (xi,yi) 和 拟 合 曲线 Y =E(x) 的 图 形 `) 

fy=abs(f-y);yfy2=fty. ”23; 

Ew =max(fy)，E1 = sum(fy)An，BE2 =Ssqrt((sum(fty2))An) 
运行 后 屏幕 显示 y = ce” 的 系数 =0.624 1,a =2.703 9, 数 据 (x,y) 与 拟 合 函 
数 / 的 最 大 误差 下 = 67. 641 9 ,平均 误差 书 =8.677 6 和 均 方 根 误差 忆 = 
20.711 3 及 其 数据 点 (x,,”) 和 拟 合 曲线 fF(x*) = 2. 703 9e… “的 图 形 , 见 图 
7 -10. 

例 7.5.2( 给 药方 案 ) ”一 种 新 药 用 于 临床 之 前 ,必须 设计 给 药方 案 . 在 快速 
静脉 注射 的 给 药方 式 下 ,所 谓 给 药方 案 是 指 ,每 次 注射 剂量 多 大 ,间隔 时 间 多 长 
药物 进入 机 体 后 随 血 液 输送 到 全 身 ,在 这 个 过 程 中 不 断 地 被 吸收 分布、 代谢 ,最 
” 终 排 出 体外 . 药物 在 血液 中 的 浓度 , 即 单位 体积 血液 中 的 药物 含量 , 称 血 药 浓度 . 
在 最 简单 的 一 室 模 型 中 ,将 整个 机 体 看 作 一 个 房 室 , 称 中 心室 ,室内 的 血 药 浓度 
是 均匀 的 . 快速 静脉 注射 后 ,浓度 立即 上 升 ; 然 后 逐渐 下 降 . 当 浓度 太 低 时 , 达 不 
到 预期 的 治疗 效果 ; 血 药 浓度 太 高 ,又 可 能 导致 药物 中 毒 或 副作用 太 强 . 临床 上 ，， 
每 种 药物 有 一 个 最 小 有 效 浓 度 ov 和 一 个 最 大 治疗 浓度 o. 设计 给 药方 案 时 ,要 
使 血 药 浓度 保持 在 o ~ 。 之 间 . 设 本 题 所 研究 药物 的 最 小 有 效 浓 度 c = 
10 kg/mL, 最 大 治疗 浓度 c = 25 hg/ mL. 在 实验 中 ,对 某 人 用 快速 静脉 注射 方 
式 一 次 注 人 该 药物 300 mg 后 ,在 一 定时 刻 th 采集 血样 , 测 得 血 药 浓度 c ng/ mL 
如 表 7 -6. 求 给 药 后 血 药 浓度 随时 间 变 化 的 规律 ,估计 误差 ,并 设计 给 药方 案 . 
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7-10 散 点 图 和 拟 合 曲线 
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表 7-6 例 7.5.2 的 血 药 浓度 c(t) 的 测试 数据 


















0. 25 





0.5 1 





1. 5 2 3 4 6 8 





19. 21 18. 15 15.36 14.10 12.89 9. 32 7. 45 5. 24 3.01 


解 (1) 从 表 7-6 可 以 看 出 , 随 着 上 的 增加 ,e 并 非 按 线性 规律 减少 . 为 了 
找 出 较 准 确 的 规律 , 画 数据 的 散 点 图 ,输入 MATLAB 程序 
>>t-[0.235 0.5 115 23 4 6 8]; 
cC=[19.2118.15 15.36 14.10 12 .899.327.455.243 .01]; 
DPlot(t,c， 工 ) 
xlabel('t '),yLlabel('C ')， Legend( 数据 点 (ti,ci) ) 
title(' 例 7.5.2 的 数据 点 (ti,ci) 的 图 形 ) 
得 图 7 -11(a) ,可 知 上 与 近似 指数 函数 关系 , 即 (0) 有 按 负 指数 规律 减少 的 趋 
势 . 在 理论 方面 , 若 某 瞬 时 注 和 一定 剂量 的 药物 , 设 中 心室 血液 的 容积 是 常数 ,对 
血 药 浓度 变化 规律 最 简单 的 又 是 合理 的 假设 为 :药物 向 体外 排除 的 速率 与 中 心 
室 的 血 药 浓度 成 正比 . 由 此 可 以 建立 血 药 浓 度 c(t) 的 微分 方程 ,然后 求解 . 最 
后 ,根据 理论 分 析 的 结果 和 实验 数据 设计 给 药方 案 . 
(2) 确定 血 药 浓 度 的 变化 规律 . 
根据 上 述 给 药方 案 中 的 分 析 , 作 如 下 简化 假设 : 
(i) 药物 向 体外 排除 的 速率 与 中 心室 的 血 药 浓度 成 正比 ,比例 系数 为 上 
(>0) , 称 排 除 速率 ; 
(ii) 中 心室 血液 容积 为 常数 Y,: = 0 瞬时 注入 药物 的 剂量 为 4, 则 血 药 浓度 
为 &/ 区 由 假设 (i) ,中 心室 的 血 药 浓度 c( 电 应 满足 微分 方程 
dc 


下 = 一 ce. (7. 20) 
由 假设 (ii) ,方程 的 初始 条 件 为 

c(0) =dv/ 站 (7.21) 
求解 (7. 19) 可 得 

cb = 全 ev， (7. 22) 


即 血 药 浓度 (6 按 指 数 规律 下 降 . 
(3) 给 药方 案 设计 . 
简单 实用 的 给 药方 案 是 ,每 隅 一 定时 间 ,重复 注 入 固定 剂量 ,使 血 药 浓 
度 c( 纪 呈 周 期 性 变化 ,并 保持 在 与 :之 间 ,如 图 7 -12 所 示 . 为 此 初次 剂量 需 
加 大 到 PP ,由 式 (7.21) 容易 得 到 
D -ye，D=rc-e)， r= 二 im 至 (7.23) 


显然 , 当 e, ,c; 给 定 后 ,要 确定 给 药方 案 | D。,D,rl ,必须 知道 参数 了 和 上 开 
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(a) 血 药 浓度 c(i 数 据 图 





(b) 散 点 图 和 拟 合 曲线 
图 7-11 
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图 7-12 简单 实用 的 给 药方 案 中 血 药 浓度 (七 的 图 形 


(4) 由 实验 数据 作曲 线 拟 合 以 确定 参数 . 

根据 图 7 -11(a) 血 药 浓度 实测 数据 的 图 形 ,直观 地 看 出 近似 于 指数 下 降 曲 
线 ,与 理论 分 析 得 到 的 (7.21) 式 相符 . 为 了 用 线性 最 小 二 乘法 拟 合 (7.21) 式 的 
系数 了 和 上 , 先 取 对 数 得 


nec=ln(d/ T) -及 (7. 24) 
记 
y=nc，a=-A，8=Ind TY)， (7.25) 
问题 化 为 由 数据 忆 ,7 (=1,2,…,8) 拟 合 直线 
y= at + (7.26) 


用 MATLAB 作 线 性 最 小 二 乘法 拟 合 ,输入 程序 
>>t=[0.25 0.5 1 1.5 2 3 4 6 8]; 
cC=fl9.21 18.15 15.36 14.10 12.89 9.32 7.45 5.24 3.01]; 
Y=1log(c)ja=polyfit(t,y,1);al =a(1),a2=a(2),d=300; 
T=0.1:0.001:8;iK= -aliv=d#kexp(-a2) ,f=dq*+xexp( -Kk.*#t)/ vi 
下 =Q#kexp( -KK.#TT)AviploctGtc， rryr iT,F，b- ) 
xXlabel('t'),， ylabel('Cc ) 
1egend( 数据 点 (上 ti,ci) ， 拟 合 曲线 C=Ef(c) ) 
title(' 例 7.5.2 的 数据 点 (ti,ci) 和 拟 合 曲线 C =f(t) 的 图 形 ) 
nn=length(t)ifty =abs(f-c);ity2 =fy.^2;Ew=max( fy)， 
EL = Sum(fy)vn,E2 =sqrkt((sum(fy2))ADny) ， 
运行 后 得 到 ae = -0.2347,5 =2.994 3. 由 实验 数据 d =300 mg 算出 上 =0.234 7 
(1/h),7Y=15.02195. 数 据 (#,r) 与 拟 合 函数 C =300exp( -0.234 71)7 
15. 021 9 的 最 大 误差 五 =0. 5$6 6, 平 均 误 差 五 =0. 330 5 和 均 方 根 误差 上 = 
0. 367 3. 画 出 散 点 图 和 拟 合 曲线 , 见 图 7 - 11(b) .简单 实 用 的 给 药方 案 中 血 药 
浓度 c() 的 图 形 见 图 7 - 12. 
《5) 结论 . 
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将 上 ,了 和 给 出 的 c =10 hg/ mL， ec =25 hg/ mL 代入 (7.24) 式 ,得 D, = 
375.5, D =225.3,r =3.9. 给 药方 案 不 妨 定 为 D,=375 mg, D =225 mg,r=4 

(6) 几 点 说 明 . 

J 对 (7.22) 式 取 对 数 后 化 为 线性 最 小 二 乘 拟 合 ,问题 固然 简单 了 ,但 是 拟 
合 准则 已 经 不 是 数据 点 (ci) 与 曲线 ec(t) 的 距离 平方 和 最 小 了 . 直接 用 (7. 22) 
式 拟 合 的 非 线性 最 小 二 乘 方法 将 在 以 后 介绍 . - 

G@X, 了 是 根据 某 一 人 的 实验 数据 拟 合 得 到 的 ,对 不 同人 做 实验 ,结果 会 有 
不 同 . 特别 ,体重 相差 大 的 人 ,血液 容积 了 会 有 较 大 差异 . 所 以 实际 上 应 对 相当 
数量 的 人 群 进行 测试 .计算 ,也 有 必要 对 不 同体 重 加 以 区 分 (如 成 人 与 儿童 ). 

@) 给 药方 式 还 有 静脉 滴 注 .肌肉 注射 .口服 等 ,在 这 些 方式 下 微分 方程 
(7. 20) 右 端 应 有 自由 项 . 另外 ,这 个 题目 用 的 是 一 室 模 型 ,也 可 以 构造 二 室 模型 
(血液 丰富 的 心 、. 肺 . 肾 等 组 成 的 中 心室 ,和 血液 相对 贫乏 的 肌肉 组 织 构成 的 周 
边 室 ) ,或 多 室 模 型 . 其 他 给 药方 式 、 二 室 模型 的 建立 及 参数 估计 . 


习题 7.5S 





1 电压 了 Y=10 YV 的 电池 给 电容 器 充电 ,电容 器 上 上 时 刻 的 电压 为 w(i) =TY- (7-wm) 
e““, 其 中 是 电容 器 的 初始 电压 ,7 是 充电 常数 . 试 由 下 面 一 组 忆 v 数据 确定 ww 和 r. 















0. 25 






0.5 






1 






下 








19.2 18. 15 15. 36 14. 10 





12. 89 





汐 :32 


3. 给 出 一 组 实验 数据 点 (xy) 的 横 坐 标 向 量 为 x=(-6.8 -5.10 -4.5 -3.6 
-3.4 -2.6 -2.5 -2.1 -1.5 -2.7 -3.6) ,纵横 坐标 向 量 为 ?= (165. 60 ”59. 17 
41.66 25.92 22.37 13.47 12.87 11.87 6.69 14.87 24.22) ,试用 线性 变 
换 和 线性 最 小 二 乘法 求 拟 合 曲线 ,并 用 (7.2) ,(7.3) 和 (7.4) 式 估计 其 误差 ,作出 拟 合 曲线 . 


7.6 子 数 逼近 及 其 MATLAB 程序 


本 节 讨 论 与 数据 拟 合 相近 的 所 谓 枉 数 逼 近 . 前 面 讲 的 曲线 拟 合 是 已 知 一 组 
离散 数据 (xi ,yi) ,=1,2,… 沁 ,选择 一 个 较 简单 的 函数 A (*) (如 多 项 式 ) ,使 在 
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一 定 准则 (如 最 小 二 乘 准 则 ) 下 ,最 接近 这 组 数据 . 如 果 已 知 一 个 较为 复杂 的 连 
续 函 数 y(x) ,ze [a,b] ,要 求 选 择 一 个 较 简 单 的 函数 几 x) ,在 一 定 准 则 下 最 接 
近 y(x) ,就 是 所 谓 函 数 逼 近 . 与 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘 准则 相应 ,函数 逼近 常用 的 
一 种 准则 是 最 小 平方 逼近 , 即 


J= 人 Us) -y(z)]?dx (7.27) 
达到 最 小 . 与 曲线 拟 合 一 样 , 选 一 组 函数 [rs(x) ,上 =1,2,，……, 杰 构造 扩 x) , 即 令 
xz) =airi(xz) +…+QGnrn(X)， (7.28) 
代 和 人 (7.27) 式 , 求 ol ,oa ,…，,as 使 了 达到 极 小 . 利用 极 值 必 要 条 件 可 得 
(RR)4=(R7) ， (7. 29 ) 
其 中 | 
[dz 站 [or(a)d 
(RR) = : ， 
[onto)ds [Da 


4-(a,a ,as)7，(R7) = 人 (人 y(om(zydaz y(z)r(z)dz] ， 
当 (RR) 可 逆 时 ,4 有 了 瞧 一 解 . 
最 简单 的 当然 是 用 多 项 式 函数 吉 近 , 即 选 r (zx) =1m(z) =zim(z) = 妇 ， 
并 且 如 果 能 使 「 r(z)n(z)dz =0 (zx 六 ,CRR) 将 是 对 角 矩 隆 ,计算 也 将 大 大 简 


化 . 满足 这 种 性 质 的 多 项 式 称 正 交 多 项 式 . 
勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 是 在 [ -1,1] 区 间 上 的 正 交 多 项 式 , 它 的 表达 式 为 





1 灶 
PC(x) =1， Pei(z) =5NT HE 1) ， 大 = 工 ,2 ,…. (7. 30) 
可 以 证 明 ， 
1 0， 1 天， 
人 eeomcoae-| 2 加 (7.31) 
21+T，“ 一 沁 
2 +1 天 
PCxz) 一 TYxZPe(x) -ETP(2)， 天 =1,2，, ” 





最 佳 均 方 通 近 是 利用 一 系列 已 知 的 函数 来 通 近 未 知 的 函数 ,只 要 知道 参加 
所 有 的 逼近 的 已 知 函数 即 可 . 现 提供 最 佳 均 方 逼近 的 主 程序 如 下 . 
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最 佳 均 方 逼近 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 :/ 是 参加 所 有 的 逼近 的 已 知 画 数 名 组 成 的 字符 串 和 矩阵, 每 个 函 
数 名 占 一 行 ,每 行 的 字符 个 数 要 相同 ,不 同时 用 空格 补 齐 ;z 和 y 是 参加 通 近 
的 原始 数据 的 第 一 个 坐标 和 函数 值 ,它们 的 长 度 要 相同 ;xx 是 要 进行 插值 点 


的 第 一 坐标 组 成 的 向 量 . 
输出 量 :ea 是 参加 所 有 的 逼近 函数 的 系数 组 成 的 向 量 ,a 的 长 度 与 矩阵 
列 的 长 度 相 同 ; YE 为 均 方 误差 ;yy, 是 与 xx 对 应 的 插值 点 的 函数 值 . 





function [yyl,a;,WE]=zjjftbj(t,X,Y,xxy) 
m=size(f)3n=length(X)im=m(1);b=zeros(mm)ic=zeros(m,1); 
En~=1Iength(Y) 

error(`X 和 Y 的 维 数 应 该 相同 ") 


end 
for j =1 工 :m 
for K =1:m 
b(j,k) =0; 
for 工 = 工 :了 
bD(Jj,k) =b(j,k) +feval(f(j,:),X(Ci))*#*feval(E(k,:),XCi)); 
eTdQ 
end 
cj) =0i 


for 1 =1: 联 
c(Cj) =c(j) +feval(f(J,:) ,Xi))*Y(i)s 
end 
enda 
a=bci; 色 产生 系数 向 量 a 
WE =0; 
for 二 =1 工 :了 
Ef=0; 
for j =1:m 、 
ff=ftft+a(j)*fteval(ft(j,:),X(i)); 
enG 
WE=WE+(Y(i)-Eft)*(Y(i) -Etf); 
enQ . 
if nargGin = -3 
zeturni; 


enda 
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yy =[]; 
for =1:m 
1=[]; 
for j =1:1ength(xx) 
1=[1,feval(f(i,:),xx( 于 ))]; 
endQ 
YYy=[yy17]; 
enaQ 
YYy =yYYyYyaiyyl=yy ia=a iiWEi 、 

例 7.6.1 对 数据 瑟 和 了 ,用 函数 y=1,y =x*,y=x* 进行 逼 近 , 计 算 x=6.5 
处 的 函数 值 ,并 估计 误差 .其 中 X=(1 3 45 6 7 8 9);7=( -1 
-13 -11 -7 -1 7 17 29). 

解 (1) 建立 函数 M 文件 

function f0 = fun0(X) 

Ef0 =1; 

function fl =funl(X) 

f1 = Xi 

function f2 =fun2(X) 

f2 =X^2; 

(2) 在 MaTLAB 工作 窗口 输入 程序 

>> X=[1 3 45 6 7 8 9]; 

Y=[-11 -13 -11 -7 -1 7 17 29]， 

f=[ "fun0' funl '; tun2 "];， [yy,a,NWE] =z]jjfbj(f,XY,6.5) 
运行 后 屏幕 显示 参加 所 有 的 盘 近 函数 的 系数 组 成 的 向 量 e, 均 方 误 差 W 天 ,插值 
点 xx 的 函数 值 yy 如 下 

YY 二 

2.75000000000003 


忌 = 
-7.00000000000010 -4.99999999999995 1.00000000000000 
催 瑟 = 
7.172323350269439e -027 
即 ,逼近 函数 


xzx) = -7.000 000 000 000 10 -4. 999 999 999 999 95 x +1.000 000 000 000 00 和 ， 
在 x=6.5 处 的 函数 值 为 y =2.750 000 000 000 03 ,误差 为 
了 已 =7. 172 323 350 269 44 x 10 
例 7.6.2 对 数据 和 和 了 ,用 函数 y=1,y=x,y= 徐 ,yy=cos%y=e;y= 
sin x 进 行 逼 近 , 其 中 下 =(0 0.50 1.001.502.00 2.503.00), 了 =(0 0.4794 
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0. 8415 0. 9815 0. 9126 0. 5985 0. 1645 ) . 
解 (1) 建立 函数 M 文件 


function f0.=fun0(X) function fl =funl(X) 

和 三 ; E = 区 

function f2 =fun2(X) function f3 = fun3(X) 

下 二 其 人 全 fE3 =exp(X) ; 

function f4 = Eun4(X) function f5 = fun5(X) 
计生 吉 窒 放 刘 庆 加 下 二 二 SC 和 


(2) 在 MATLRAB 工作 窗口 输入 程序 
[故人 50 下 0 DA 
Y=[0 0.4794 0.8415 0.9815 0.9126 0.5985 0.1645] ; 
上 =[" fun0 '; funl '; fun2 "';" fun3 ';" fun4'; fun5'];xx=0:0.2:3; 
[yy,a,WE] =zjjfbj(f,X,Y，xx),， plot(X,Y,'"ro',xx,yy,"b- 
运行 后 屏幕 显示 参加 所 有 的 逼 近 函 数 的 系数 组 成 的 向 量 wa , 均 方 误 差 ,插值 
气 xx 的 函数 值 yy 和 图 7 -13 如 下 . 





图 7-13 最 佳 和 逼 近 函 数 的 图 形 


yy= Columns 1 through 7 

-0.0005 0 .2037 0 .3939 0 .5656 0 -7141 0 .8348 0 .9236 
Colurmns 8 through 14 

日 .9 了 77 主 0 .9926 0 .9691 0 .9069 0.8080 0.6766 0 .5191 
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Colurmns 15 t 上 hrough 16 
0 .3444 0 .1642 
a =0.3828 0 .4070 -0.3901 0 .0765 -0.4598 0 .5653 
WE = 1 工 .5769e -004 
即 ,最 佳 逼 近 函 数 为 
y=0.3828 +0.4070*X-0.3901*rXx*2+0.07658* exp(X) -0.4598 * COoSs(X) + 
0.5653 *Ssin(x). 


习题 7.6 





1 对 数据 大 和 了 ,用 函数 y=1,y=x,y= 刀 ,y=tanxy=eyY=sinx 进 行 和 逼近, 其 中 改 = 
(0 0.40 1.00 1.5S0 2.00 2.50 3.00), 了 =(0 0.3794 0.8415 0.9815 .0.9126 
0.598 5 0.164 5)， 

2. 对 数据 不 和 了 ,用 函数 y =1,y =x*,y=x 进行 逼近 ,其 中 

不 =(1234567 8)7 了 =( -1 -13 -1 -7 -1 8 17 29). 


7.7 三 角 多 项 式 逼 近 及 其 MATLAB 程序 


在 高 等 数学 中 我 们 学 过 三 角 级 数 


Co 。 
本 + 之 (acos nz+pbsin mx)， (7. 32 ) 
其 中 co,o,, 六 (za=1,2,3，…) 都 是 常数 . 三 角 级 数 (7. 32) 是 由 三 角 函 数 系 
1 ,cos x ,sin % ,cos 2X ,Sin 2X，…，Ccos FMYySin PLX， (7.33 ) 


构成 . 三 角 函 数 系 (7.33) 在 区 间 [ - r,r] 上 正 交 . 经 常 使 用 的 三 角 级 数 是 传 里 
叶 级 数 . 

定义 7.1( 傅 里 叶 级 数 ) 设 /F(x) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 且 在 区 间 
[ -,T] 上 分 段 连续 , 则 Ax) 的 人 很 里 叶 级 数 


S(X) = 之 + > (ascos nx +bussin nx) ， (7.34) 
其 中 傅 里 叶 系 数 为 
a = 工 | JCx )cos nxdx， 7m=0,1,2.…， (7. 35) 
下 JJ-T 
5. = 二 | sz)sin nzdz， =1)2，…. (7. 361) 
本 JJ-T 


傅 里 时 级 数 的 收敛 性 由 下 面 定 理 给 出 . 
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定理 7.1( 傅 里 时 级 数 收敛 定理 ) 设 以 2 为 周期 的 周期 函数 Ax) 在 区 间 
[ -TFT] 上 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 且 至 多 只 有 有 限 个 极 值 点 , 则 扎 x) 
的 傅 里 时 级 数 收敛 , 旦 


字 + > (acos mxz + sin nx) = 
As) ， 当 = 是 Kx) 的 连续 点 时 ， 
ecosesoa 当 x 是 成 z) 的 间断 点 时 ， 
其 中 Kx -0) 和 x+0) 分 别 表示 的 x) 在 x 处 的 左 极限 和 右 极限 . 
定义 7. 2( 三角 多 项 式 ) 具有 如 下 形式 的 级 数 
T (zx) = 之 + > (acos iT5 sin jx) (7.38) 


称 为 亚 阶 三 角 多 项 式 . ， 
定理 7.2( 离 散 传 里 叶 级 数 定理 ) 设 九 *) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ,在 


区 间 [ -,T] 上 的 等 分 点 和 区 间 端 点 x = -T+2E (i=0,1,2,o) 处 广 = 
si) , 且 2m <m, 则 存在 (7.38) 式 的 三 角 多 项 式 T。(x) ,使 得 均 方 误差 


R(Cz) = 二 袜 [Ka) -了 (am) (7.39) 


的 值 最 小 ,其 中 三 角 多 项 式 了. (xz ) 的 系数 计算 公式 为 


wu= 工 > 成 和)cos js (1 =0,1,2,…，, 几 ) ， (7. 40 ) 
kzt ， 


2 忆 。 。 
六 = 元 2 所 wa)sin 7 (=1,2，… 了 到). 《7. 41) 
| 


离散 傅 里 时 级 数 定理 给 出 了 对 数据 点 集 |(x,,y:)}:-。 进 行 曲线 拟 合 的 三 角 
多 项 式 . 数据 点 的 个 数 m 越 大 ,三 角 多 项 式 了 ( 忆 ) 的 系数 越 接近 傅 里 叶 级 数 的 

根据 三 角 多 项 式 (7. 38 ) 及 其 系数 计算 公式 (7. 40) (7. 41) 和 均 方 误差 
(7.39) , 现 编写 下 面 的 计算 三 角 多 项 式 的 MATLAB 程序 ,并 保存 名 为 
sanjiao.m 的 M 文 件 .我 们 可 以 利用 此 程序 计算 严 阶 三 角 多 项 式 了 (x*) 的 系 
数 a(j=0,1,2,…，) 和 已 =1,2，…,mm) 构 成 的 系数 矩阵 4 和 吾 ,7.(z) 在 忌 
处 的 值 Pi ,用 (7.39) 式 计算 的 所 x) 与 了。(x) 均 方 误差 尺 。 
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计算 三 角 多 项 式 的 MATLAB 主 程序 


输入 的 量 :数据 点 的 向 量 ( 瑟 ,了 ) ,其 中 向 量 于 的 元 素 是 ”+1 个 等 距离 
271T 


的 点 忆 = -T+ 一 =0,1,2,…,) ,向 量 了 的 元 素 是 yi = 扩 ，) ,于 是 数 或 


问 量 ,mm 是 三 角 多 项 式 7(x) 的 阶 , 且 2m < . 

输出 的 量 :矩阵 4 和 妃 分 别 是 由 普 阶 三 角 多 项 式 Tu。(x) 的 系数 oj(7 = 
0,1,2，…) 和 已 (=1;2， 严 ) 构 成 的 系数 矩阵 , 巴 是 7.(x) 在 互 处 的 值 ， 
及 .是 用 (7. 39) 式 计算 的 成 *) 与 To(x) 均 方 误差 . 





function [A,B,Y1,Rm] =sanjiao(X,Y,XL,m) 
n=1length(X) -1;jmaxl =fix((n-1)A2); 
斌 工 茹 > maxXL 
mm =maxXt; 
enaQ 
有 =zeros(1l 和 mr+l)B=-zeros(lm+1)， 
Ym=(Y(1)+YCn+l))v237Y(1) =Ymy; 
Y(n+1)=Yni;a(L1)=2*sum(Y)Ani 
for 奔 = 1 :am 
B(i+l)=sin(I*kX) :YY 
有 Ai+l)=cos(i:kX) 本 立 ' 3 
end 
有 A=2*#kAAniB=2*+BA ni 
ARA(L) =RACL)A23;Y1 =RACL); 
for K =1:m 
Y1 =Y1 +RACK+1)*cos(k*X)+ BGk+1l)*sin(k*kXl); 
Tm =RA(1L) +ACK+1).+cos(k*+kX) + B(K+1).*sin(K*#X);K=Kk+1; 


end 
YiTmi Rm =(sum(Y -Tm) .2) Ani 
例 7.7.1 根据 [ -T,r] 上 的 m=13,60,350 个 等 距 横 坐 标点 xi; = -站 + 


21T 


和 (=0,1,2,…,) 和 函数 /xz) =2sin 了 


(1) 求 凡 xx) 的 6 阶 三 角 多 项 式 逼 近 , 计 算 均 方 误 差 
(2) 将 这 三 个 三 角 多 项 式 分 别 与 A(x) 的 傅 里 叶 级 数 A(x) = 


18 3 忆 只 十 1 
一 之 (-1) 





机 7 二 Tsin nx 的 前 6 项 进行 比较 ; 


(3) 利用 三 角 多 项 式 分 别 计算 忒 = -2,2.5 的 值 ; 

(4) 在 同一 坐标 系 中 , 画 出 函数 败 x),m=13,60,350 的 三 角 多 项 式 和 数据 
点 的 图 形 . 

解 〈1) 输入 程序 
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> IT 二 二 DZTS2Di 

YL1 =2*sin(XL/V3);xli=[ -2;2.5]; 

[al ,Bl1,Y11,Rml] =sanjiao(XL,Y1L1,XLiL,6)， 
X2 = -pi:2*pi/60:pi;iY2 =2*Ssin(X2/3); 

[aA2 ,B2 ,Y12 ,Rm2] =sanjiao(X2,Y2,Xli,6) 

X3 = -Bpi:2#Di/350:piyY3 =2*Sin(X373)3 

[A3 ,B3 ,Y13 ,Rm3 ] =sanjiao(X3,Y3,Xli,6) 

其 下 二 再 一 六 于 全 和 E 站 从 食 1 二 天 3 

天 奸 三 上 二 

下 立志 人 三 下 27 吉 二 于 信守 于 全 各 放 可 二 在 (了 3) 第 站 了 Z《 再 二 吉 下 “2 三 工 J -。 

endQ 


运行 后 输出 Kx) 的 =13,60,350 时 ,三 个 6 阶 三 角 多 项 式 的 系数 矩阵 4, ,4:， 
4 , 均 方 误 差 R ,Rs ,Ri F(xz) 的 傅 里 叶 级 数 (7. 34) Tml ,7Tm2,7m3 及 其 前 6 
项 的 系数 41 ,B1 ,42 ,B2 ,43 , B3 ,利用 三 个 6 阶 三 角 多 项 式 分 别 计 算 蕊 = - 
2.5 的 值 岂 ,, 丈 ,, 丈 ,, 给 定 的 Kx) 的 傅 里 叶 级 数 的 前 6 项 的 系数 上 六 ,将 这 些 值 整 
理 后 列 人 表 7 -7 中 . 

当 m=13 时 的 6 阶 三 角 多 项 式 为 

7T.(x) =1.218 9sinx - 0.523 4 sin 2x +0. 305 3 sin 3x -0.185 7 sin 4x + 

0. 101 8 sin Sx -0.032 6 sin 60x. 

当 插 入 点 增 至 60 个 和 350 个 时 ,6 阶 三 角 多 项 式 的 系数 变化 很 小 . 当 数 据 
点 的 个 数 增加 得 越 多 , 则 三 角 多 项 式 的 前 6 项 的 系数 越 接 近 /x) 的 傅 里 叶 级 数 
的 前 6 项 的 系数 . 但 是 ,利用 三 个 6 阶 三 角 多 项 式 分 别 计算 束 = -2,2.5 的 值 
Y,, 歼 ,, 丈 ,与 对 应 的 函数 扩 x) 的 值 的 误差 增 大 . 具体 数值 如 表 7 -7 所 示 . 

表 7-7 例 7.7.1 的 计算 结果 


三 角 多 项 式 的 系数 





















9. 940 6e - 032 .5690e -031 | 4.578 2e-033 | YL =2sin(X1i《 
< 3 ) 值 
7， -1.1975 -1.158 8 二 70 二 
1.590 8 1.648 4 1.6516 











1.480 4 
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〈2) 画图 ,输入 程序 
> XL = 一 区 人 2 订 TDiZ13piYL 三 2 toCxXLZ332735 
Xi=-pi:0.001:piiyE=2*sin(XiA3); 
[Al,BL,Yl1i,RIm]=sanjiao(Xl,Y1,Xi,6);X2 = -pi:2*pi/60:pPi; 
Y2 =2*#sin(Xx27X3)3X3= -Di:2+pi/350:piiY3 =2 5:SIn(X3Z3)3; 
[A2 ,B2 ,Y21i,R2m] =sanjiao(X2,Y2 ,Xi,6); 
[a3 ,B3 ,Y31i,R3am] =sanJjiao(X3 ,Y3 ,Xi,6)3; 
尖 二 让 《汪汪 十 全 区 和 二 1 小 二 05 区 汪 2 主 二 二 三 有 让 而 二 


Xlabel('x'"),ylabel('y ') 

legend(' 数 据点 (xi,yi)","n=13 的 三 角 多 项 式 ',，n =60 的 三 角 多 项 式 "，n = 
350 的 三 角 多 项 式 "， 林 数 E(x) ) 

title(' 例 7.7.1 的 数据 点 (xi,yi)\n=13,60,350 的 三 角 多 项 式 T3 和 函数 
f(x) 的 图 形 ”) 
运行 后 ,在 同一 坐标 系 中 , 画 出 函数 所 x) ,m=13,60,350 的 三 角 多 项 式 和 数据 点 
的 图 形 , 见 图 7 - 14. 


-~--~ r=60 的 三 角 多 项 式 
n=350 的 三 角 多 项 式 
-.-: 函数 fo 








7-14 例 7.7.1 的 函数 败 xz) ,mn=13,60,350 的 三 角 多 项 式 和 数据 点 的 图 形 
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习题 7.7 





1. 根据 [ -= 严 ,T] 上 的 m=13,60,350 个 等 距 横 坐 标点 x; = - 克 4 (ii=0,1,2,…,) 和 
下 列 函 数 . 


DAFzx) =3sin -二 @) FLx) =3cos 2xi 
3 +1， -Ts<x<0， 

四 /ta) -| 本 @Haz) =izl. 
和 0 <x 近 三 ; 


(1) 求 Kz) 的 6 阶 三 角 多 项 式 逼 近 ,计算 均 方 误差 

(2) 将 这 三 个 三 角 多 项 式 分 别 与 /(x) 的 传 里 时 级 数 Mz) = 了 妆 > (- D 5 这 
sin nx 的 前 6 项 进行 比较 ; 

(3) 利用 三 角 多 项 式 分 别 计算 艺 = -2,2.5 的 值 ; 


(4) 在 同一 坐标 系 中 , 画 出 函数 几 x) ,mn=13,60,350 的 三 角 多 项 式 和 数据 点 的 图 形 . 
2. 在 洛杉矶 郊区 11 月 8 日 的 温度 (华氏 温度 ) 如 下 表 所 示 ,采用 24 小 时 制 . 





9m -1 











(1) 求 三 角 多 项 式 Ps; 

(2) 在 同一 坐标 系 中 , 画 出 四 的 三 角 多 项 式 和 24 个 数据 点 的 图 形 ; 

(3) 使 用 本 地 的 温度 情况 ,重新 求解 问题 (1) 和 (2). 

3. 在 化 工 生产 中 常常 需要 知道 丙烷 在 各 种 温度 7 和 压力 P 下 的 导热 系数 天 下面 是 实验 
得 到 的 一 组 数据 : 


开 气 ) P(lI0kKNZ m) 。 T() ”plokN mm ) 





试 求 7T=99 色 和 P=10.3 xl10 kN《 m: 下 的 天 


7.8 随机 数据 点 上 的 二 元 拟 合 及 其 MATLAB 程序 


随机 数据 点 是 对 单调 数据 点 而 言 的 ,这 里 的 随机 数据 点 | (xiyyi2) | 是 
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指数 列 1xi lo 和 117 不 必 是 单调 序列 (例如 ,随机 点 列 ) ,这 样 曲面 上 的 点 
(xiyizi) (=1,2,… 汉 ) 是 散乱 的 、 无 序 的 . 所 谓 拟 合 是 在 区 域 了 = [xi,x。] x 
[yi ,y,] 上 ,或 者 在 呈 的 分 片子 域 Dj 上 ,构造 与 被 插值 郴 数 z= 几 xz,y) 的 曲面 上 
的 随机 数据 点 (xi yi,2) (=1,2,… 汉 ) 最 为 接近 的 较 简 单 函 数 P(x,y) , 拟 合 曲 
面 P(x,yY) 不 必要 过 所 有 的 节点 (xyi2) (=1,2,…,) ,使 得 简单 函数 P(x， 
Y) 最 佳 逼 近 被 插值 函数 fx,y) 〈( 见 下 面 的 图 形 ) ,这 也 是 随机 数据 点 上 的 二 元 
拟 合 的 主要 任务 .在 MATLAB 系统 中 ,为 我 们 提供 了 计算 随机 数据 点 上 的 二 元 
拟 合 的 程序 griadata.m, 计 算 时 直接 调用 .程序 gridadata.m 主 要 用 于 将 随 
机 数据 点 上 的 数据 变换 网 格 坐标 拟 合 曲面 .程序 gridqata 的 功能 是 计算 常用 
的 二 元 拟 合 方法 中 最 近邻 内 捅 法 (Nearest neighbor interpolation ) 三 角 基 线性 内 插 
法 (Triangle - based linear interpolation ) ( 缺 省 值 ) 三 角 基 三 次 内 捅 法 (Triangle - 
based cubic interpolation ) 和 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 (MATLAB 4 griddata 
method) .计算 时 输入 的 随机 数据 点 (z,y) 中 的 向 量 上 = (zi ,zx ) ,7 = (yi， 
%，…，,y,) 的 元 素 通常 不 必 是 单调 排列 ,用 网 格 化 命令 [X,Y] =meshgrida(x， 
Yy) 将 x,y 化 为 二 元 网 格 坐标 和 ,了 ,然后 调用 gridadaata 程序 计算 .该 程序 有 几 
种 调用 格式 如 表 7 -8 所 示 . 
表 7-8 随机 数据 点 上 的 二 元 拟 合 的 MATLAB 命令 

本 陋 机 豆 据 点 上 的 - 3 = 
二 元 拟 合 的 MATLAB 命令 griddata 
















2Z1 =griddata(X,Y,Z,X1,Y]1) 命 令 的 主要 功 
能 是 通常 对 于 随机 数据 点 向 量 (X,Y,Z) 中 的 数据 拟 

zl1 =griaddata(X,Y,Z,XL，| 合 函 数 Z =F(X,Y) 的 曲面 . griddata 在 由 (各 ,六 ) 
Y1) 产生 的 2Z; 处 内 择 这 张 曲 面 , 并 且 该 曲面 总 是 经 过 数据 
点 .其 中 忒 和 世 是 由 meshgrid 命令 产生 的 均匀 网 格 
坐标 . 

[Xl1,Y1,21] =gridadqata(X,Y,Z,X1L,Y1) 除 
了 返回 Zi; 以 外 ,也 返回 筷 和 瑟 , 其 中 返回 的 飞 和 闷 是 
[X1,Y1] =meshgrid(X1,Y1) 产 生 的 结果 . 











[YL ZL = ziaaatca(X,Y， 
次 5 这 证 区 工 ) 





[.….] =griadata(.……，method ') 的 主要 功能 
是 用 户 指定 二 元 内 插 法 的 方法 .用 户 不 输入 具体 的 
方法 时 , 按 三 角 基 线性 内 揪 法 计算 . methoda ' 可 用 
以 下 方法 替换 : 

'nearest ' 表示 二 元 最 近邻 内 择 法 ; 

"linear " 表示 三 角 基线 性 内 插 法 ( 缺 省 值 ) ; 


"cubic' 表示 三 角 基 三 次 内 择 法 ; 
'v4' 表示 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 . 


ER 


[ ..-] =gridqata( ...，method ') 





天 
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说 明 :定义 的 拟 合 数据 的 曲面 的 类 型 中 ，cubic 和 "`v4 方法 产生 光滑 曲 
面 , 而 " 1inear 和 'nearest 方法 产生 有 突变 性 的 曲面 ,这些 突变 点 分 别 产生 
在 不 连续 点 和 一 阶 导 数 不 连 续 点 .除了 ' v4 方法 以 外 ,其 余 的 方法 都 是 基于 一 
种 数据 的 pelaunay 三 角 前 分 .下 可 以 是 行 向 量 , 此 时 它 指 定 每 一 行 均 为 下 的 
惩 阵 ,同样 , 忆 可 以 是 列 向 量 ,此 时 它 指定 每 一 列 均 为 素 的 矩阵 . 参考 例 7.8.1 的 
图 7 -15 至 图 7 -18. 

例 7.8.1 设 节点 (X, 了 ,Z) 中 的 王 和 了 了 分别 是 在 区 间 [ -3,3] 和 [ -2.5， 

3.5] 上 的 50 个 随机 数 ,2 是 函数 z=7 -3x*e 在 (T,7) 的 值 , 拟 合 点 ( 蕊 , 闷 ) 
中 的 X = -3:0.2:3, 了 = -2.5:0.2:3.5. 分别 用 二 元 拟 合 方法 中 最 近邻 内 插 
法 .三角 基线 性 内 播 法、 三 角 基 三 次 内 揪 法 和 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 计算 在 
(下 , 艺 ) 处 的 值 , 作 出 它们 的 图 形 ,并 与 被 拟 和 曲面 进行 比较 . 

解 〈1) 最 近邻 内 树 法 . 输入 程序 

>> X=ITand(50,1); 

Y=ranG(50,1);‰% 生 成 50 个 1 元 均匀 分 布 随机 数 x 和 Y,，x;,y . 

X= -3+(3-(-3))*xi% 利 用 x 生 成 的 随机 变量 . 

Y= -2.5+(3.5-(-2.5))*yi;% 利 用 Y 生成 的 随机 变量 . 

Z=7-3*kX.3 .# exp( -X.^2 -YY."2); 匈 在 每 个 随机 点 (X,Y) 处 计算 2 的 


xl1 = -3:0.2:314 
YL= -2.5:0.2:3.5; 
[XIT,YI] = meshgrid(X1,Y1) ; 儿 将 坐标 (XIT,YI) 网 格 化 . 
Z1 =gridqadata(X,Y,Z,XI,YI，'nearest ') 弘 计算 在 每 个 插值 点 (XIT,YI) 处 的 
插值 ZI . 
mesh(XIT,YI，2I) 色 作 二 元 拟 合 锅 形 . 
xlabel('"x'")，ylabel('y '")，zlabel('" z ")， 
title( "用 最 近邻 内 捅 法 拟 合 函 数 z =7 -3 x?*3 exp( -X 2 Y“`2) 的 曲面 和 节 
点 的 图 形 ') . 
% 1IegenG( ' 拟 合 曲面 ,节点 (xi,yi,zz) ) 
hold on . 儿 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 
Plot3(X,Y,Z,， bo ') 怒 用 蓝 色 小 圆圈 画 出 每 个 节点 (X,Y,Z) . 
hold of 勾结 束 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 
运行 后 屏幕 显示 用 最 近邻 内 插 法 拟 合 函 数 :=7 -3we“” ”在 两 组 不 同 节点 处 
的 曲面 ( 见 图 7 -15) 及 其 插值 2( 略 ), 由 图 7-15 可 见 , 拟 合 曲面 的 峰 和 合 的 
个 数 及 其 他 的 性 态 都 随 节点 值 的 变化 而 变化 ,并 且 拟 合 曲面 具有 突变 性 ,四 凸 性 
不 稳定 ,曲面 不 光滑 ,这 些 突变 点 分 别 产 生 在 不 连续 点 和 一 阶 导 数 不 连 续 点 . 
(2) 三 角 基 线性 内 插 法 . 
输入 程序 
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用 最 近邻 内 揪 法 拟 合 函 数 z =7-3 2 exp(x2 - 99 的 曲面 和 节点 的 男 形 





) 


图 7-15 用 最 近邻 内 捅 法 拟 合 函数 :=7 -3xze`”- 的 曲面 和 节点 的 图 形 


>> X=rand(50,1); 
Yy=rand(50,1); 匆 生 成 50 个 1 元 均匀 分 布 随机 数 x 和 YY，x,y 
X= -3+(3-(-3))*x;j% 利 用 x 生 成 的 随机 变量 . 
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Y=-2.5+(3.5-(-2.5))*y; 和 利用 Yy 生 成 的 随机 变量 . 


2=7-3xX. 3 .* exp( -X. "2 -YY. 2); 儿 在 每 个 随机 点 (X,Y) 处 计算 z 的 值 . 

X1= -3:0.2:3; 

Y1 = -2.5:0.2:3.5; 

[XIT,YI] = meshgrid(xl,Y1); 允 将 坐标 (XIT,YI) 网 格 化 . 

2I =griqdqata(X,Y,2,XI,YI，" linear ') 锈 计算 在 每 个 搬 值 点 (XI,YI) 处 的 
插值 ZI. 

mesh(XI,YIT,ZI) 色 作 二 元 拟 合 图 形 . 

xlabel('x"), ylabel('y')，zlabel('z )， 

title( "用 三 角 基 线性 内 捅 法 拟 合 函数 z =7 -3 x?*3 exp( -x?*2 - Yy*2) 的 曲 
面 和 节点 的 图 形 ”) 

% 1egena( 拟 合 曲面 '， 节 点 (xiyyi,zi)) 


hold on % 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 
plot3(X,Y,Z，'bo 站 和 用 蓝 色 小 圆圈 画 出 每 个 节点 (X,Y,Z) . 
hola of 结束 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 





运行 后 屏幕 显示 用 三 角 基 线性 内 捅 法 拟 合 函数 z=7 -32e ”在 两 组 不 同 节 
点 处 的 曲面 和 节点 的 图 形 ( 见 图 7 -16) 及 其 插值 :( 略 ). 由 图 7-16 可 见 , 拟 合 
曲面 的 峰 和 谷 的 个 数 不 随 节点 值 变化 ,但 曲面 的 形状 随 节点 值 变化 ,并 且 拟 合 曲 
面具 有 突变 性 ,曲面 不 光滑 ,这 些 突变 点 分 别 产生 在 不 连续 点 和 一 阶 导数 不 连续 
点 . 但 是 拟 合 曲面 凹凸 性 相对 稳定 , 比 用 最 近邻 内 搬 法 拟 合 的 曲面 相对 光滑 . 
(3) 三 角 基 三 次 内 捅 法 . 
输入 程序 
>> X=zandq(50,1); 
Y=rand(50,1); 和 生成 50 个 1 元 均匀 分 布 随机 数 x 和 YY, x,y . 
X= -3+(3-(-3))*xj% 利 用 x 生 成 的 随机 变量 . 
Y=-2.5+(3.5-(-2.5))*Yyi 色 利 用 y 生 成 的 随机 变量 . 
Z=7-3*xX."3 .yy exp( -X. "2 -YY. 2); % 在 每 个 随机 点 (X,Y) 处 计算 2 的 值 . 
xl1 = -3:0.2:34 
YL = -2.5:0.2:3.5; 
[XIT,YIj] = meshgria(X1,Y1); 铺 将 坐标 (XIT,YI) 网 格 化 . 
2I =gridaata(X,Y,2Z,XIT,YI,，' cubic ') 饮 计 算 在 每 个 持 值 点 (XI,YT) 处 的 插 


mesh(XI,YI，ZI) 和 % 作 二 元 拟 合 图 形 . 

xlabel('x")，ylabel('y")，zlabel(' zz )， ， 

title( "用 三 角 基 三 次 内 播 法 拟 合 郴 数 z =7 -3 x "3 exp( -x"2 -Y"2) 的 曲面 
和 节点 的 图 形 ”) 

和 1egend( ' 拟 合 曲面 ,节点 (xi,yi,zi) ) 

holG on 色 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 
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用 三 角 基 线性 内 播 法 拟 合 函数 z =7-3 x3 exptxe - 轨 的 曲面 和 节点 的 图 形 





(b) 


图 7-16 用 三 角 基 线性 内 插 法 拟 合 函数 z=7 -3x?e-” -的 曲面 和 节点 的 图 形 


plot3(X,Y,Z，'bo7 用 蓝 色 小 圆圈 画 出 每 个 节点 (X,Y,Z) . 
hola of 和 % 结束 在 当前 图 形 圭 添加 新 图 形 . 
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运行 后 屏幕 显示 用 三 角 基 三 次 内 插 法 拟 合 函数 z=7 -3xe ”在 两 组 不 同 节 
点 处 的 曲面 和 节点 的 图 形 ( 见 图 7 -17) 及 其 插值 z:( 略 ). 由 图 7 -17 可 见 , 拟 合 
曲面 的 峰 和 谷 的 个 数 不 随 节点 值 变化 ,曲面 光滑 ,凹凸 性 稳定 ,没有 突变 性 ,但 曲 


面 的 形状 随 节点 值 变化 , 比 用 最 近邻 内 搬 法 和 三 角 基 线性 内 播 法 拟 合 的 曲面 相 
对 光滑 . 


用 三 角 基 三 次 内 描 法 拟 合 函 数 z =7-3 x3 exp(x? - 号 的 曲面 和 节点 的 图 形 





人 ) 
图 7-17 用 三 角 基 三 次 内 插 法 拟 合 函 数 z=7 -3xe- ”二 的 曲面 和 节点 的 图 形 
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(4) MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 . 
输入 程序 
>> X=LanGd(50,1); 
y =rand(50,1); 色 生 成 50 个 1 元 均匀 分 布 随机 数 x 和 Y, x,y . 
x= -3+(3-(-3))*x;% 利 用 x 生 成 的 随机 变量 . 
Y= -2.5+(3.5-(-2.5))*Yyi;% 利 用 y 生 成 的 随机 变量 . 


zZ -7 -3x X.*3 .*x exp( -X."2 -YY, 2); 色 在 每 个 随机 点 (X,Y) 处 计算 z 的 值 . 
X1 = -3:0.2:3jY1 = -2.5:0.2:3 .5; 


[XIT,YI] = meshgria(X1,Y17)， 纺 将 坐标 (xT,YI) 网 格 化 . 
zI -griadaqata(X,Y,Z,XI,YI,，'v4 7') % 计 算 在 每 个 捅 值 点 (XI,YI) 处 的 插值 ZI. 
mesh(XI,YI，ZI) 和 作 二 元 拟 合 图 形 . 


xlabel('x'), ylabel('y')，zlabel(` z )， 

title(' 用 MaTLRB 4 网 格 化 坐标 方法 拟 合 函 数 > =7 -3x`3 exp( -Xx “2 - Y“^21) 
的 曲面 和 节点 的 图 形 ) 

% legenda(' 拟 合 曲面 ,节点 (xi,yi,ziz) ) 


hola on 多 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 
plot3(X,Y,Z，' bo ') 用 蓝 色 小 圆圈 画 出 每 个 节点 (X,Y,Z) . 
hold of 锡 结 束 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 


运行 后 屏幕 显示 用 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 拟 合 函 数 z =7 -3we“ 在 两 
组 不 同 节 点 处 的 曲面 和 节点 的 图 形 ( 见 图 7 -18) 及 其 插值 z( 略 ). 由 图 7-18 
可 见 , 拟 合 曲面 的 峰 和 谷 的 个 数 随 节点 值 稍 有 变化 ,曲面 光滑 ,没有 突变 性 ,但 曲 
面 的 形状 随 节点 值 稍 有 变化 , 比 用 最 近邻 内 插 法 和 三 角 基 线性 内 播 法 拟 合 的 曲 
面 光滑 . 但 是 与 被 拟 合 曲面 的 误差 很 大 ,失去 使 用 价值 . 
(5) 作 被 拟 合 曲面 z=7 -3xe ”和 节点 的 图 形 . 
输入 程序 
>> X=Trana(50,1); 
y=rand(50,1); 色 生 成 50 个 1 元 均匀 分 布 随机 数 x 和 Y, x,y 
xX=- -3+(3-(-3))*xis 多 利用 x 生 成 的 随机 变量 . 
Y= -2.5+(3.5-(-2.5))*y;i 色 利 用 y 生 成 的 随机 变量 . 


zZ-7-3*X.*3 .* exp( -X."2 -YY."2)3;% 在 每 个 随机 点 (X,Y) 处 计算 2 的 值 . 
X1 = -3:0.1:3; 


Y1 = -2.5:0.1:3.5; 


[XIT,YI] =meshgriaQ(X1 ,YL1); 双 将 坐标 (XI,YI) 网 格 化 . 
ZI =7 -3 XI.*3 .*k exp( -XI. 2 - YI. ”2); 
mesh(XI,YI，ZzI) 狗 作 二 元 拟 合 图 形 . 


xlabel('x'")，ylabel('y')，zlabel("z )， 
title(' 被 拟 合 本 数 > =7 -3 x*3 exp( -x*2 -Y*2) 的 曲面 和 节点 的 图 形 ) 
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用 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 拟 合 函 数 z =7-3 x3 exp(x2 - 72) 的 曲面 和 节点 的 图 形 


ER 
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图 7-18 用 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 拟 合 函 数 
z=7-3xe 的 曲面 和 节点 的 图 形 


% legend( "被 拟 合 函数 曲面 ,节点 (xiy,yi,zi) ) 
hold on % 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 
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plot3(X,Y,Z，' bo ') 和 用 蓝 色 小 圆圈 画 出 每 个 节点 (X,Y,Z) . 

hola of 色 结 束 在 当前 图 形 上 添加 新 图 形 . 
运行 后 屏幕 显示 被 拟 合 函数 z=7 -3xe “的 曲面 和 节点 的 图 形 ( 见 图 7 - 19) 
及 其 函数 值 x:( 略 ). 

将 在 (xi,y) 处 的 二 元 拟 合 方法 中 最 近邻 内 插 法 三角 基线 性 内 插 法 、 三 角 

基 三 次 内 插 法 和 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 作出 拟 合 曲面 的 图 形 ( 图 7 -15 至 
图 7 -18) 与 被 拟 合 曲面 图 (图 7 -19 ) 进 行 比较 ,显然 ,定义 的 拟 合 数据 的 曲面 
的 类 型 中 ,最 近邻 内 插 法 和 三 角 基 线性 内 揪 法 产生 有 突变 点 的 曲面 ,但 产生 的 拟 
合 曲面 与 被 拟 合 曲面 的 形态 有 相似 之 处 (参见 图 7 -15 ,图 7 -16 和 图 7 -19); 
MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 和 三 角 基 三 次 内 插 法 产生 光滑 曲面 ,三 角 基 三 次 内 
插 法 产生 的 拟 合 曲面 与 被 拟 合 曲面 的 形态 类 似 , 拟 合 误差 较 小 (参见 图 7 - 17 
和 图 7-19) ,而 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 产生 的 拟 合 曲面 与 被 拟 合 曲面 的 形 
态 差别 很 大 , 拟 合 误差 最 大 (参见 图 7 -18 和 图 7 -19). 


被 拟 合 了 国 数 z =7-3 x3 exp(x2 - y2) 的 曲面 和 节点 的 图 形 





图 7-19 被 拟 合 函数 :=7-3re 全 半 的 曲面 和 节点 的 图 形 


习题 7.8 





1. 设 节点 (X, 了 ,GZ) 中 的 芝 和 了 分别 是 在 区 间 [ -3,3] 和 [ -2.5,3.5] 上 的 50 个 随机 数 ， 
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Z 是 函数 z=3xye 全 在 (X,7Y) 的 值 , 拟 合 点 (局 , 届 ) 中 的 矶 = -3:0.2:3,Y = -2.5:0.2: 
3. 5. 分 别 用 二 元 拟 合 方法 中 最 近邻 内 插 法 .三 角 基 线性 内 播 法 .三角 基 三 次 内 插 法 和 MAT- 
LAB 4 网 格 化 坐标 方法 计算 在 (, 岂 ) 处 的 值 , 作 出 它们 的 图 形 ,并 与 被 拟 和 曲面 进行 比较 . 

2 设 节点 (X,Y,Z) 中 的 上 和 了 分 别 是 在 区 间 [ -3,3] 和 [ -2.5,3.5] 上 的 50 个 随机 数 ， 
Z 是 函数 z=5-2ze 2 在 (, 切 的 值 , 拟 合 点 (有 ) 中 的 X= -3:0.2:3,7 = -2.5:0.2: 
3. 5. 取 两 组 不 同 的 节点 ,分 别 用 二 元 拟 合 方法 中 最 近邻 内 插 法 .三 角 基 线性 内 捅 法 .三 角 基 三 
次 内 插 法 和 MATLAB 4 网 格 化 坐标 方法 计算 在 ( 辣 ,已 ) 处 的 值 ,作出 它们 的 图 形 ,并 与 被 拟 和 
则 面 进行 比较 . 


7.9 随机 数据 点 上 的 壮 元 拟 合 及 其 MATLAB 程序 


可 以 将 随机 数据 点 上 的 二 元 拟 合 推广 到 三 元 拟 合 . 所 谓 拟 合 是 在 空间 区 域 
人 上 ,或 者 在 及 的 分 片子 域 2xz 上 ,构造 与 被 插值 国 数 二 =Axz,y,z) 的 随机 数据 
点 (zaa2) (=1,2,…,n) 最 为 接近 的 较 简 单 函 数 P(x,y,z), 拟 合 函 数 
PCx,y,z) 不 必要 过 所 有 的 随机 数据 点 (xyizoz) (=1,2,…,a) ,使 得 简单 函 
数 P(x,y,s) 最 佳 逼 近 被 插值 林 数 几 x,y,z) ( 见 下 面 的 图 形 ) ,这 也 是 随机 数据 
点 上 的 三 元 拟 合 的 主要 任务 . 在 MATLAB 系统 中 ,为 我 们 提供 了 计算 随机 数据 
点 上 的 三 元 和 三 元 以 上 的 超 曲面 拟 合 的 程序 griddata3 .m. 此 程序 主要 用 于 
将 随机 数据 点 上 的 数据 变换 网 格 坐标 后 的 超 曲面 拟 合 . 程序 sriddata3 的 功 
能 是 计算 常用 的 三 元 和 三 元 以 上 的 拟 合 方法 中 最 近邻 内 搬 法 (Nearest neighbor 
interpolation) .三 角 基 线性 内 揪 法 (Triangle-based linear interpolation ) ( 缺 省 值 ). 
计算 时 输入 的 节点 (xz,y,z) 中 的 向 量 关 = (zx ae) =(7 yy )，z= 
(za) 的 元 素 通常 不 必 是 单调 排列 ,用 网 格 化 命令 1X,Y,Z] = 
meshgrid(x,y,z) 将 ,yz 化 为 三 元 网 格 坐 标 ,7Y,Z ,然后 调用 gridaata3 
程序 计算 .该 程序 有 几 种 调用 格式 如 表 7 -9. 
表 7-9 随机 数据 点 上 的 三 元 拟 合 的 MATLAB 命令 
随机 数据 点 上 的 


三 元 拟 合 的 MAELAB 命令 griddata3 功 能 





此 命令 的 主要 功能 是 通常 对 于 随机 
点 向 量 ( 和 ,了 ,Z,Y) 中 的 数据 拟 合 函 数 多 
=F(X,Y,Z) 的 超 曲 面 . gridadata3 在 由 
(人 ,六 ,7 产生 的 多 处 内 播 超 曲面 ,并 且 
该 曲面 总 是 经 过 数据 点 . 其 中 (并 ,二 2 ) 
是 由 meshgria 命令 产生 的 均匀 网 格 坐 
标 . 


册 =gridadata3(X, YY， 2Z,，V，XI，YT， 
ZI) 
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续 表 











随机 数据 点 上 的 


三 元 拟 合 的 MATLAB 命令 ariddata 
















[...] =griddata3(... ,method ') 
的 主要 功能 是 用 户 指定 三 元 内 捅 法 的 方 
法 .用 户 不 输入 具体 的 方法 时 , 按 三 角 基 
线性 内 插 法 计算 .' method ' 可 用 以 下 方 
法 替换 : 

"nearest " 表示 三 元 最 近邻 内 插 
法 ; 

"1inear " 表示 三 角 基 线性 内 插 法 
( 缺 省 值 ) . 

定义 的 "' nearest ' 和 ' linear 方法 
拟 合 数据 的 超 曲面 都 是 基于 一 种 数据 的 
delaunay 三 角 训 分 . 


[...] =griddaata3( ..., method ') 


例 7.9.1 首先 利用 MATLAB 函数 rana 产生 随机 数据 已 , 闷 ,2 ,然后 用 
线性 变换 zx =at+b (其 中 =5,2= -5) 将 随机 数据 和 , 立 ,2 变换 为 节点 坐标 
( 开 , 了 ,Z) ,再 用 函数 w =7 -3xy(z+1l)e 一 生成 数据 刺 , 用 三 元 最 近邻 内 插 
法 方法 计算 函数 w 在 插值 点 x, = -3:0.5:10,y;,= -2:0.5:13,z =Yi 处 拟 合 数据 
的 值 ,并 作 其 图 形 . 

解 ”输入 程序 

>> X1L=-5+5#kLranda(10,1); 

YL = -5+5*#kLtrand(10,1); 

芭 二 全 

[X,Y,Z] = meshgtrid(X1L, YL ,2Z17); 

信 三 员 二 二 疝 共和 证 册 业 RBU 基 2 二 六 7 人 二 区 2 人 
xi= -3:0.5:10; 

yiz= -2:0.5:13; 

ZE 二 这 1 

[XI,YI,ZI] = meshgrid(xi,yi,zi); 

多 下 三 本 下 补 可 机 站 有 广 ， 攻 下 世 机 让 其 工 本 和 世 于 基本 三 避 和 名 司 志 人 5 

总 1 是 训 区 必 苞 工 生 卫 3 世 下 2] 

shading flat 

2 Tighting 荆 1at 

XIabeIT(" 工 07 YIabel('Yy 7) 艺 LapEIC7 2 2 
title(' 被 拟 合 函数 W=7 -3X?*3Y(Z4+1)exp(-X?2 -YY 2 一 2 2) ); 
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holda on 
colorbar( "horiz ") 
view([ -30 45]) 


运行 后 屏幕 显示 三 元 线性 拟 合 值 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 如 图 7 -20) : 
被 拟 合 国 数 w=7-3x8YCZ+rlexp( 兴 -全国 





图 7-20 被 拟 合 函 数 到 =7 -3wy(z+l)e 人 二 的 有 关 图 形 


例 7.9.2 设 节点 (X,Y,Z, 双 ) 中 的 YX 了 和 2 分 别 是 在 区 间 [ -3,3] 和 


[ -2.5,3.5],Y=Z 上 的 15 个 随机 数 ,到 是 函数 w=2 +xe 一 7 一 在 (XY,Z) 
的 值 , 拟 合 点 (*,,y:2) 中 的 = -3:0.2:3,yi = -2.5:0.2:3.5,2 = 思 , 用 
"lineazr "方法 计算 拟 合 数据 的 值 ,并 作 其 图 形 . 


解 ”输入 程序 
立 入 ， 乱 三 苦 下 而 刀 (于 5 1 3 这 三 天 各 总 (二 本 工作 站 
区 和 三 一 和 和 3 相公 和 区 
让 人 


= meshgria(X1 ,Y1 ,21); 


二 


[X,Y,2Z] 
W=2+X.+#+ exp( 一 X. “2 


市 二 :二 区 而. 证 妆 人 二 二 


[X2 ,Y2 ,Z2] =meshgria(Xxiy,yzy,zi); 
W1 =griddata3(X，Y，Z，W,，X2 ,Y2 ,22 ，1inear ); 
呈 于 于 训导 (又 2 2 区 2 VE 下 三 了 工本 一 公 汪 25 
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Shading flat,1ighting flat， 

xlabel("x ")，Ylabel("“Y ')，zlabel( 2 )， 
title( "被 拟 合 函数 W=2 +Xexp( -X*2 -YY*2- 2Z?2) ); 
hold on,colorbar('horiz '),view([ -3 5]) 


运行 后 屏幕 显示 三 元 线性 拟 合 值 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 如 图 7 -21). 





图 7-21 被 拟 合 函数 四 =2 +xe-2-72 人 的 有 关 图 形 


习题 7.9 





1. 设 节点 (7Y,Z , 允 ) 中 的 X,7Y 和 2 分 别 是 在 区 间 [ -3,3] 和 [ -2.5,3.5], 了 =2Z 上 的 
15 个 随机 数 ,了 是 函数 内 =3 -2xe 一 - 盖 在 (YY,Z) 的 值 , 用 ' linear ' 方 法 计算 函数 w 在 
插值 点 *, = -3:0.2:3,y = -2.5:0.2:3.5,z =Y 处 的 拟 合 数据 的 值 ,并 作 其 图 形 . 

2. 首先 利用 MATLAB 函数 randa 产生 随机 数据 Xi , 岂 ,2 ,然后 用 线性 变换 二 =aot+2 
(其 中 =6,5= -7) 将 随机 数据 Xi , 思 ,2 变换 为 节点 坐标 (YX,Y,Z) ,再 用 函数 ww=6-5x 
(y+l)e 环 -2 生成 数据 丈 , 用 ' nearest ' 方 法 计算 函数 w 在 插值 点 x; = -3:0.5:10,yi = 
-2:0.5:13,z; = 和 处 的 拟 合 数据 的 值 , 并 作 其 图 形 ， 








微分 是 我 们 在 高 等 数学 中 学 过 的 最 基本 的 运算 . 一 方面 它 是 一 些 非常 重要 
的 数学 工具 ( 微分 方程 .概率 论 等 ) 的 基础 , 另 一 方面 它 在 实际 问题 中 也 有 着 许 
多 直接 的 应 用 . 函数 的 导数 计算 可 分 为 数值 求 导 和 符号 求 导 两 类 方法 . 数值 求 导 
是 导 函 数 在 某 点 处 的 值 的 一 类 近似 计算 的 方法 ,例如 遇 到 由 离散 数据 或 者 图 形 
表示 的 函数 就 具有 求助 于 数值 方法 . 符号 求 导 是 指 对 给 定 的 函数 求 它 在 某 区 域 
上 的 导 函 数 或 在 某 点 处 的 导数 . 二 者 在 概念 上 有 着 密切 的 联系 ,但 在 求解 思路 上 
却 有 明显 差别 .本章 重点 介绍 数值 微分 及 其 用 MATLAB 计算 的 方法 ,为 了 估计 
数值 微分 计算 的 误差 ,在 第 一 节 简 单 介绍 用 MATLAB 计算 符号 微分 的 方法 . 


8.1 用 MATLAB 求 各 阶 ( 偏 ) 导数 和 (全 ) 微分 


在 MATLAB 的 函数 库 中 有 符号 求 导 的 程序 aiff.m, 可 以 调用 此 程序 求 符 
号 ( 偏 ) 导 数 和 (全 ) 微 分 ,不 但 使 用 方便 ,而 且 计 算 准 确 . 迅 速 , 尤 其 是 求 结 构 复 
杂 的 高 阶 ( 偏 ) 导数 和 (全 ) 微 分 更 显示 出 其 优越 性 . 在 本 节 主 要 介绍 用 aiff.m 
求 一 (多 ) 元 函数 的 各 阶 ( 偏 ) 导 函数 和 (全 ) 微 分 及 其 在 某 点 处 的 各 阶 ( 偏 ) 导数 
和 (全 ) 微 分 . 


8.1.1 用 MATLAB 符号 计算 一 元 函数 的 导数 和 微分 


在 大 学 数学 中 ,一 元 函数 y =(x) 的 各 阶 导 函 数 记 为 y “,y", 六 ,…, 在 这 里 
分 别 记 作 yx ,yxx ,yxxx,…: 用 diff 求 符号 导数 .微分 和 在 一 点 处 的 导数 和 微分 
的 调用 格式 和 功能 如 表 8 -1 和 例题 所 示 ， 
表 8 -1 求 一 元 函数 y=/(z) 的 各 阶 导 函 数 的 MATLAB 方法 
符号 求 导 的 命令 | 功能 
yx=daiff(E(x),x) 求 函 数 y= 拟 z) 对 zx 的 一 阶 导 函数 y' = 请 (z) 
dy =diff(Ef(x),x) * dx 求 函 数 Y=Ax) 的 一 阶 微分 dy =F(xz)dr 
yxx=daiff(f(x),x,2) 
或 Yxx=diff(yx,x) 














求 函 数 y= 几 xz) 对 x 的 二 阶 导 函 数 y"=j 太 (zx) 





YXxXxx=Qitt(E(x),x,3) 


或 Yxxx =daiff(Yyxx,x) 了 网 有 了 3 ee 办 
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续 表 
符号 求 导 的 命令 | 功 能 
yxXn =Qitftf(Ei(x),x,n) 求 函 数 y =Kxz) 对 zx 的 阶 导 函 数 六 ” = (7z) 
yn =simple(yxn) 将 = 阶 导 函 数 y” =A"( 裤 化 简 , 并 记 作 
Pretty(Qaiff(f(X),x) 输出 一 个 符合 日 常 书写 习惯 的 一 阶 导 函 数 的 表达 式 


例 8.1.1 设 一 元 函数 y =arctan(3x” +2 sin(Sx” -2)). 
(1) 求 y 的 一 阶 导数 和 四 阶 导 数 , 并 化 简 ;(2) 求 7 的 一 阶 微分 . 
解 (1) 计算 y 对 x 的 一 阶 导数 .一 阶 微分 和 四 阶 导数 ,输入 程序 
>> SYmS X QX 
Y=atan(3*+*X”2 +2*+sin(5yX 3 -2)); 
yxXx=aQiff(y,x);dqay =yXx#kqx,prertty(dy) 
yx4 =aQiftt(y,x,4);yl =simple(yx)，pretty(yl),v4a =simple(yx4 ) ， 
运行 后 屏幕 显示 7y 对 x 的 一 阶 导 数 y1 .一 阶 微分 dy 和 四 阶 导数 74 如 下 
Qy -一 
(6*X+30*+xcCcos(5*X3 -2)*#X2)A(L+(3*X 2 +2#kSsin(5*X?73 - 
2))> 人 2)*#qxX 
YL1 = 
(6#kX+30+Ccos(5*X”3 -2)*xx2)7(1+(3krXx2+2#kSsin(5*X 3 - 
2)) 2) 
Y4 = 
(101250*xSsin(5X 3 -2)*kXx 8 -81000*xcos(5*xXx2 3 -2)*X 5- 
9000*Ssin(5#X 3 -2)X72)7(1+(3YxX2+2+SsSin(5*#X 3 -2)) > 人 2) -8 
( -6750#rCcCos(5*#kX3 -2)*#x6 -2700*sin(5*kXx” 3 -2)*Xx*3+60*+rcos(5*#X73 
-2))A(L+(3*X2+2xkSsin(5*Xx 3 -2))” 2) 2*(3:+X2+2+xrSsin(5xX^ 人 3 - 
2))*(6*X+30xcos(5*x 3 -2)*X2)+48k(6 -450*sin(5 半 X3 -2)*X 4 
+60*#Ccos(5 半 X 3 -2)#X)A(L1+(3X 2 +2#Sin(S5*X 3 -2)) > 2) 3*#(3 冰 X 2 
+2 光 Sin(5#X 3 -2))2#(6+*X+30xkcos(5*X3 -2)*xXx2) 2 -12*(6 -450 
本 Sin(5#X 3 -2)*#X 4+60*cos(5*X 3 -2)*X)A(1L+(3 半 X2 +2ykSsin(5 站 芭 ” 
3 -2))7>2)72*k(6+kX+30xCcos(5*yX 3 -2)*X2) 2 -6*r(6-450*sin(5xX3 
-2)*#X 4+60#cos(5y#X 3 -2):*X)2A(1+(3kX2 +2kSin(5#X 3 -2)) 2 人 2)” 
2x(3#X2+2ksin(5#X 3 -2)) -48:*(6 凋 X+30kCos(5 尖 X 3 -2) 半 X2)7 47 
(1 +(3*X2+2xysin(5:X 3 -2))>2)4#(3+X 2 +2+Ssin(5#X 3 -2))3 +24 
站 (6X+30x#xCos(5 半 X7 3 -2)*#x2) 4/A(1L+(3*yX2+2xgSsin(5yX3 -2))”>27)” 
3*#(3#kXx2+t24#sin(5*xx 3 -2)) 
(2) 另外 还 可 以 分 别 用 下 面 几 种 形式 的 MATLAB 程序 分 别 计算 y 对 x* 的 一 
阶 导 数 .一 阶 微分 和 四 阶 导数 


>> SYmSsS 藉 QX 
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y=atan(3*X`2 +2*#kSin(5*#kX3 -2))idy=Qitt(y,Xx) * dx 

或 ay=diff(atan(3*X*2 +2#Ssin(5*kX^3 -2)),x) * ax 

或 yx2 =qQiff((6*X+30+cos(5#X"3 -2)*Xc2)A (1+(3 业 x*2 +2 和 Sin(5#X^3 
-2)) “2),x) 

Yx4 =Giff((6*#*X+30#Cos(5 半 X3 -2)*x?2)A(L1+(3kx2+2*ksin(5 冰 X^3 
-2)) “2),x,2) 


所 得 到 的 结果 与 (1) 相 同 . 
例 8.1.2 设 一 元 函数 y=(3x: +2cos(Sx3 -2))ln(13xs +6) + 
(1) 求 y 的 五 阶 导数 y2(x) 和 微分 dy; 
(2) 求 y 在 *=0 处 的 五 阶 导 数 y (0) 和 微分 dy | _ 
解 (1) 输入 计算 y 对 x 的 一 阶 微分 和 五 阶 导数 的 程序 


>> SymSsS X qX 


Yy=(3*X?"2 +2*+cos(5#X?*3 -2))*1og(13*Xx5 +6)+(2*X-1)/ (5*X*2 +6); 


2Y -1 
2 


Sx +6 


Gy=diff (yY,x)*adx,yx5 =diff(y,xX,5);Yy5 =Simpie(yx5) 


运行 后 屏幕 显示 化 简 后 的 y 对 x 的 五 阶 导数 y'2 (z) 和 y 的 微分 dy ( 略 ). 
(2) 计算 y 在 *=0 处 的 五 阶 导数 7 (0) 和 微分 dy | .. ,输入 程序 


>> SYyms Qx,X=0; 

Gy=((6*X-30#xSsin(5*+X3 -2)*X^ 2) 半 1og(13*X^5 +6) +65 村 (3 站 式 
“2 +2#kcos(5*#X3 -2))*x4A(13*#*x5 +6) +2/A(5*Xx2+6) -10*(2*X 一 
1)A(5*X>2+6) 2 半 驻 ) *dX 

Y5 =6000/(5*xX*2 +6)*3 +7800*+(6*X-30*#sin(5 尖 X^3 -2) 站 X 2) 站 
XA(13*x"5 +6) -90000*r(2*X-1L) (5*xx2+6)^4*XxX-4284150000*(3*X^2 
+2#kcos(5*X3 -2))*Xx>15/ (13*X5 +6)^4+325*#(101250*cos(5 站 X^3 - 
2)*x*8+81000*sSsin(5#X3 -2)#X^5 -9000#cos(5 本 Xe 3 -2)*X 2)*Xx 人 47 
(13*x*5+6)+(-1518750x*x*10x*xsin(5*X*3 -2)+2025000*cos(5*X*3 - 
2)*XxX^*7 +540000*Ssin(5*X?3 -2)*XxXx 4 -18000*cos(5 业 Xe 人 3 -2) 本 X) 本 
1og(13*X?*5 +6) -42250*(6750*Sin(5*X?^3 -2)*kXx^6-2700*cos(5*X^3 - 
2)*xXx*3 -60+rSsin(5#X3 -2))*x8/A (13*X5 +6)^ 人 2 +5492500+k(6 -450# 、 
cos(5*X3 -2)*X?*4-60*Ssin(5*X^ 3 -2)*Xx)*xx12/(13*x^5+6) 3 - 
12000000*(2#X-1)A(5*X 2+6)”6*#X 5+65910000*(6 本 X-30#Sin(5* 
X"3 -2)*#X 2)*X 11A(13*xXx”5 +6) “3 +197730000*(3*X”2 +2:#cos(5 交 X 3 
-2))*xXx*10A (13*#*Xx*5+6)*3 -535518750*(6*X-30*#sin(5*Xx3 -2)*Xx^ 2) 
本 X16/ (13*X 5 +6)^4+27846975000#x(3*#X 2 +2 尖 Cos(5 疼 X3 -2))X 207 
(13#x*5+6)*5 +2400000#(2#X-1L)/A(5#Xxe*2+6)^5 站 X^3 +1560#(3 水 X^2 + 
2*#xcos(5*xX3 -2))/ (13*x*5 +6) -2535000*(3kX2 +2#kcos(5*XxXx^3 -2)) 
冰 X5A(13*x5 +6)2 -507000*(6 -450*cos(5*Xx"3 -2)*x 4-60*sin(5 
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半 X^3 -2)*Xx)*#kx*7T/(13*xx*5 +6)”2 +7800*(6 -450*cos(5*#X 3 -2)*X 4 - 
60*sin(5:#X?*3 -2)*Xx)*x*2/(13:#Xx*5 +6) -2028000*#(6#X-30*#Ssin(5#X” 
3 一 2 入 间 元 “27 于 到 267(T3 本 天 5 67)22 2600 《6750 二 Sina(5 末 X3 = 2 必 让 X”6 = 
2700#EOg8(5 东 并 “了 -2) 本 X "3 二 60# Bin(5*#X 3 一 2)7 xx 37(13 5+6) = 
360000/(5*x?*2 +6)^4*xx*2 +2400000/(5*xXx?2 +6) ”5*X 4 
运行 后 屏幕 显示 y 在 *x=0 处 的 五 阶 导数 y (0) 和 微分 dy1,.-o 如 下 
dv = 
一 克 人 
Y5 = 
一 188 .6186 


8.1.2 用 MATLAB 符号 计算 多 元 函数 的 偏 导数 和 全 微分 


我 们 不 但 可 以 调用 aiff 程序 作 一 元 函数 的 符号 求 导 ,而 且 还 可 以 作 多 元 
函数 的 符号 求 偏 导 数 . 在 这 里 我 们 将 二 元 函数 z=/x,y) 的 各 阶 偏 导 数 分 别 记 作 
zz,2y ,2 27Y ,2X7 278 22XX ,ZXY 24YY 27Y77 .如果 二 元 函数 z=Hx,y) 的 两 个 
混合 偏 导数 zyx 和 zxy 在 某 区 域 忆 上 连续 , 则 zyx =zxy. 同 理 , 如 果 三 元 函数 v = 
(xy,z) 的 混合 偏 导数 zxzxy,zyxzx 和 zxzyx 在 某 区 域 了 上 连续 , 则 zxzxy = zxx = 
zxzyx-. 用 diff 可 以 作 多 元 函数 的 符号 求 偏 导 函 数 .全 微分 和 在 一 点 处 的 偏 导数 
和 全 微分 ,下 面 以 二 元 函数 和 三 元 函数 为 例 说 明 aiff 的 调用 格式 和 功能 (如 表 
8 -2 和 例题 所 示 ). 读 者 可 以 根据 用 aiff 求 二 元 函数 和 三 元 函数 的 偏 导 数 和 
全 微分 的 方法 推广 到 四 元 和 四 元 以 上 的 本 数 . 

表 8-2 用 aiff. 做 符号 求 偏 导数 和 全 微分 的 调用 格式 和 功能 


符号 求 导 的 命令 ， ， 
ZXE=QiEE(E(xY)3X) 求 z=Kx,y) 对 x 的 一 阶 偏 导 函 数 z: = 太 (Cxz,y) 




















zy =aiff(fE(x,y),y) 加 关 求 z=Fx,y) 对 y 的 一 阶 偏 导 函 数 z' =F(Cxr,y) 
Qz =ZX:# QqXx+ZYy#k dy 求 z=F(x,y) 的 全 微分 dz =F.(xz,y)dx + (xiy)dy 





zxx=diftft(zx,x) | 求 z=Nx,y) 对 x 的 二 阶 偏 导 函 数 z"。 =/,。(x,y) 
| 求 z=fx,y) 的 二 阶 混合 偏 导 郴 数 z "= 广 。(Cx,y) 


雹 肖 记 半生 六 站 而 求 函 数 ==(x, 放 对 x 的 阶 偏 导 函 数 2 





REXY 三 驴 主 于 二 (2 区 ) 








| 本 
zyn=diff(f(x,y),y,ana) 求 函 数 == 凡 <,7) 对 y 的 = 阶 偏 导 函 数 9 


ux=aiff(f(x,yY,z),x) | 求 凡 =HKx,y'z) 对 x 的 一 阶 偏 导 函 数 坟 : = 万 (xz,y,z) 
uy=diff(f(x,y,z),>) | 求 二 = 几 x,y,z) 对 y 的 一 阶 偏 导 函 数 吉 ,= 户 (x,y,z) 
W 过 二 人 和 六 75 求 4= 几 zx,y,z) 对 z 的 一 阶 偏 导 函 数 : = : (xy2) 
du =ux#k dx +uy*#k dy 求 =.Hx,y,z) 的 全 微分 
+UZ# qz de= 太 (zi7)z) dx + (xyz) dy + 太 (zy)z) dz 
uyx =diff(uy,x) 求 几 =Xx,y,z) 的 二 阶 混合 偏 导 郴 数 wy = 三 ) (xy'z) 
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求 ie 妃 yy 凤 的 三 1 ER 


uUYxy =diff(uyx,y) 
ZX 三 :一 六 下 主 (EX 








过 

隐 范 数 P(x,y,z) =0 求 偏 导 函 数 至 ,到 
2yY= -Qiftf(F,Y)V oOx 67y 

diff(F,z) 

PEettY 





输出 一 个 符合 日 常 书写 习惯 的 表达 式 
人 56 是 直 或 吉文 放 AR 放 | 本 | 


生疏 臣下 和 : 个 ， 生 下 全 全 企 芋 仆人 全 不 作 持 全 和 人 全 和 


Sx -06y 一 98 


例 8.1.3 设 二 元 函数 4 = arctan(3x” +2sin(Sx” -27)) “了 +317 +9 


(1) 求 : 的 二 办 但 于 看 表 和 守 代 分 


9z 9z， 
(2) 求 高 阶 偏 导数 忆 2 2 


(3) 求 z 在 zx=0,y=1 处 的 一 阶 偏 导 函数 、 全 微分 、 高 阶 偏 导数 - 


i 
9 和 


解 (1) 输 入 计算 :的 一 阶 偏 导 函 数 和 全 微分 ,高 阶 偏 导数 -也 ，a 5 ,9 
X9Y 0xY9y ”9y 
的 程序 


>> SYmsS XY dqx dy 











9 


关 
9 z 
8x8y) 











关 =0" 








z =atan(3 *Xx“"2 +2* sin(5*#x73 -2kYy“5)) +(5*#*X-6#kYy -98)/(7#Xx713 +31+y721 +9); 
zx=diff (z,x),Pretty(diff(z,Xx)),zy=diff (z,yY),daz=zx*ykdx+zykdy， 
pretty(diff(daz) ) ,zxv = Qiff(zx， Y) ,zxyv =diff(zxvy,y),zyy =aiff(zy,y)， 
运行 后 屏幕 显示 z 的 一 阶 偏 导 函 数 =: 和 全 微分 册 , 高 阶 偏 导数 =。 ,zw ,zw( 略 )， 
(2) 输入 计算 z 在 x=0,y=1 处 的 一 阶 偏 导 数 ,全 微分 ,高 阶 偏 导数 
gz 9 z 
gx07y :的 程序 














z=09 


7=1 gxgy 


xz=0，》 


xsSi 9 入 
>> SYrms dx day,X=0;3Y=1; 
ZX=(6*X+30#:Ccos(5#X3 -2*xy*5)*X*2)/(1+(3*X`2+2*Ssin(5 
* x?*3 -2*y*5))*2) +5/(7*x*13 +31*+Yy?*21+9) -91*(5*#xXx-6#y-98)/(7* 
x?"13 +31*Yy"21 +9) "2*X?12 
zyY= -20*cos(5*X"3 -2*y"5)*y4/A(1+(3*+X 2 +2#Sin(5*X`3 一 2 
*Yy"*5)) "2) -6/(7*x'*13 +31#y "21+9) -651*(5*#X-6*#Yy-98)/(7*x713 + 
31*Yy”`21 +9)“2*Yy”20 
dz=((6*X+30kcos(5*#X*3 -2*y"5)*X2)/(L1+(3*X`2 +2 相 Sin(5 
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村 Xe^3 -2#y*5))^*2) +5/(7#X?13 +31qy^21 +9) -91*(5 半 X-6#Yy 一 98)/ (7 站 
xX*13 +31*y?*21 +9)^2*Xx"12)*dx+( -20*+cos(5x 3 -24y"5) yy 4/ (1L+ 
(3*Xx*2 +2*ksin(5 业 X"3 -2yky*5))^2)-6/(7*x"13 +31y”21+9) -651*(5 
*X-6ky-98)/(7*XxX?*13 +31*xy21 +9)”2*y20)* ay 

ZXYy -300*#sSin(5#X?3 -2:#Yy 5) 本 yd4#X2A(L+(3 本 X 2 +2 灶 Sin(5 站 
x"*3 -2*y 5)) 2)+40*(6*X+30#cos(5*X3 -2+Y"5)#X 2)A (1L+(3*X “2 
+2 # Sin(5 半 X^3 -2*y*5))^*2)^2*(3*Xx2+2+sin(5*x^3 -2*xy"5))*cos(5 
*X'*3 -2+y"5)*y*4-3255/(7*X"13 +31*y?21 +9) 2*y"20 +546/ (7*X 13 
+31*y*21+9)^*2*x*12+118482*(5*Xx-6xy-98)/A(7*x13 +31sy^"21 +9) 
“3*X 12 YY 20 

ZXYY = -3000* cos(5 本 Xe3 -2*y5) 和 yc 8*kX2A(1+(3 汪 X 2 +T2 
sin(5*#*x^*3 -2*xy*5))*2)+1200*sin(5*x"3 -2xy*5)*Yy”3 kx“27(1+(3 于 区 
“2 +2*kSsin(5*X^ 3 -2sy*5))“2) +24000*Ssin(5*X^ 3 -~-2qY 5) yy 8*#X 27 
(1+(3*Xx*2+2*#sin(5*Xx*3 -2*y*5))^2)^2*(3*X2 +2*#Ssin(5 *X 一 2 本 隐 
^5))*cos(5#x?3 -2ky*5)+3200#(6yX+30#cos(5 半 X3 -2yy 5)*X 2)7 
(1+(3*x*2 +2*+sin(5*X*3 -2*y*5))"2)3*(3#kX2+2*Sin(5*#X 3 -2 半 了 
^5))*2*#cos(5*x*3 -2*ky?5)^2*y"8 -800*(6*X+30ykcos(5*yX"3 -2#yYy“5) 
#X*2)VA(L+(3*x*2+2*sin(5*yX3 -2*+y5))2) "2*xcos(5*X 3 -2yy 5) 
2*y*8+400*#(6*#X+30*cos(5*X3 -2ky*5)*xX*2)/(L+(3*xX2 +2*xsin(5 
本 X73 -2*#y5))*2)>*2*(3#X2 +2#kSsSin(5 和 X 3 -2#Yy 5)) 村 Sin(5 半 X 3 一 2 
Y*5)*y*8+160*#(6*X+30#Ccos(5*X^3 -2 汪 Yy 5)*X 2)A(L+(3 站 以 2 二 2 站 
sin(5 二 X*3 -2+y*5))*2)*2*(3*+xx*2+2+sin(5*yx3 -2*Yy5)) Cos(5*X” 
3 -2*xy*5)*y?3 +4238010/(7*X "13 +31#Yy “21 +9)”*3ky*40 -65100/(7#X” 
13 +31yy^*214+9)*2*xy*18 -1421784/(7*x*13 +31yy*21+9) 3*xX"12*#y"20 
-231395346*(5*X-6*y-98)/ (7*X`13 +31:#*yYy”21 +9)” 人 4 本 X 12 半 yy 40 + 
2369640*(5*X-6*xky-98)/(7*xXx*13 +31#ky"21 +9) ”3 站 X ”12 半 Y “19 

zZYY= -200*sin(5*X"3 -2 #yYy^5) yy“8/(1 +(3*X22+2#Sin(5X 3 
-2*y*5))*2) -80*xcos(5*x'*3 -2#y*5)*y3/(1+(3#X 2 +2*#Ssin(5*#X “3 
-2*#y*5))^2) -800*cos(5*#X?*3 -2*#y5) 2#y?8A(L+(3X2 +2 半 Sin(5 
x?*3 -2*y*5))^*2)*2*#(3*X2+2ysin(5#X 3 -28y5))+7812/(7 半 X 13 + 
31*y*21 +9)*2*ry*20 +847602*(5*#X-6*#*y-98)/ (7*X 13 +31*YyY 21 +9)” 
3*y*40 -13020*(5*X-6#y-98)/ (7*Xx13 +31:$$yYy 21 +9)^ 人 2 交 yy 19 


运行 后 屏幕 显示 计算 结果 如 下 


ZX 二 ZY = ZXY = ZXYY = 三 ZYY = 
0.1250 44 .0973 -2.0344 25 .5314 一 462 .6399 
Qz = 


1/8*dax+1551535530263059/35184372088832 * dy 
故 dz=0. 125 0dx + 44. 0973dy. 
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例 8.1.4 由 隐 函 数 2xz +y+z=e 一 ”确定 z=z(x,y)， 求 吾 和 已 
解 ”输入 程序 


>> SymSXYZIF=-2+xX+y+Z-exp(-X-3*xy-2*Zz); 


FEY=diff(PF,y);EFEY=aiftt(F,z); 








2ZY = 人 
运行 后 屏 帝 显 示 求 站 和 -2 二 的 结果 如 下 


2ZY = 


(-1-3*yexp(-XxX-3*#*y-2*Z))/ (1+2+kexp( -Xx-3*xy-2*#zZ)) 
2ZYX = 


3*#kexp( -X-3*xy-2*z)/ (1+2*+exp(-X-3#ky-2*kZz))+2*#( -1 


-3*#exp( -X-3xkry-2#Zz))A(1+2*exp( -X-3yy--2*yz)) 2*#exp( -X--3# 了 
-2*zZ) 


习题 8.1 





_ SSxz -6xy -98z: +356 
1， 设 三 =3x2 +2cos( xz -275 +2128) +Jn > 一 2 一 一 一 
设 三 元 函数 " 相 cos( > 了 2 ) + TxD3z +3172 +9 


(1) 求 z 的 一 阶 偏 号 本 数 和 全 微分 


5 9 
(2) 未 高 阶 篇 导 数 j.， xz2gy9z 5 和 85 








(3) 求 z 在 x=0,y=1l,z=0 处 的 一 阶 偏 导 函 数 、 全 微分 .高 阶 偏 导数 























0 2 
了 = 人 
du 8 
8x2gybz | 30 99zgx | 7 
3= 0 3=0 
2x+21\、 
2. 设 一 元 函数 y =3x: +2cos (52 -2) Win(13x +6) + ( 5 。 
Sx +6 
(1) 求 7 的 五 阶 导数 yY” (xz 和 微分 dy; 
(2) 求 y 在 = =0 处 的 五 阶 导 数 752 (0) 和 微分 dy| 
3. 设 二 元 函数 z= Warctan(3+61) +2sin (5Sz -2 和 ) +hn 一 +6y+8 
”37x +31y” -9 


(1) 求 z 的 一 阶 偏 导 函 数 和 全 微分 ; 


(2) 求 高 阶 偏 导数 -了 荆 ，a 2 33; 
8x0y 8xdgy” ， 8 和 “ 
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xz 


(3) 求 z 在 zx=0,y=1 处 的 一 阶 偏 导 函 数 .全 微分 ,高 阶 偏 导数 -2 2 


0Ox97y 





和 








x=0 =0” 
=1 = 上 








xy- az 0?z D”z 
4. 2 十 了 二 过 -37 -2z 一 OZ 业 
由 隐 本 数 2x +y+z=e 确定 z zxy), 求 3 ,8557 和 5 及 


S$. 设 FOx+27y7-z 刀 + 和 -2)=0 确定 :=z(z,y), 且 下 具有 连续 的 偏 导数 , 求 35 + 3 
刀 + 刀 -和 -YY=0， 

6. 设 7 ”“ 求 型 和 全, 
~-U+0-xy+l1=0，9x 扩 

和 = 一 4L=zCxzy) wou 9 9 gp 


: 5=a(zi7)， 8x 37 8 87 


yy 二 下 十 纺 


7. 设 | 确定 反 函 数组 | 


8.2 一 阶 导数 的 数值 计算 及 其 MATLAB 程序 


导数 的 数值 计算 ,或 称 数值 微分 ,也 称 数 值 求 导 ,是 用 离散 方法 近似 地 计算 
函数 y = 几 x) 在 某 点 的 导数 值 . 当然 ,通常 只 有 函数 以 离散 数值 形式 给 出 时 才 有 
必要 用 这 种 方法 . 本 节 介绍 一 元 函数 的 数值 导数 及 其 MATLAB 程序 . 


8.2.1 差 商 求 导 及 其 MATLAB 程序 
根据 导数 定义 
1 -天 起 =- 辐 人 8. 
Ax 和 Ay 分 别称 为 自 变量 * 和 因 变 量 7 的 增 量 , 也 称 为 差分 可 以 用 差分 的 商 马 


作 微 商 (导数 ) 的 近似 ,从 而 有 下 面 的 求 导数 的 近似 值 的 定理 . 
定理 8.1( 精度 为 0(A) 的 前 差 公式 和 后 差 公 式 )” 设 函 数 y = 成 z) 在 [La,b] 
上 具有 二 阶 连 续 导 数 , 且 zx-h,xz,xz+he[ac,5], 则 有 


(gz]) = 及 2 -友和 一 人 人 (8.3) 


且 存 在 声 = 如 (xz) <s(a),0) (12) ,使 得 
Ja = 有 二 一 全 -Ri( 太 月， (8.4) 


其 中 六 (>0) 是 绝对 值 很 小 的 增 量 ,估计 导数 矿 ( 和 的 近似 公式 (8.2) 和 
(8.3) 式 的 截断 误差 公式 为 
RCH 月 = -1"(6) =O(OW (Gil12)， (8.5) 
(8.2) 和 (8.3) 式 分 别称 为 前 差 公 式 和 后 盖 公式. 
由 (8.1) 式 可 得 到 (8.2) 和 (8.3) 式 . 为 了 估计 这 些 近 似 公 式 的 精度 ,将 
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ARxz+i) 和 所 zx- 由 在 点 x 处 作 泰 勒 展开 
2 
Hat 间 = 扩 倍 二 凡人 (o + 全 (和 ) (= 12)， (8.6) 
移 项 和 化 简 可 得 到 (8.4) 和 (8. 5) 式 . 
例 8.2.1 设 /x)=sin(5x -21). 
(1) 分 别 利用 前 差 公式 和 后 善 公式 计算 ,F(0.79) 的 近似 值 和 误差 , 取 4 位 小 
数 点 计算 ,其 中 步 长 分 别 取 疡 =0.1,0.01,0.001,0.0001,1r"x)1<s80,xe[0,1]. 
(2) 将 (1) 中 计算 的 /(0.79) 的 近似 值 分 别 与 精确 值 比较 . 
解 (1) 根据 (8.2),(8.3) 和 (8.5) 式 编写 计算 y = 帮 妇 的 一 阶 导数 广 (2) 
的 近似 值 和 误差 估计 的 MATLAB 程序 ,并 输入 
>> xX=0.793h=[0.1,0.01,0.001,0.0001]; 
M=80;xl =X+hix2 =Xx-hiy=sin(5.*xXx. “2 -21); 
Y1 =sSinf 5.*XL. 2 -21) jy2 =sin(5.+22. 2 -21) yqG=(YL -y) .hyh =(Yy-Y2) ./h， 
wu=abs(h.*MZ2),，sSYymsX',f=sin(5.*Xx. 2 -21);qy =Qiff(E,x) 
运行 后 屏幕 显示 利用 前 差 公 式 和 后 差 公 式 计算 /(0.79) 的 近似 值 yg ,y# 和 误差 
估计 wu, 取 4 位 小 数 点 计算 ,其 中 步 长 分 别 取 疡 =0.1,0.01,0.001,0. 0001,W = 
80 , 导 枉 数 dy. 
yd = 
1 .46596380397978 4.22848550173043 4.44250759584697 4.46320955293622 
YhD = 
5.96885352366536 4.68672022108227 4.48833808130555 4.46779260847907 
wu = 
4.00000000000000 0.40000000000000 0.04000000000000 “0.00400000000000 
Qy = 
10 半 COoSs(5#X 2 -21) :X 
(2) 计算 (0.79) 的 值 . 输入 程序 
>> X=0.79;qy =10*Ccos(5*#X`2 -21)*X， 
wuq=abs(yqd-dqy),， wuh=abs(yh-dqy) 
运行 后 屏幕 显示 利用 前 差 公 式 和 后 差 公式 计算 六 (0.79) 的 近似 值 与 精确 值 的 
绝对 误 善 wug,zwxh 和 三 (0.79) 的 精确 值 dy 如 下 
Qy = 
4.46550187104484 
wuag = 
2 .99953806706506 0.23701636931441 0 .02299427519787 0 .00229231810861 
wuh = ， 
1 .50335165262053 0.223121835003744 0.02283621026072 0.00229073743424 


由 (2) 的 计算 结果 可 见 , 步 长 疡 越 小 ,误差 wuh 越 小 , 当 疡 =0.0001 ,利用 前 
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差 公式 和 后 差 公 式 计 算 / (0.79) 的 近似 值 与 精确 值 很 接近 ,但 是 后 关公 式 比 前 
差 公 式 计 算 的 结果 的 误差 小 . 


8.2.2 ”中心 差 商 公式 求 导 及 其 MATLAB 程序 


在 这 部 分 我 们 主要 介绍 两 个 问题 ,一 是 精度 为 0( 居 ) 的 中 心 差 商 公式 和 误 
差 估 计 ,二 是 精度 为 0( 居 ) 的 三 点 公式 和 误差 估计 及 其 MATLAB 程序 . 
(一 ) 精度 为 0( 忆 ) 的 中 心 差 商 公 式 和 误差 估计 
定理 8.2( 精度 为 0( 忆 ) 的 中 心 差 商 公 式 )” 设 函数 y= 扎 2 在 [a,b] 上 具有 
三 阶 连续 导数 , 且 x 一 皮 ，X ，X 十 忆 后 [a ,5] , 则 有 
， 成 和 + 下 ) 一 天 二 一 万 ) 
J(x) 兰 亏 ， (8.7) 
且 存 在 #=&(xz) e(a)b) ,使 得 
让 (9 = 人 全 用 “+ 有 ( 放 肌 ， (8.8) 


其 中 心 ( 关 >0) 是 绝对 值 很 小 的 增 量 ,估计 导数 ./(*) 的 近似 公式 (8.7) 的 截断 误 
差 公 式 为 





RCH, 则 = -十 f"( 和 =0( 有 )，Ee (ao (8.9) 
(8.7) 式 的 右 式 称 中 心 差 商 ,(8.7) 式 称 中 心 差 商 公式 , 它 是 最 常用 的 公式 . 
证 明 ”如果 将 (8.2) 和 (8.3) 式 平均 一 下 ,得 (8. 7) 式 . 为 了 估计 导数 的 近似 
公式 (8.7) 的 精度 ,将 x+ 六 和 所 z -月 在 点 x 处 作 泰 惑 展开 
st 癌 = 扩 阅 上 凡 '(+2"(O zfo(6) (i=12) (8.10) 
将 (8. 10) 式 中 的 两 式 相 减 ,得 
x+ 朋 -所 z- 间 =211M(z) + 生 [A"( 丰 ) +7w( 扣 )] (8.1) 
因为 函数 y =7x) 在 [a, 拉 上 具有 三 阶 连续 导数 ,根据 微分 中 值 定理 知 ,存在 一 
点 #= 红 xz) < (a, 昌 ,使 得 
Jr(6 = 二 [7"(6) +A"(6)] 
代入 (8.11) 式 后 , 移 项 整理 得 (8. 8) 式 和 (8. 9) 式 , 
让 我 们 看 一 下 (8.2) ,(8. 3) 和 (8.7) 式 的 几何 意义 . 在 图 8 -1 中 , 户 (9 是 切 
线 47 的 斜率 ,而 (8. 2) ,(8. 3) 和 (8. 7) 式 的 右 端 分 别 是 市 线 48,4C 和 CB 的 介 


率 , 显 然 C8 的 斜率 更 接近 47 的 斜率 , 即 (8.7) 式 的 精度 更 高 . 不 难看 出 (8.2) 和 
(8.3) 式 相当 于 用 线性 插值 函数 代替 本 数 所 纪 ) 来 求 导数 . 
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1 
1 
1 
二 
于 
二 
1 
1 ， 
1 
1 
大 






O X 一 大 HH 其 


8 -1 中 心 差 商 公 式 .前 差 公 式 和 后 差 公 式 的 几何 意义 


从 以 上 的 分 析 看 , 步 长 六 越 小 ,计算 结果 越 精确 ,但 这 只 是 从 截断 误差 角度 
而 言 的 . 若 从 含 人 误差 角度 看 , 产 很 小 时 ,y(x) 与 Y(xs-) 很 接近 ,二 者 相 减 会 
造成 有 效 数 字 的 严重 损失 ,因此 产 不 宜 过 小 . 

如 果 将 数值 求 导 区 间 [a,] 进 行 呈 等 分 , 步 长 凡 =(8-a)/ nm, 当 函 数 7= 
xx) 在 分 点 上 用 离散 数值 表示 为 (xi ,yij,a=xo<xz<…<x = 时 ,函数 在 分 点 
的 导数 值 可 以 由 (8.7) 式 得 到 

(= 站 2 一 人 ， 有 =1,2,… 一 1. (8. 12) 
对 于 端点 x,,x,, 用 (8.2) 和 (8.3) 式 ,有 
Js) = 人 2 ， (xs ) = 区 各 ) -2 岂 ， (8. 13) 
误差 为 0( 用. 

(二 ) 精度 为 0( 居 ) 的 三 点 公式 和 误差 估计 及 其 MATLAB 程序 

为 了 提高 精度 用 二 次 插值 函数 
(xz 一 My)(X 一 2%r2) (xz 一 Mr)(z 一 52) 
(3 一) (多 5) (xzksi 一 和 4)( Yuxi (1 
(xx-xx)(x 一 xxl) 

(xzkyz 一 和 )(C x+2 一 Mes1) 
代替 曲线 妃 x) , 则 
(xz) 一己 32 ， 
_(X 一 Mk) +( ZX 一 rt2) (xz 一 Ar) 二 (X 一 58+2) 
(2x 一 As1) (和 二 (xxkrl 一 %e) (Muyi (se 
(xz 一 Ar) +T(X 一 Ari) 
(xxyaz 一 %) (2ts2 DC) ， 





产 (x) = 


7Y(Xxy2) 
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即 
广 (z) 一 忆 2(2) ) 
区 一 和 st 十 一 必 +2 到 十 一 + 
= (ay + 
(zx 一 xi) +(x 一 Asl) 
本 7 Y( xx+2) (8. 14) 


根据 插值 余 项 公式 (第 六 章 定理 6.1) 知 ,存在 二 (min(zsmsi ai)， 
max( xivzisivzita) ) 使 得 求 导 公式 (8. 14) 的 余 项 公式 为 
RR(z) =(z] -PS( 休 ， 
= 万 ( 旬 ((z -aa)(z -asD(z as) + 


二 (ai(z -az -ww( 和 . 


根据 求 导 公式 (8. 14) 及 其 余 项 公式 ,可 以 得 到 在 xo ,xx 处 求 导 公式 


一 3 MX0 4 2X1) 一 X2 
三 (xo) 兰 已 '(xo) -2 人 2 ， 


0 +) 一 xx 一 态 ) 
一 2 及 


(8.15) 
三 (xr) 振 P (zt) (=1,2, nn-i)， (8.16) 


_Y(Lxn-a) -47(x。i) +37(CxX) 





(Css 已) 洒 (8.17) 
及 其 余 项 公式 
7(a) -Pa) = 全/"( 自 ， (8.18) 
Ja -Pa = - 生 f"(6 (=12，m-D， (8.19) 
(eg] -Pa) = 年 f"(， (8.20) 


其 中 &e (xo,x。) ,其 精度 均 为 0( 尼 ). 其 中 (8.16) 式 实际 上 是 (8.7) 式 ,(8.15)， 
(8.16) 和 (8. 17) 式 统称 三 点 公式 . 

根据 精度 为 0( 委 ) 的 三 点 公式 和 误差 估计 公式 编写 计算 A(x) 的 近似 值 和 
误差 估计 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 

利用 精度 为 0( 尼 ) 的 三 点 公式 计算 (zx) 的 近似 值 和 误差 估计 的 MAT- 
LAB 主 程序 

输入 的 量 : 导 数 点 组 成 的 向 量 xz = (zxojxi zz)， 其 中 mx wx 成 等 
差 数 列 ,公差 为 户 ,函数 y = 拉 在 x=x,xzi xz 处 的 函数 值 组 成 的 向 量 扩 ， 
HM = max | LF“ (1 


输出 的 量 : 回 量 天 三 (Xo XI， 3Mn) 7 是 函数 y = 有 扎 x) 在 区 三 MoyXl1， ,2%， 处 
的 导数 的 近似 值 ,wuec 是 误差 估计 . 
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function[n,xi,yx,wuc] =sandian(h,xi,fi,M) 
Dn=1length(fi);yYx=zeros(1,n); wuc = zeros(1,n); 
其 L 三 ) 习 下 工 8X2; 三 ) 区 定 人 (273 站 3 三 式 开 【全 人 ) 生 
ylL1 =fi(1);3Y2 =fi(2)3Y73 =fi(3)3xn= xi(n);xnl =Xi(D=-1); 
2 三 区 让 (下 二 立 )3Y 瑟 关于 下) 并 二 和 (全 三 二 23 了 人 三 二 (二 二 之 )3 
上 Or K =2 3 = 工 
Yx(1)=(-3*xyl+4*y2-Y3)7(2*h);iyx(n) =(Yyn2 -4:Ynl +3 本 
Yn)/ (2*h)i 
Yx(2) =( fi(3) -fi(1))/(2*h);yyx(k) =(fi(k+1)- fi(k-1))-./ (2*h); 
wuc(1) =abs(h.^2.*M./3);iwuc(n) =abs(h.*2.*M./3); 
wuc(2:3n-1)=abs( -hh. 2.*M./ 6); 
end 
例 8.2.2( 人 口 增长 率 ) 已 知 20 世纪 美国 人 口 统 计数 据 如 表 8 -3 , 试 计算 
表 中 这 些 年 份 的 人 口 增长 率 . 
表 8 -3 20 世纪 美国 人 口 统计 数据 
年 份 ” |1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 
人 口 ( x )》 |76.0 92.0 106.5 123.2 1317 150.7 178.3 204.0 226.5 251.4 





























又 已 知 某 地 区 20 世纪 70 年 代 的 人 口 增长 率 如 表 8 -4, 且 1970 年 人 口 为 
210( 百 万 ) , 试 估计 1980 年 的 人 口 . 
表 8 -4 某 地 区 20 世纪 70 年 代 人 口 增长 率 数据 
















1972 1974 





1976 
0.91 


1978 


dy 


d 
解 (1) 若 记 时 刻 ; 的 人 口 为 y( 门 , 则 人 口 (相对 ) 增 长 率 为 r(D =- 王 


7( 昌 ” 
示 每 年 人 口 增长 的 比例 . 对 于 题目 给 出 的 人 口 数据 ( 表 8 -5), 记 xo =1900 年 ， 
九 = 10 ,相应 地 ,人 口 记 为 yi ,年 增长 率 为 r ， 则 xi =1910 ,xz =1920,… ,xs =1990 
年 .用 三 点 公式 (8.15) ,(8.16) 和 (8. 17) 得 


表 


下 
= 一 一 一 一 一 =1,2,……,8 
六 207y， 和 下 了 9 9 9 
本 一 3Xw 十 本 从 这 力 _ 7 一 4ya 二 379 
207o 0 


输入 程序 
>> ph =103;yx =1900 :10 :19903M=1; 
三 过 [76.0..9220) 06.55 1423325131277450.75 178 忆 204.0;226 本 25E .4]; 
[n,xi,yx,wuc] =sandian(h,xi,fi,M)，k=(Yx./ fi)*100 


544 ”第 八 章 ”数值 微分 


运行 后 ,整理 的 计算 结果 为 (将 每 10 年 的 增长 率 变 为 每 年 的 增长 率 ) : 


1900 1910 1920 1930 1940 “1950 1960 1970 1980 1990 
2. 20 1. 66 1. 46 1. 02 1.04 1.55 1.49 1.18 1.05 1.04 







































可 以 看 出 ,20 世纪 美国 人 口 增长 率 总 的 来 说 在 下 降 , 但 是 有 起 伏 ,20 世纪 
30 年 代 和 第 二 次 世界 大 战 时 期 人 口 增 长 率 显 著 下 降 , 战 后 又 迅速 上 升 , 八 九 十 
年 代 稳 定 在 1% 多 一 点 . 

(2) 仍 用 上 面 的 记号 ,人 口 增长 满足 微分 方程 池 = (9 :y(9, 它 在 初始 条 
件 y(0) =yo 下 的 解 为 

7 = No 

因为 在 题目 中 增长 率 r( 基 以 离散 数据 给 出 ( 表 8 -6) ,所 以 上 式 要 用 数值 积 
分 计算 . 用 梯形 公式 计算 的 结果 是 1980 年 该 地 区 人 口 为 230.2( 百 万 ). 

当下 =2 时 ,节点 woiYr=w%o 十 用 wz 三 %o +27，, 则 在 x=xo+ 坊 处 的 导数 公式 为 

P (am+ 雪 ) = 二 [(25-3)7(zo) -4(4-1D)y(z) +(28- 1D7()] 

当 上 =0,1,2 时 ,上 式 便 是 在 xu,x,x, 处 的 三 点 公式 . 根据 这 个 公式 及 其 误差 
公式 (8.18) (8.19) 和 (8.20) 式 , 取 M = ,max LA7"(5 1 ,编写 了 下 面 名 为 
sandian3 .m 的 计算 函数 扩 z) 在 x =xu,xixs 处 的 导数 的 近似 值 的 MATLAB 主 
程序 . 

利用 精度 为 0( 恨 ) 的 三 点 公式 计算 六 (x) 的 近似 值 和 误差 估计 的 MAT- 
LAB 主 程序 

输入 的 量 : 导 数 点 组 成 的 向 量 ri = (xo,xi,x:) ,其 中 xo,xi,xa 成 等 差 数 列 ， 
公差 为 几 , 函数 y=jxz) 在 x=xo,xi,x 处 的 函数 值 组 成 的 向 量 上 六 ,W = 
max | Im( 人 11 

输出 的 量 : 疝 量 x= 《20535213 和 2 小 翅 是 函数 了 = 帮 x) 在 和 二 0 Xi ,处 的 导数 
的 近似 值 ,wuec 是 误差 估计 . 


function [x,yxj,wuc] =sandian3(h,xi,fi,M) 














Yxj =zeros(1,3)3jwuc =zeros(1,3);x1l = Xi(1); 
x2 = xi(2);x3 =xi(3);Y1 =fi(1);Yy2 =fi(2);Y3 =fi(3) 
for 上 =1:3 
s(t)=((2*#t -5)*YyL 一 4*#(t -2)*Yy2 +(2*t -3)*yY3)/(2*h)jx=xiiy =S(t); 
Y2G(t) =Y; 
计 E 七 = = 
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wuc(2)=abs( -h. “2*xM/A6); 
elTSe 
wuc(1:2:3) =abs(h. “2*+*M/A3); 


enaQ 


end 
例 8.2.3 设 已 给 出 y= 态 x) 的 数据 表 8 -5: 
表 8-5 












1. 000 0 
0.250 0 


1. 100 0 
0. 226 8 


1. 200 0 
0. 206 6 


1. 300 0 
0. 189 0 


1.400 0 
0. 173 6 

















M =0.750 2 ,试用 三 点 公式 计算 下 列 问题 : 
(1) 当 刀 =0.1 时 ,y=(x) 在 x=1.0000,1.100 0,1.200 0,1.300 0， 
1.400 0,1.500 0,1. 600 0 处 的 一 阶 导数 的 近似 值 ,并 估计 误差 ; 
(2) 当天 =0.2 时 ,y=Fxz) 在 x=1.0000,1.2000,1.400 0,1.6000 处 的 一 
阶 导 数 的 近似 值 , 并 估计 误差 ; 
(3) 当 有 =0.3 时 ,y= 扩 xz) 在 x=1.0000,1.3000 ,1.6000 处 的 一 阶 导 数 的 
近似 值 , 并 估计 误差 ; 
(4) 表 8 -5 中 的 数据 是 函数 /(z) = 一 上 
(1+2) 
(3) 计 算 的 一 阶 导数 的 近似 值 与 所 x) = 的 一 阶 导数 值 比较 ,并 求 出 它们 
的 绝对 误差 . 
解 (1) 保存 M 文 件 sandian.m,sandian3 .mi 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 如 下 程序 
> ;1SVmEXY = 了 汉 (( 主 寺 2 ~27 72 三 和 ECY 文 沁 ) 
二 《站 
运行 后 将 屏幕 显示 的 结果 为 
灵 爱 二 巡 训 3 上 二 
=27Z(CILX) “3 =247Z(I+x)“5 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 如 下 程序 
5 三 03 十 0000 60005 
fi=[0.25000.22680.20660.1890 0.1736 0 .1600 0 .1479 ] ; 
x=13:0.001:1.6;Yx3 = -24./(1+Xx). 5;M=max(abs(Yx3))3 


[nl ,xl,yxl,wucl] =sandian(h,xi,fi,M) 





在 相应 点 的 数值 ,将 (1) 至 


YXx]jl = -2.VX(1+Xxi). 3,wuyx]jl =abs(Yx]jl -Yxl) 
h =0.2;xi=1.0000:h:1.6000;fi=[0.2500 0.2066 0.1736 0.1479 ]; 
x=1:0.001:1.6;Yyx3 = -24./(1+x).” 5;M= max(abs(YxX3)); 
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[n2 ,x2 ,yx2 ,wuc2 ] =sandian(h,xi,fi,M) 

Yx]j2 = -2./(1+xi).*3,wuyxj2 =abs((yx]j2 - Yx2)) 
h=0.3;xi=1.0000:h:1.6000;fi=[0.25000.18900.1479]; 
Xx=13:0.001:1.6;3Yx3 = -24./(1+Xx). 5;3M=max(abs(Yx3)); 
[x3 ,yx3 ,wuc3 ] =sandian3(Ph,xi,fi,M) 

YXx]j3 = -2./ (1 +Xi). 3 wuyXj3=abs(CYyx]3 一 YXx37) 

或 >> hl =0.1， 
x=[1:0000,1.1000,1.2000,1.3000,1.4000,1.5000,1.6000]; 
E=[0.2500,0.2268,0.2066;0.1890,0.1736,0:1600,0.1479]; 
xi =x(1:3);fl1 =f(1:3);M= 0.7502j 
[xl11,yxjll,wucl1] =sandian3(hl,xi,fl1,M)， 

xi = x(4:6);f12 =f(4:6); 

[x12 ,yxjl12 ,wuc1l2] = sandian3(hl ,xi,fl2,M)， 

xi =x(5:7);f1l3 =f(5:7); 

[x13 ,yxjl3 ,wuc13] =sandian3(hl ,xi,fl13 ,M)， 

h2 =0.2,xi= x(1:2:5);f21 = f(1:23:5); 

[x21,yxj21,wuc21] =sandian3(h2 ,xi,f21,M)， 

xi =x(2:2:6);E22 =E(23:236)1 

[x22 ,yxj22 ,wuc22] = sandian3(h2 ,x,f22,M)， 

i = 天 (03223773623 = 下 了 汉 57)1 

[x23 ,yxj23 ,wuc23] = sandian3(h2 ,xi,f23,M)， 

h3 =0.3,xi= x(1:3:7);f31 =E(1:3:7); 

[ 坟 3 YX 了 3 WE3TT ] 己 生 和 去 则 主 二 页 3 生生 下 二 二 3 于 ,MD5 
将 运行 的 结果 列 和 人 表 8 -6 中 .结果 表明 :三 点 公式 比 前 差 公 式 和 后 差 公 式 计算 
准确 , 步 长 越 小 ,计算 越 准确 ,这 是 在 三 阶 导数 存在 和 伟人 误差 不 超过 截断 误差 
的 前 提 下 . 

表 8-6 例 8.2.3 计 算 结果 











1.0000 1.1000 1.2000 1.3000 1.4000 1.5000 1.6000 

7 (xz) 精 确 值 |-0.2500 -0.2160 -0.1878 -0.1644 -0.1447 -0.1280 -0.113 8 
=0.1,1( 2) 近似值 |-0.2470 -0.2170 -0.1890 -0.1650 -0.1450 -0.1285 -0.113 5 
ji =0.2,F (xz) 近 似 值 | -0.2430 -0.1910 -0.1467 -0.110 3 
=0.3( 切 近 似 值 ”| -0.236 5 -0.1702 -0.103 8 





j =0.1, 绝 对 误差 “| 0.003 0 0.0010 0.0012 0.0006 0.0003 0.0005 0.0003 
帮 =0.1 ,误差 估 计 “|0.0025 0.0013 0.0013 0.0013 0.0013 0.0013 0.0025 











大 =0.2, 绝 对 误差 0.0070 0.003 2 0.002 1 0.003 5 
玉 =0.2 ,误差 估计 “| 0.0100 0.005 0 0.005 0 0.0100 
“=0.3, 绝 对 误差 “| 0.013 5 0.005 8 0.0100 








j =0.3, 误 差 估计 | 0.022 5 0.011 3 0.022 5 
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8.2.3 理 查 森 ( Richardson) 外 推 法 求 导 及 其 MATLAB 程序 


从 求解 /7( 妇 的 低 阶 公 式 中 推导 出 高 阶 公式 的 方法 称 为 理 查 森 外 推 法 . 外 
推 法 可 以 提高 计算 精度 . 在 这 部 分 我 们 主要 介绍 三 个 问题 ,一 是 一 般 形 式 的 理 查 
森 外 推 法 及 其 MATLAB 程序 ,二 是 精度 为 O( 久 ) 的 中 心 差 商 公 式 和 误差 估计 及 
其 MATLAB 程序 ,三 是 变 步 长 的 中 心 差 商 公 式 及 其 MATLAB 程序 . 

(一 ) 一 般 形 式 的 理 查 森 外 推 法 及 其 MATLAB 程序 

如 果 三 阶 导数 .j"( 扣 的 值 变化 不 大 , 则 导数 /(x) 的 近似 公式 (8.7) 的 截断 
误差 (8.9) 以 与 姑 同 样 的 速度 趋 近 于 零 , 即 0( 大 ). 当 计算 机 进行 计算 时 ,不 宜 
将 疡 取得 太 小 . 因此 ,如果 求解 导数 /(x) 的 近似 值 公式 具有 精度 为 0( 记 ) 或 更 
高 精度 的 截断 误差 , 则 对 计算 机 计算 问题 是 很 有 用 的 . 下 面 的 定理 描述 了 提高 计 
算 机 精度 的 一 般 形 式 . 

定理 8. 3( 理 查 森 外 推 法 ) ” 设 函 数 y = 所 xz) 在 zx 处 的 导数 y' =j 太 (xo) 具 有 
精度 为 O(0p2) 的 两 个 近似 值 太 ,( 六 和 忆 - (25) ,而 且 满 足 

三 (xo) =De (PR) 二 专攻 (8.21) 
和 
(xz0) = 万 (2 有 十 4 有 十 和 用 二 (8.22) 
则 有 改进 的 /(xo) 近 似 值 表 达 式 
太太 ( 辣 = 夸 有 -已 -(2 
0 二 4 -1 ? 





(8. 23) 


满足 
jxzo) =Di(R +OCE ). 
我 们 称 (8. 23) 式 为 理 查 森 外 推 公式 ,用 (8. 23) 式 计算 /(xo) 近 似 值 的 方法 称 为 
理 查 森 外 推 法 . 
证 明 用 4' 乘 以 (8.21) 式 的 两 边 ,再 减 去 (8. 22) 式 ,得 
( 竺 -1T)F(xo) =4"D， (有 ) -了 1(27) 二 4 人 ( -36 + …) 
上 式 两 边 同 除 以 (4 - 1) ,得 
? 4 Di 1(P) 一 已-(2) 
三 (xo) = 全 -1 
例 8. 2. 4 ， 试 利 用 理 查 森 外 推 法 ,由 精度 为 0( 尼 ) 的 中 心 差 商 公式 推导 出 
精度 为 O( 关 ) 的 差 商 公式 . 
解 ”因为 精度 为 0( 亡 ) , 步 长 为 疡 的 中 心 差 商 公式 为 
扩 xo + 有 ) -所 zxo 一 几 ) 
27 ” 


+O(j2e). 





已 (PP) = 
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且 (xzo) =D_iCR) +O(CP ). 
则 步 长 为 24 的 中 心 差 商 公式 为 
DO -Ra ta -am -2 
且 三 (xo) =DI(28) +O( 色 ). 
由 定理 8. 3 ,得 
4 已 1 刀 一 忆 _， 2 2+2 
(aa = 0( 妥 条) 
4D (RAR) 一 六 (2A) _ 4 所 xo+ 天 ) -xxo 一 天) 
而 4-1 3 2 
1 jxo+28) -xzo 一 28) 
本 人 
_8 甩 和 + 外) -8 太一 癌 -及 +2j) + 所 和 - 功 ) 
2 
(xn _8am + 及) -8 xo -0 +28) + 及 2 一 27) + 0(1] ， 


，、_8Kxz+ 癌 -80x- 问 -st+2 有 +7x -2 有 
7 ( 当 拉 125 





(8.24) 


因此 ,利用 理 查 森 外 推 法 ,可 以 由 精度 为 0( 六 ) 的 中 心 差 商 公式 推导 出 精度 为 
0(P) 的 差 商 公式 (8. 24). 公式 (8. 24) 称 为 精度 为 0( 请) 的 中 心 差 商 公式 . 

我 们 可 以 根据 (8.23) 式 编写 MATLAB 程序 计算 y = 的 zx) 的 导数 yY' =(z) 
的 近似 值 的 M 函数 文件 ,保存 起 来 ,计算 时 直接 调用 . 在 这 个 程序 中 ,构造 近似 
值 2 iD ,<7 的 表 , 并 将 矿 (z) = 有 (am) 作 为 最 终 答案 . 近似 值 D(7, 虽 存放 在 
下 三 角形 矩阵 中 . 第 7 行 的 元 用 与 (8. 23) 式 等 价 的 表达 式 
D(7 -1) -(-1,5-1) 


Dj, 人 =D0OE-1 
(访问 =D(7 站 -1 + 二 





， 1 近 上 到 )， 
第 一 列 为 DUO) = 人 2 有 于 代 “2 人) 
利用 理 查 森 外 推 法 计算 ,六 (zx) 的 近似 值 和 误差 估计 的 MATLAB 程序 
输入 的 量 : 记 mn 是 函数 7 = 所 zx) ,zo 是 导数 点 ,jaec 是 . 广 (x) 的 近似 值 的 绝对 
误差 ,maxl 是 计算 次 数 的 最 大 值 . 
输出 的 量 :dy 是 导数 .六 (xo) 近 似 值 ,Dy 是 导数 , 广 (xo) 近 似 值 的 迭代 矩阵， 
多 = IDy(nz) 一 Zn-1)1 的 值 二 是 最 佳 近似 值 dy 的 坐标 . 
function [Dy,dy,jdw,a] =qiffextl(fun,x0,jdwc,max11) 
hh=1;j=1lin=1ijdw=1;xdW=1; xl =X0 +hix2 =X0 -hi 
Dy(1,1)=(feval(fun,xl) - feval(ftun,x2))A(2*h)i 
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while((jdaw>jadwc)s(j<maxl)) 
]J;x1 =x0 +2”(-J)*hix2 =x0 -2 人 (- 了 )*hi 
Dpy(j+1l,1)=(feval(ftun,xl) -fteval(fun,x2))v(2*(1 -jj)xh)i 


for kk=13:j 
KiDy(j+l,k+1l) =DYy(J+lk)+(Dy(j+lk)- Dy(jk))A (4 K-T1); 
enQG 
jdaw=abs(Dy(j+1l,j+1l)-Dpy(Jj+1l,Jj))3= 了 +l15 
endq 


[fn,n] =size(Dy);jdw=abs(Dy(n:n)-Dy(Cn,n-1))7; 
Qy =Dy(n,n); 
例 8.2.5 设 Fx) =sin(3x* -21) , 取 精 度 jdwc =0. 000 000 1, 用 理 查 森 外 
推 法 计算 . 广 (0. 79) 的 近似 值 和 误差 估计 ,将 近似 值 与 精确 值 4. 46550187104484 
比较 . 
解 (1) 保存 以 fun.m 命名 的 M 函数 文件 
functiony = fun(x) 
YyY=sin(5.*kX. “2 -21); 
取 最 大 计算 次 数 max1 =100 ,输入 程序 
>> X0 =0.79;jjaqwc =0.0000001 ,max1 =100; 
[py,dqy,jdqw,n] =daiffext1(e@ fun,x0 ,jdqwc ,maxl ) ， 
wu =4.46550187104484 - Qy 
运行 后 屏幕 显示 jj"(0.79) 的 近似 值 dy ,dy 与 精确 值 的 绝对 误差 wu ,导数 广 (xo) 
近似 值 的 迭代 矩阵 Dy ,ja 多 = 1Dy(n,n) -Dy(nn-1)1 的 值 , 最 佳 近似 值 dy 的 


坐标 二 如 下 

DY = 

Colurns TI through 4 

0 .95036708207779 0 0 0 
0.87447447334140 0.84917693709594 0 0 
1 .04543344913993 1.10241977440611 1.11930263022679 0 
3 .33291848491782 4.09541349684379 4.29494641167297 4.34535345582291 
4.16327772677060 4.44006414072153 4.46304085031338- 4.46570901600608 
4.38872901334021 4.46387944219674 4.46546712896176 4.46550564132126 
4.44623223629059 4.46539997727405 4.46550134627921 4.46550188941123 


Columns 5 through 7 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
4.46618099859504 0 0 
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4.46550484377347 4.46550418282057 0 
4.46550187469786 4.46550187179553 4.46550187123118 
Gy = jdqw = 了 0 = Wu = 
4.46550187123118 5.643530087695581e -010 7 -1.863398324530863e -010 
(二 ) 精度 为 0( 和 如) 的 中 心 差 商 公 式 和 误差 估计 及 其 MATELAB 程序 
我 们 将 例 8.2.4 中 利用 理 查 森 外 推 法 证 明 的 结论 归纳 为 下 面 的 定理 . 
定理 8.4( 精度 为 0( 知 ) 的 中 心 差 商 公 式 )” 设 函数 y =Xx) 在 [a,b] 上 具有 
五 阶 连 续 导数 , 且 *+Ah,x,x+28e[a,b], 则 有 


? 一 二 一 一 一 
Fr) 三 是 + 月 泊 人 +Ax 2) 


且 存 在 上 =e(x) e(xi -28,xo+28) ,使 得 


Fa _8Kx+D) 有 +Hx -21) + 及 (三 门 ，(8.25) 


其 中 站 ( 庆 > 0) 为 很 小 的 增 量 , 且 估 计 导 数 /(x) 的 近似 公式 (8. 24) 的 截断 误差 
公式 为 


RCH 有 = 和 ( 自 =0( 的 ) (8.26) 


根据 精度 为 0( 和 有) 的 中 心 差 商 公式 (8.24) ,(8.25) 和 (8. 26) 式 编写 了 下 面 
名 为 zxcs4 .m 和 zxcs5 .nm 的 计算 函数 扩 xz 在 xx=x+h,x,xzt+t2he[a,p] 处 的 
导数 的 近似 值 的 MATLAB 主 程序 . 

用 精度 为 0( 广 ) 的 中 心 差 商 公 式 计算 广 (x) 的 近似 值 和 误差 估计 的 MAT- 
LAB 程序 

输入 的 量 :xo 是 导数 点 , 产 是 步 长 , 扩 是 函数 y = 成 x) 在 和 =xo 土 yxoyxo 土 2 
处 的 函数 值 组 成 的 向 量 ,M= max 12 (全 1 


性 一 2j < 和 志 < 和 +28 
输出 的 量 :yx 是 函数 y = 太刀 在 zx 处 的 导数 的 近似 值 ,wve 是 误差 估计 . 


function[x0,yx,wuc] =Zzxcs4(h,x0,fi,M) 











xi =[x0 -2*h,x0 -h,x0,x0 +h,x0o+2*hnh]; 

X1 =Xi(1)3x2 = Xi(2)3x3 = xi(3)3x4= Xi(d4); 
x5 =xi(5);yL =fi(1)3y2 =fi(2)3y3 =fi(3)3 
Y4=fi(4)3Y5 =fi(5); 
YXxX=(8*xy4-8*ry2-Yy5+ylI)A (12*h); 

wuc =abs(h. 4*MA30); 


如 果 给 出 函数 , 则 用 下 面 的 程序 : 
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用 精度 为 0( 久 ) 的 中 心 差 商 公式 计算 (>) 的 近似 值 和 误差 估计 的 .MAT- 
LAB 程序 
输入 的 量 :Ain 是 函数 y =j(x),xo 是 导数 点 , 瑚 是 步 长 ，W = max 


和 一 28< 友 <x+2 
EL ( 旬 上 
输出 的 量 :x =(xo 一 2 屎 ,xo 一 瑚 ,MXo 和 0 十 素 ，xo +28) ， 光 是 和 =xz) 在 工 处 函数 
| 值 向 量 ,yx 是 函数 y = 扎 z) 在 xo 处 的 导数 的 近似 值 ,wzec 是 误差 估计 . 


function[x,y,yx,wuc] =zxcs5(ftun,h,x0，M) 








X=Zzeros(1,5)3y =zeros(1,5); 
for K=1:5 
x(Ck) =x0+(K-3).*hi 
Y(K) =feval( tun,x(K)); 
endQ 
区 3Y 和 
YX=(8*y(4) -8*#*y(2)-Y(5)+Yy(1L))7(12*h); 
wuc =abs(h. 4+*MA30); 
例 8.2.6 设 /x) =sin(Sx -21). 
(1) 分 别 根据 (8.7) 式 和 (8. 24) 式 计算 ,jj(0.79) 的 近似 值 , 并 估计 误差 , 取 
小 数 点 后 14 位 计算 ,其 中 步 长 分 别 取 疡 =0.1,0.01,0. 001 ,0. 0001 ， 1/ (xz 过 打 
=872,xe[0,1]. 
(2) 将 (1) 中 计算 的 /(0.79) 的 近似 值 分 别 与 精确 值 比较 . 
解 (1) 计算 y= 厌 xz) 的 一 阶 导数 六 (>x) 的 近似 值 和 误差 估计 . 
方法 1 保存 以 fun .m 命名 的 M 函数 文件 


functiony = fun(x) 
Y=sin(5.*X. “2 -21); 
输入 程序 


>> x0 =0.793hl =0.1,M=872;[x,y,yxl,wuc1] =zxcs5(@ fun,hl ,x0 ,M) 

h2 =0.01,[x,y,yx2,wuc2] =zxcs5(@ fun,h2 ,x0,M)， 

h3 =0.001,[ x,y,yx3,wuc3]=zxcs5(8@ tun,h3 ,x0，M)， 

h4 =0.0001,[x,y,yx4,wuc4] =zxcs5(@ fun,h4 ,x0，M)， 
运行 后 屏幕 显示 xx = (xo -27,xo - 瑚 ,xo ,xzo + 瑚 ;xzo +28) ,y= 灰 xz) 在 x 处 函数 值 向 量 
y, 步 长 分 别 取 疡 =0. 1,0. 01,0. 001,0. 0001 时 ,根据 (8.24) 式 计算 函数 y = 扩 x) 在 
xo 处 的 导数 的 近似 值 yx ,yx; ,yx ,yx 和 误差 估计 zuci ,zoucs ,ztcs ,zuci 如 下 

X = 

Columns 1 hroughn 3 
0.59000000000000 0 .69000000000000 0.79000000000000 
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Columns 4 throughnh 5 


0.89000000000000 


Y = 


Colurmns 1 through 3 。 


-0.39855804055354 


Columns 4 thrzough Colurmn 5 


0.97151370486625 


YX1 = WuUcI 
4.30640543209856 

YX2 = WuUc2 
4.465484760003986 

YX3 = wuc3 
4.46550186933213 

YX4 = WuUcd4 


4.46550187103480 


x3 =X+2+hix4 =x-2*+hiyl=sin(5.*xl. 2 一 21); 


Y2 =Ssin(5.*X2. 2 -21); 


Yy3 =sin(5.#kx3.72 -21)3Yy4 =SsSin(5.*#X4. 2 -21); 


yc2 =(Y1 -Y2)./ (2*h)， 

wuc2 =abs(h. "2*M/A6),yc4 =(8*yl-8yy2-Y3+y4)./ (12*+h)， 

wuc4 =abs(h. 4*kM/A30),syms x,f=sin(5.*X. 2 -21)35dqy =Qiff( 工 ,xy) 
运行 后 屏幕 显示 步 长 分 别 取 有 =0.1,0. 01,0. 001,0. 0001,M =872 ,分 别 根据 
(8.7) 式 和 (8.24) 式 计算 /(0.79) 的 近似 值 yc: ,yc 及 其 误差 估计 值 wzcez ,wacs， 


导 函 数 dy 如 下 


YC2 = 
3 .71740866382257 
” wuc2 = 
1 .45333333333333 
Yc4 = 
4.30640543209856 
WwWuc4 = 
0.00290666666667 


GY = 


4.45760286140635 


0.01453333333333 


4.46548476000396 


0 .00000029066667 


10*cos(5 冰 X 2 -21) 半 六 


0.22803197210174 


0.99000000000000 


0.38160930304430 


0.00290666666667 


0.82491732446828 


2.906666666666667e -007 


2.906666666666667e -011 


外 


2.906666666666667e -015 
同 理 , 可 以 求 出 根据 (8.7) 式 计算 jj(0.79) 的 近似 值 及 其 误差 估计 值 . 
方法 2 ”根据 定理 8.2 和 定理 8. 4 编写 计算 y = 态 z) 的 一 阶 导数 广 (x) 的 近 
似 值 和 误差 估计 的 MATLAB 程序 ,并 输入 此 程序 


>> x=0.79;jh=f0.1,0.01,0.001,0.0001];M=8723;xl =x+hix2 =x 一 Di 


4.46542283857626 


0.00014533333333 


4.46550186933213 


0.00000000002907 


4.46550108070765 


0.00000145333333 


4.46550187103480 


0.00000000000000 
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(2) 计算 . 广 (0.79) 的 值 . 输入 程序 
>> X=0.79j4gqy =10*Ccos(5*#X2 -21)*X， 
wu2 =abs(yc2 -Gy),wu4 =abs(yc4 -dy) 
运行 后 屏幕 显示 . 广 (0.79) 的 近似 值 与 精确 值 的 绝对 误差 wucz ,zucs 和 广 (0. 79) 
的 精确 值 dy 如 下 
Qy = 
4.46550187104484 
wuc2 = 
0 .74809320722227 0.00789900963848 0.00007903246857 0.00000079033719 
WwWuc4 = 
0 .15909643894627 0 .00001711104088 0.00000000171271 0.00000000001003 
由 (2) 计算 的 结果 可 见 , 步 长 越 小 ,误差 越 小 , 且 精 度 为 0( 亡 ) 的 中 心 差 商 
公式 比 精 度 为 0( 天 ) 的 中 心 差 商 公式 计算 近似 值 的 精度 高 , 当 户 =0. 000 1 ,利用 
精度 为 0O( 入) 的 中 心 差 商 公式 计算 ,六 (0.79) 的 近似 值 与 精确 值 最 为 接近 ,误差 
仅 为 zzucl =1.003 x 10 
(三 ) 变 步 长 的 中 心 差 商 公式 及 其 MATLAB 程序 
从 截断 误差 角度 而 言 , 步 长 记 越 小 ,计算 结果 越 精确 ,但 是 从 伟人 误差 角度 
看 , 六 很 小 时 ,y(xi,) 与 y( xi) 很 接近 ,二 者 直接 相 减 会 造成 有 效 数 字 的 严重 损 
失 , 所 以 疡 不 宜 过 小 . 因此 ,在 实际 计算 时 ,人 们 希望 在 保证 截断 误差 满足 精度 要 
求 的 前 提 下 选择 尽 可 能 大 的 步 长 . 然而 事先 给 出 一 个 合适 的 步 长 往往 是 困难 的 . 
通常 在 变 步 长 的 过 程 中 实现 步 长 的 自动 选取 . 一 种 自动 选取 步 长 的 方法 是 ,将 精 
度 为 0( 忆 ) 的 中 心 差 商 公式 (8.7), 即 
六 CD = 人 + 人 二 





中 的 步 长 闫 用 hv 10' 代 换 , 得 到 变 步 长 的 中 心 差 商 公 式 序列 
7 ”= 三 (z) 一 户 -= 友 2 ta 站 10 ) 大 =0,1,2,…,n (8.27) 
计算 停止 条 件 是 1D,， -DPID -D ,1 或 1D -Dll<ae 
(其 中 e 是 事先 给 定 的 误差 ). 可 以 用 1D, - D, ,1<e 求 最 佳 近似 值 y ”= 六 (z) 
= 记 ,. 根据 (8.27) 式 编写 了 用 变 步 长 的 中 心 差 商 公 式 计算 /(z) 的 近似 值 和 误 
差 估计 的 MATLAB 程序 如 下 : 
变 步 长 的 中 心 差 商 公 式 计 算 J"( zx) 的 近似 值 和 误差 估计 的 MATLAB 程序 
输入 的 量 : 户 n 是 函数 y = 岂 x) ,ro 是 导数 点 ,z 家 是 F(z) 的 近似 值 的 精度 ， 
maxl 是 计算 次 数 的 最 大 值 , 和 是 初始 步 长 . 
输出 的 量 : 刀 表示 步 长 &/ 10* 组 成 的 数组 , Dy 是 导数 值 组 成 的 数组 ,多 是 
误差 限 数组 ,= 是 迭代 次 数 . 
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functionfin,H,Dy,W] =daifflim( Eun,x0,ho,wu,max1l) 

Dy = zeros(1,max1l);W=2Zzeros(1,maxl);H=Zzeros(1,max1lL); 

hh=h0o;IHCL)=hiE(1)=0;3xl =X0 +hiyx2 =X0 -si 

hl =hZ103x3 =X0 +h13x4 =X0 -hl; 

DYy(1)=(fteval(ftun,xl)- fteval(fun,x2)).(2 半 hh); 

Dy(2) =(feval(fun,x3) - feval(fun,x4)). (2*hl); 

W(1)=abs(Dy(2)- Dy(1)); 

k =1; 

while((WCK) >wu)&(K<maxl)) 

hnh=hv(10”*(k));HCKr+1)=hixt =x0O+HOK+1)3x2=x0-HOK+1I); 

Dy(k+1)=(feval(fun,xl)- feval(ftun;x2))./ (2* HOCK+1)7; 

WCK+1)=abs(Dy(KkK+1)- Dy(Kk)); 

K=K+1; 

enadq 

nn=1LIength(DYy(1:k))-2; 

Dy= Dy(2:k)iW=W(2:K);H=HC2:Kk)i 

例 8.2.7 设 jFxz) =sn(5x -21). 取 初 始 步 长 mm =0.2, 精 度 wu = 

0. 000 01 ,用 变 步 长 的 中 心 差 商 公 式 计 算 六 (0. 79) 的 近似 值 和 误差 估计 ,与 精确 
值 4.465 501 871 044 84 比较 . 


解 ”保存 以 fun.m 命 名 的 M 函数 文件 


functiony = fun(x) 
Yy = Sin(5.#kX. “2 -21); 
输入 程序 


>> x0 =0.79;wu =0.00001;max1l =100;h0 =0.2; 
fn,H,Dy,Wj=adaifflim(e@ fun,x0,h0,wu,maxl) 
Jaqwc =4.46550187104484 - DYy 
运行 后 屏幕 显示 迭代 次 数 nm 变 步 长 数组 吾 , 用 变 步 长 的 中 心 差 商 公式 计算 
太 (0.79) 的 近似 值 Dy, 误 差 估计 值 丈 ,jawe, 精 确 值 与 近似 值 py 的 差 如 下 


D = 
2 
H = 
0.02000000000000 0.00020000000000 0.00000020000000 
Dy = 
4 .43395716561354 4.46549870972618 4.46550187410688 
网 = 
2.48353880661895 0.03154154411264 0.00000316438070 
Jawc = 


0.03154470543130 0.00000316131866 -0.00000000306204 
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8.2.4 牛顿 多 项 式 求 导 及 其 MATLAB 程序 


在 6.3 节 牛 顿 插值 中 ,如 果 函 数 护 蚊 在 [e, 引 上 有 定义 ,对 于 m+1 个 节点 
(7) =0,1 ,其 中 必 s[e,b] 互 不 相同 ,满足 5) =y ,=0,1, ,nm 对 
于 任意 :se [e,0] , 则 有 过 +1 个 节点 的 成 芒 的 二 阶 和 牛顿 插值 多 项 式 

己 . (1 = 扎 轴 ) + 下 三] 人- 加) + 四 ] (二 )(E 一 二 ) 十 二 
并 和 (0 (8. 28) 
和 和 牛顿 插值 多 项 式 的 余 项 
民间 = 丰 区 四] (人 下) 下 
使 得 带 余 项 的 牛顿 插值 公式 为 
所 ) = 已 (有 + 玉 (0， 
其 中 一 阶 差 商 为 


1] -RD -Ra 


上 一 把 
有 岂 避 = 所 5) + 有 LEto] (一 吉 ) 
类 伏地 ,由 二 阶 差 商 至 阶 差 商 的 定义 得 到 下 列 方程 
开 闹 加] = 撒 才 和 二 ] + 撒 玉 训 ] (一 二 )， 
在 ] = 下 和 和 ] 二 FL 二 下 ] (一 电 )， 
让] = 拒 放 0) 
对 牛顿 插值 多 项 式 已,( 幻 求 导 ,得 
已 ，( 昌 = 开 加 + 下井 汪 ][(-5) +( 一 二)] 
+ 夺 训 扣 二] [人 (一 加 )( 王 ) 
+(L-5)(- 扎 )+(-D)(- 志 )] 
+ 有] [=-. (8. 29) 
将 上 =a 代 和 人 (8.29) 式 ,得 
已 (5) = 故 三 ] + 加 下 ] (加 一 与 ) 二 
所 ( 一 ) 人 (一 玫 ) 十 .二 
有 (5 一) 一 二 (一 与 ) (下 (8. 30) 
(8. 30) 式 右边 的 第 下 个 部 分 和 是 根据 前 左 个 点 的 大 阶 牛 顿 插 值 多 项 式 的 导数 . 
可 以 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 8. 5( 牛顿 插值 多 项 式 求 导 ) 如果 函数 妃 忆 在 La, 外 上 可 导 , 对 于 n+1 
个 节点 (56) 了 =0,1，m 其 中 bs[a,g 互 不 相同 ,满足 Ko) =7 了 =0,1，， 
由 tte [ab ln- 和 15 -8 和 和- , 且 {1(05,0)} 形 成 在 实数 轴 上 
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的 二 +1 个 等 距 点 , 则 有 过 于 +1 个 节点 的 . 态 沪 的 阶 牛顿 插值 多 项 式 己 ,( 刘 为 
(8.28) 式 , 且 己 (日 在 上 = 罗 处 的 导数 己 .(a),(8.30) 式 的 第 左 个 部 分 和 是 精度 
为 0( 居 的 记 (b) 的 近似 值 

我 们 利用 数学 归纳 法 ,由 (8.30) 式 可 以 推导 出 下 面 推论 . 

推论 8.1 如 果 函 数 护 ) 在 [ac,] 上 可 导 , 对 于 m+1 个 节点 (57) 了 =0， 
1,…,n, 其 中 心 es[a,b] 互 不 相同 ,满足 5) =y 7 =0,1mbte[a,b]， 
1 一 二 1 生 165 一 把 和 肥 人生 么 1 一 所 二 且 {(50)-o 形 成 在 实数 轴 上 的 ”+ 1 个 等 距 
点 , 则 (8.30) 式 的 第 大 个 部 分 和 是 精度 为 O( 铸 -) 的 (tb) 的 近似 值 , 且 汝 = 天 
时 . 

(1) 如 果 二 =x + 六 (1=0,1,2,… 江 -1), 则 (8.30) 式 是 精度 为 O( 乱 ”…) 的 
三 (2) 的 上 -1 阶 前 差 公 式 . 

(2) 如 果 辣 =x - 态 (Cj1=0,1,2,… 导 -1), 则 (8.30) 式 是 精度 为 0O( 六 ”) 的 
六 (xz) 的 下 -1 阶 后 差 公 式 . 

(3) 如 果 昌 =x 二 =X+ 玉 加 =X 一 大; 有 =X+281 =x-25 则 (8.30) 式 
是 精度 为 0( 和 外- ) 的 广 (x) 的 大- 工 阶 中 心 善 商 公式 . 

例如 ,(1) 当 m=2 时 ， 

@ 如 果 瑟 =x; =x + 大, 则 (8.30) 式 为 

(5b) 一 已 (bo) = 斤 吉 汉 ] 

是 精度 为 O( 户 的 前 差 公 式 . 

Q@ 如 果 h =x -jh,5=x, 则 (8.30) 式 是 精度 为 O( 有 的 后 差 公 式 . 

(2) 当 m=3 时 ， 

@ 如 果 1 =x,5 =x+j,b =y+2, 则 (8.30) 式 为 

(全 Pa _4Kz+ 问 -2 -3Kx) 


是 精度 为 0( 刀 ) 的 广 ( 妇 二 阶 前 差 公 式 . 
@ 如 果 司 =x =x -及 六 =X 28, 则 (8.30) 式 为 
(一 Pa _ 所 一 2 有 - 镀 二 -有 +3Fx) 
是 精度 为 O( 久 ) 的 /(z) 二 阶 后 差 公 式 ， 
侠 如 果 与 =x, =x + =x 天 , 则 (8.30) 式 为 


是 精度 为 0( 请 ) 的 广 ( 思 二 阶 中 心 差 商 公式 . 
(3) 当 m”=5 时 ， 


_ 克 x+ 有 -所 z) 
屎 
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@@ 如 果 亡 =x+ 护 (/=0,1,2,3,4) , 则 (8.30) 式 是 精度 为 0( 乱 ) 的 /(x) 的 
4 阶 前 差 公 式 . 

@@ 如 果 忆 =x -六 (1=0,1,2,3,4) , 则 (8.30) 式 是 精度 为 0( 姑 ) 的 广 (z) 的 
4 阶 后 差 公 式 . 

@ 如 果 5 =x, =x + = -jb =x+255=x-25, 则 (8.30) 式 是 精度 
为 0( 反 ) 的 /(z) 的 4 阶 中 心 差 商 公式 . 

下 面 编写 的 MATLAB 程序 diffnew.m 可 以 用 来 实现 (8 .30) 式 的 计算 . 数 
据 之 间 不 需要 等 距 ,而 且 此 程序 只 计算 一 点 的 导数 六 (zxo). 程序 aiffnew.m 是 
根据 满足 定理 8.5 条 件 的 m+1 个 节点 (2% ,7)J=0,1,… 沁 的 差分 求解 ,通过 构 
造 ” 阶 牛 顿 插值 多 项 式 

已,(x) = 成 xo) + 用 xoxi] (xz 一 xzo) + 
xxz] (xz 一 xxo)(x 一 Xi) 十 十 
并 xx (X- 和 (2 (一 1)， 

求解 /六 (xo) 的 近似 值 . 将 六 (xo) = 已 (xzo) 作 为 最 终结 果 . 如 果 在 xx 处 使 用 这 个 
方法 , 则 可 以 通过 重新 排列 点 的 顺序 为 {55o 生 6 来 计算 
三 (xr) 一 忆 (zt 

利用 牛顿 揪 值 多 项 式 求 导 的 MATLAB 主 程序 

输入 的 量 : 互 和 了 了 分别 是 由 m+1 个 节点 (zy7) (=1,2,…a+1l) 的 横 坐 
标 和 维 坐 标 构成 的 向 量 ; 

输出 的 量 : 必 是 广 (xo) 的 近似 值 ,mn 阶 牛 顿 插 值 多 项 式 已 及 其 系数 向 量 4. 


function [daf,A,P]=difftnew(X,Y) 













了 =JLIength(X); 
有 =Y; 
for 了 了 =23:n 
for 1 =n:-12:] 
Ai)=(aACi)- Ai-1))ACXCi) -Xi -JJ+1l)7); 
endQ 
enQ 
x0 =X(1);daf =A(2);ichsh=1;jm=1Length(A) -1; 
for 下 =2 3: 和 
chsh = Chshyx(X0-X(K));dat=dqf+chshy#r(ACK+1T)); 
end 
P =Poly2sSym( RA); 


例 8.2.8 试 写 出 (8.30) 式 的 精度 为 0( 名 ) 的 F(z) 的 8 阶 中 心 差 商 公式 ， 
并 求 Kx) =Vx 在 x=2 处 导数 的 近似 值 ,并 与 精确 值 比较 , 取 疡 =0.1. 
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解 根据 推论 8.1 知 ,(8.30) 式 的 精度 为 0( 居 ) 的 刻 (x) 的 8 阶 中 心 差 商 公 
式 中 的 9 个 点 分 别 为 x =2,x =2+jz =2-jxz =2+25,x, =2 一 2h;xy =21+ 
3 xs =2 -3p,x， =2+4hxs =2 -4 有 
输入 程序 
>> hn=0.1; 
X=[2,2+h;2-h,2+2xh;2 -2xh;2+3*hi2 -3ykh;,2+4yh,2 -4*hji; 
Y=X.^(1Z2);[aft,A,P]=difftnew(X,Y)， 
df2 =1/(2*2”(172))，,wudg=abs(dqf - df2) 
运行 后 屏幕 显示 . 广 (2) 的 精确 值 djP 和 近似 值 中 及 其 绝对 误差 wzg ,8 阶 中 心 差 
商 公式 已 及 其 系数 向 量 4 如 下 
dqf = 
0.35355339040974 
有 = 
Columns 1 +hroughn 4 
1.41421356237310 0.34924112245849 -0.04422874591121 0.01041424542736 
Columns 5 througn 8 
-0.00347548095288 0.00109476530972 -0.00046348001493 0.00015689880140 
Column 9 
-0.00007632355997 
P = 
2 (172)*x”` 8 +3145684377932997/ 9007199254740992 *# X “7 - 
3187017017676797/ 72057594037927936 、* X ”6 + 6003403753727975 / 
576460752303423488*x?*5 -4006956729431441/1152921504606846976 站 X 4 二 
631089234038427 / 576460752303423488 * X ”3 - 8549697218756529/ 
18446744073709551616*+*X^`2 +2894272034855853/18446744073709551616 
Xx-56316847103972317/73786976294838206464 
Qf2 = wuUG = 
0.35355339059327 1.835347429590684e -010 
由 上 面 输出 的 结果 可 见 , 用 求 导 公式 算出 的 精确 值 为 3. 535 533 905 932 
737e - 001 与 用 (8.30) 式 的 精度 为 0( 庆 ) 的 /7(x) 的 8 阶 中 心 差 商 公 式 计算 的 
近似 值 3. 535 $33 904 097 390e - 001 的 绝对 误差 为 1.835 347 429 590 684e - 
010 ,所 以 取 疡 =0.1 时 的 计算 结果 精度 就 很 高 . 
. 例 8.2.9 根据 下 表 给 定 的 一 组 数据 (X, 切 写 出 (8.30) 式 的 具体 形式 及 其 
精度 和 名 称 ,并 用 它 计算 /"(3. 135 2) 的 近似 值 , 取 4 位 小 数 计算 ， 
3.1352 3.3332 3.5332 3.7332 3.933S2 4.1352 43332 4.535 2 
] 0.1266 -0.0602 -0.6032 -0.9980 -0.1194 0.9953 -0.6542 0.158 1 
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解 ”因为 表 中 所 给 数据 (下 , 妨 是 等 差 数 列 ,公关 为 户 =0.2, 即 
Xo =3.135 2 ,x，= YXo 十 大 ,YX = %o 十 2 玉 ,x3 =%o +3 玉 ， 
X4 = Xo 十 4 及 ,xj =%o SPX6 =X%o 二 6,x7 =2Xo0 十 7 下. 
根据 推论 8. 1 知 , 当 m” =8 时 ,(8.30) 式 是 精度 为 0( 刀 ) 的 A"(x) 的 7 阶 前 差 
公式 . 输入 程序 
>> X=[3.1352,3 .3352 ,3 .5352 ,3 .7352 ,3 .9352 ,4 .1352 ,4 .3352 ,4 .5352 ] ; 
Y=[0.1266, -0.0602, -0.6032，-0.9980, -0.1194,0.9953，-0.6542 
0.1581】]; 
[dft,A,P] =diffnew(X,Y) 
运行 后 屏幕 显示 (3. 135 2) 的 近似 值 中 和 7 阶 牛顿 插值 多 项 式 已 及 其 系数 向 
量 4 如 下 


af = -0.2428 


0.1266 -0.9340 -4.4525 10.5083 16.1667 -72.4818 64.7309 108.6155 
了 = 
633 /5000*X`7 -467/500*#*xX`6 -17817/400*#*X 5 +14789164401339017 
140737488355328*X'`4 +4550512123488957 /281474976710656*#*X`3 -27833 7 
384*X”2 +4555032337958703 /70368744177664*#*X+7643132912526197 / 
70368744177664 


例 8.2.10 设 函 数 风 xx) =sin(5x -21). 利用 (8.30) 式 的 精度 为 0( 情 ) 的 
jz) 的 4 阶 前 差 公 式 4 阶 后 差 公 式 和 4 阶 中 心 差 商 公式 计算 ,请 (3. 135 2) 的 近 
似 值 ,并 与 精确 值 比 较 , 取 14 位 小 数 计算 ,= 0. 001. 

解 (1) 根据 推论 8.1 知 , 当 m=5 时 ,四 如 果 xo=3.1352,xi =xo + 天 ,xz = 
xo +28,x =xo+38,xz =xo+48, 则 (8.30) 式 是 精度 为 0( 记 ) 的 广 ( 轨 的 4 阶 前 
差 公 式 . @ 如 果 xu =3. 135 2,x,， =xo - 户 , xz =xo 一 28,x3 =%o 一 3j,x =xo 一 4 疡 , 则 
(8.30) 式 是 精度 为 0(j) 的 六 (xz) 的 4 阶 后 善 公式 . 国 如 果 x =3.135 2,z, =xo 

+ = 2 2, 则 (8.30) 式 是 精度 为 0( 乱 ) 的 户 (x) 的 
4 阶 中 心 差 商 公式 . 
输入 计算 程序 

>> x0 =3.1352jh =0.001;Xq =[3 .1352 ,x0 +h,x0 +2*h,xo+3*rh,xo+4xnhji; 

Xh=[3.1352，x0 -h，x0 -2*h，x0 -3*h，x0 -4*]; 

xz =[3.1352，x0 +h,x0 -~-h,x0+2*xh,xo-2*h]i 

Ya=sin(5*Xq. "2 -21)3jYh=sin(5*Xh. 2 -21)3Yz =sin(5yXzZ. 2 -21); 

[afta,aq,Pq]j =diffnew(Xa,Yq)， 

[dafh,aAh,Ph] =aifftnew(Xh,Yh),[daftz,Az,Pz] =adaiftnew(Xz,Yz) 

syms X,f=sin(5.*xX. “2 -21)idy =dQifft(f,x) 
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运行 后 屏幕 显示 中 4 阶 前 盖 公式 P, 和 它 的 系数 向 量 4, 及 其 /(3. 135 2) 的 近似 
值 改 .@ 4 阶 后 差 公 式 已 和 它 的 系数 向 量 4, 及 其 (3.135 2) 的 近似 值 吸 . 
电 4 阶 中 心 差 商 公 式 P. 和 它 的 系数 向 量 4. 及 其 六 (3. 135 2) 的 近似 值 咏 ,导数 
(xz) 的 符号 形式 分 别 如 下 
dfdq = 
-31 .09973888240658 
Ag = 
1.0e+003 
Colurmrns 1 hrough 4 
0.00012659805395 -0.03116184195521 -0.05190522279697 5.11405450158927 
ColLurmn 5 
5.04316638931140 
Pa = 
4561175588748639/36028797018963968 *xX`4 -8771278738603423 7 
281474976710656 yx” 3 -7305010688969305/ 140737488355328 # X ”2 + 
2811481194788801/549755813888*Xx+5545020085856995/10995116277768 
Qfh = 
-31.09973905786443 
Ah = 
1.0e+003 站 
Columns 1 zhrough 4 
0.00012659805395 -0.03102749818686 -0.08234817664867 5.02372948127046 
Column 5 
8.97444729902917 
Ph = 
4561175588748639/36028797018963968*X 4 -87334643295369317 
281474976710656 kk x “3 - 5794737776087263/ 70368744177664 半 XXX” 2 + 
345228061216123/68719476736*X+5483510392960745/549755813888 
Qftz = 
-31.09974389667719 
有 Z = 
1.0e+003 六 
Columns 1 through 4 
0.00012659805395 -0.03116184195521 -0.06717188417315 5.08888712539359 
Column 5 
7.53074172148027 
Pz = 
4561175588748639/365028797018963968 *X 4 -8771278738603423 7/ 
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281474976710656 xy X ”3 - 4726801133312021/ 70368744177664 半 X ”2 
5595290566809831A1099511627776*X+2070034522136353 /274877906944 
QyY = 
TO:*CoSs(35 关 X 2 -21)》* 共 
(2) 为 了 将 太 (3. 135 2) 的 三 种 近似 值 与 精 侈 值 比较 ,输入 程序 
>> X=3.1352;GQy =10*Cos(5X 2 -21)X， 
wud=afd- dy ,wunh=Gftnh- QQy,wuz=Qtz- Qy， 
运行 后 屏幕 显示 万 (3. 135 2) 值 及 其 三 种 近似 值 分 别 与 精确 值 的 差 如 下 
Gy = wug = 
-31 .09974488361178 6.001205203887139e -006 
wuh = wu2Z = 


5.825747354748501e -006 8 .869345909407912e -007 


由 误差 可 见 , 用 4 阶 中 心 差 商 公式 计算 (3. 135 2) 的 近似 值 中 与 精确 值 的 差 


zuz 最 小 ,用 4 阶 前 差 公 式 计 算 . 广 (3. 135 2) 的 近似 值 吸 与 精确 值 的 差 wap 最 大 . 
8.2.5 Qifft 函数 在 数值 求 导 中 的 应 用 


在 MATLAB 系统 中 没有 为 用 户 提 供 数 值 求 导 的 直接 调用 程序 ,但 是 我 们 可 
以 利用 系统 中 的 差分 函数 aiff ,或 根据 前 面 介绍 过 数值 求 导 公式 和 截断 误差 
公式 ,自己 编写 MATLAB 程序 来 求 给 定 函 数 y =j(z) 的 数值 导数 ,下 面 介 绍 


qiff 晒 数 在 数值 求 导 中 的 应 用 . 


我 们 不 但 可 以 调用 qiff 函数 求 一 ( 多 ) 元 毅 数 的 符号 ( 偏 ) 导 数 ,而 且 还 可 
以 计算 差分 ,从 而 可 以 间接 用 siff 求 一 元 函数 y = 态 z) 的 各 阶 数值 导数 或 多 元 


枯 数 的 数值 偏 导 数 . aiff 调用 格式 和 功能 如 表 8 -7 和 例题 所 示 - 
表 8-7 用 aiff 计算 数值 求 导 和 差分 的 调用 格式 和 功能 
数值 求 导 的 MATLAB 命令 劝 : 能 


十 





(1) 如 果 厌 是 向 量 , 则 aiff(Xx) 输 出 


XCn -1)]; 
qdX =diff(X) 


1,:)]. 


[X(2) -X(1),X(3) -X(2),…XCn) - 


(2) 如 果 天 是 矩阵 , 则 aiff(X) 输 出 矩阵 
下 的 行 差 分 矩阵 [X(2:n,:) - XCL3n- 





yx=aift(y)./ aitt(x) 


qiff(Y), 自 变量 * 的 增 量 Arx=aiff(x)， 





Giftt(y)./ diff(x) 实 现 用 前 差 公式 
(8.2) 求 函数 y=Az) 对 xx 的 -- 阶 数值 导数 7” 


=/( 林 = 名 ,其 中 函数 y = 的 增 量 Ay = 
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续 表 






”数值 求 导 的 MATLAB 命令 





如 果 天 是 维 数 是 DIM 的 向 量 或 数组 , 且 








GaGX =diff (X,N) N> =size(X,DIM), 则 aiftft(X,N) 是 阶 
差分 . 
如 果 下 是 向 量 或 矩阵 , 则 aiEf(X,N,DIM) 是 
GX =dQiff(XN,DIM) 沿 着 DIM 的 V 阶 差分 . 如 果 N > = size(X,DIM) ， 
则 aift 返回 空 的 数组 . 


例如 ,(1) 取 步 长 彤 =0.001; 自 变量 x = 0:h:pi, 则 aiff(sin(x. “2))/h 
的 运行 结果 是 sn( 之 ) 的 导数 2x cos(z”) 的 近似 值 构成 的 数组 ;(2) aiff 
((1:10) .2) 的 运行 结果 是 3 :2 :19 . 
例 8.2.11 设 Y=(0.1,2,3.2,4,5.6,8.9) ,依次 求 了 的 一 阶 至 四 阶 差分 ， 
解 ”输入 程序 
入 -和 忌 [0 王 旨 本 人 交 汉 远 虽 GZ 过 人 (三 EEC 
dyY3 =diff(Y,3),daY4 =diff(Y,4) 
运行 后 屏幕 显示 工 的 一 阶 至 四 阶 差分 如 下 
导 Y 于 二 
1.9000 1.2000 0.8000 1.6000 3 .3000 


阳 Y2 三 

-0.7000 -0.4000 0 .8000 1.7000 
GY3 三 

0 .3000 1.2000 0 .9000 
QGY4 = 

0 .9000 -0.3000 


Y 一 


adY2 =daiff(Y,2), dayY3 =difft(Y,3),dY4 =aiff(Y,4),diff(X,1,1)， 
diff(X,1,2),diff(X,2,2), diff(X,3,2) ,并 观察 结果 ,总 结 aiff(Y,n) 
和 aifft(Y,n,m) 的 用 法 . 
解 ” 输 入 程序 

2 0 

GZ2 二 ES 

ayY4 =daifft(Y,4),， dxyll =difft(Y,1,1)， 

人 YL12. =dEEELCY ,1 ;2 Z22 三 ' 仅 出 二 二 总 生 区 5 区 和 本 3 过 过 信人 是 ， 
运行 后 屏幕 显示 了 的 一 阶 至 四 阶 差分 如 下 


得 区 下 ”三 QGY2 = 


例 8.2.12 设 和 矩阵 了 = 
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= 工 1 9 一 18 工 20 一 37 9 
如 莹 3 二 dY4 = 
= 一 7 56 了 二 沪 
站 证) 去 过 Y3 六 三 
一 芋 让 仿 一 18 诗 汪 下 汪 6 
全 卫 业 六 3 去 GY22 三 
2 员 直 一 工 次 
之 务 一 36 22 一 58 58 


请 读者 自己 总 结 aiff(Y,n) 和 aiff(Y,n,m) 的 用 法 . 
例 8. 2. 13 设 函 数 了 =.(x) 的 自 变 量 值 和 =(2.800 2.900) 和 函数 值 了 = 
(1.0296 1.0979) ,用 前 差 公 式 (8.2) 求 /7"(2. 800 ) 值 . 
解 ” 输 入 程序 
>> X=[2.8002.900];Y=[1.02961.0979];iYxXx=difft(Y)/diff(X) 


运行 后 屏幕 显示 用 前 差 公 式 (8.2) 求 ,/(2. 800) 值 为 
到 2 二 


0 .6830 


习题 8.2 





1. 设 Hzxz) =eos(15$x -21). 

(1) 分 别 利用 前 差 公 式 和 后 差 公式 计算 /(0.79) 的 近似 值 和 误差 ,精度 为 小 数 点 后 4 
位 ,其 中 步 长 分 别 取 贿 =0.1,0.01,0.001,0.000 1,|F"(xz)|<80,ze[0,1]; 

(2) 将 (1) 中 计算 的 六 (0.79) 的 近似 值 分 别 与 精确 值 7 (0.79) 比 较 . 

2. 设 /x)=sin(3x* +2x-6). 

(1) 分 别 利用 根据 (8.7) 式 ,(8.14) 式 ,(8.23) 式 和 (8.24) 式 计算 矿 (0.79) 的 近似 值 ,并 
估计 误差 , 取 小 数 点 后 14 位 计算 ,其 中 步 长 分 别 取 九 =0.1,0.01,0.001,0.000 1, |F"(xz)| 三 
MH =872,xze[0,1]; 

(2) 将 (1) 中 计算 的 .六 (0.79) 的 近似 值 分 别 与 精确 值 j(0.79) 比 较 . 

3. 当 m=7 时 , 试 由 (8.30) 式 推导 出 前 差 公式 、 后 差 公 式 和 中 心 差 商 公 式 . 

4. 试用 (8.30) 式 的 精度 为 0( 刀 ) 的 A"(Cz) 的 8 阶 中 心 差 商 公式 , 求 Kxz) =Vxz 在 *=3.2 
处 导数 的 近似 值 , 取 小 数 点 后 14 位 计算 , 疡 取 0.01. 

5. 给 定 一 组 数据 (X,Y) 如 下 表 所 示 . 利 用 (8.30) 式 计算 j 庆 (2.135 2) 的 近似 值 , 取 4 位 
有 效 数 字 ,并 判断 所 用 公式 的 精度 和 名 称 . 


区 












3;3352 3335 1 37362 1339352135 02493825 六 3522 








0.1266 -0.0602 -0.603 2 -0.998 0 -0.1194 0.9953 -0.6542 0.158 1 
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6. 设 函 数 Kx) =sin(4r -1). 利用 (8.30) 式 的 精度 为 0( 尼 ) 的 /六 (zx) 的 4 阶 前 差 公 式 、 
4 阶 后 善 公式 和 4 阶 中 心 差 商 公 式 计 算 广 (5.45) 的 近似 值 , 并 与 精确 值 比 较 , 取 4 位 有 效 数 
字 ,. 取 六 =0.01. 


-1 2 3 


6 
7， 设 和 失 阵 7 ], 售 交 avl -aifttty ly ,ay2 -aifft(y,2)， 


-12 21 -15 7 
dyY3 =qitf(Y,3)、 ay4 =dqiff(Y,4),difft(X,1,1),dGiff(X,1,2),.aQift(X,2,2)， 
aiff(X,3,2) ,并 观察 结果 ,总结 aiftft(tY.n) 和 aqiftt(Y,nm) 的 用 法 ， 

8. 设 函 数 了 = 扰 z 的 自 变量 值 天 =(3.800 3.900) 和 函数 值 Y=(11.0296 21.097 9)， 
用 前 差 公 式 (8.2) 求 广 (3.800) 值 . 

-9 设 函 数 了 = 所 z) 的 值 如 下 表 , 求 六 (2.8). 






























2.800 0 






2.9980 2.999 0 






3.0000 3.0010 3.0060 3.1230 3.2153 0 





1.0296 1.0979 1.0983 1.0986 1.0989 1.1006 1.1388 1.1678 





10. 设 /x) =sin(8x: -2x). 

(1) 分 别 利 用 (8.7) 式 和 (8. 14) 式 计算 ,六 (1.79) 的 近似 值 和 误 关 , 精 度 为 小 数 点 后 4 
位 ,其 中 步 长 分 别 取 及 =0.1,0.01,0.001.0.000 1; 

(2) 将 (1) 中 计算 的 /7 (1.79) 的 近似 值 分 别 与 精确 值 生 (1.79) 比 较 . 

11， 设 一 元 函数 y = arctan( Sx+ - 12sin(6x" -2)). 

(1) 求 y 的 一 阶 导 数 和 四 阶 导 数 ,并 化 简 ; 

(2) 求 y 的 一 阶 微分 . 

12. 设 已 给 出 y= 扩 zx) 的 数据 如 下 表 : 


0. 100 0 0. 200 0 0. 300 0 0. 400 0 0. 500 0 0. 600 0 0. 700 0 





















甩 z) 

hH =32.441 7 ,试用 三 点 公式 计算 下 列 问题 ， 

(1) 当 记 =0.1 时 ,y=Az 在 *=1.0000,1.1000,1.2000,1.3000,.1.400 0,1.500 0， 
1.600 0 处 的 一 阶 导数 的 近似 值 , 并 估计 误差 ; 

(2) 当 六 =0.2 时 ,y=7x) 在 x=1.0000,1.2000,1.4000,1.6000 处 的 一 阶 导 数 的 近似 
值 , 并 估计 误差 ; 

(3) 当 关 =0.3 时 ,y=Az) 在 x=1.0000,1.3000 ,1.6000 处 的 一 阶 导 数 的 近似 值 , 并 佑 
计 误 差 ; 

(4) 表 中 的 数据 是 函数 沪 *) =e 在 相应 点 的 数值 ,将 (1) 至 (3) 计 算 的 一 阶 导数 的 近似 
值 与 所 *) =e 的 一 阶 导数 值 比 较 ,并 求 出 它们 的 绝对 误差. 


1.221 4 1.491 8 1.822 1 2.225 5 2.718 3 3.320 1 4.055 2 


8.3 高 阶 导数 的 数值 计算 及 其 MATLAB 程序 


高 阶 导 数 的 数值 计算 是 用 离散 方法 近似 地 计算 函数 y=Axz) 在 某 点 处 的 
高 阶 导数 值 F ">”(xo). 当然 ,通常 只 有 函数 以 离散 数值 形式 给 出 时 才 有 必要 用 这 
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种 方法 . 目前 ,常用 的 高 阶 导数 的 数值 计算 方法 分 为 三 类 ,第 一 类 是 利用 插值 或 
拟 合 求 高 阶 数值 导数 方法 ;第 二 类 是 利用 泰 蒜 级 数 构造 = 阶 导 数 的 数值 计算 公 
式 PC”(z); 第 三 类 是 利用 高 阶 导数 的 定义 构造 n” 阶 导数 的 数值 计算 公式 
PCo5(z). 本 节 以 范例 的 形式 介绍 前 两 类 方法 及 其 MATLAB 程序 . 


8.3.1 插值 或 拟 合 求 高 阶 数值 导数 方法 及 其 MATLAB 程序 


插值 或 拟 合 求 高 阶 数值 导数 方法 就 是 利用 第 六 章 和 第 七 章 介绍 的 插值 或 拟 
合 的 方法 ,首先 用 给 定 的 数值 点 构造 一 个 插值 函数 或 拟 合 画 数 P( zx) ,然后 或 者 
将 P( 宁 的 二 阶 导 数 PCo(s) 作 为 n 阶 导数 的 数值 计算 公式 ,或 者 对 将 P(x) 进 行 
差分 可 得 到 阶 导数 的 数值 计算 公式 , 求 函 数 妃 z) 的 = 阶 数值 导数 天 2(x) 的 
方法 . 下 面 以 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 为 例 介绍 此 类 方法 的 应 用 及 其 用 MATLAB 的 
计算 程序 和 算 例 . 
(一 ) 插值 或 拟 合 求 高 阶 数值 导数 方法 
用 下 面 的 例题 展示 插值 或 拟 合 求 高 阶 数值 导数 方法 的 思想 和 解 题 步 双 . 
例 8.3.1 给 定 4 个 点 (zxz)) (=0,1,2,3). 
(1) 利用 拉 格 遍 日 插值 多 项 式 构造 /xz) 的 一 个 2 阶 数值 导数 公式 ; 
(2) 利用 此 公式 求 P"(z) (=0,1,2,3) 的 近似 值 
(3) 如 果 因 ,mm ,am 成 等 差 数 列 ,公差 为 用 求 /"(z) (i=0,1,2,3) 的 近 
似 值 . 
解 〈1) 首先 构造 所 xz) 的 一 个 2 阶 数值 导数 公式 . 
根据 (6.18) 和 (6. 19) 式 可 以 得 到 过 4 个 点 mm ,ze , 呈 的 矿 的 3 阶 拉 格 
朗 日 插值 多 项 式 为 
X 一 Xi)(X 一 X%o)(X 一 %3 X% 一 X%o)(X 一 Xo)(X 一 X3 
TEN CT 人生 
和 一 %0 和 一 1 包 一 和 3 和 一 X0 万 一 区 1 区 一 X2 
TEN TEE TEA 
上 式 对 * 求 二 阶 导数 ,得 计算 所 z) 的 一 个 2 阶 数值 导数 公式 为 





Za3(Y) = 





2[(x 一 2 ) +(x 一 %2)+(xX 一 xs)] 


(xo 一 xi)(xo 一 %2)(xo 一 %3) 


三 (xz) 一 3(z) = 





xxo) 十 


2[(xz 一 2xo) 十 (和 一 %2z) 十 【 艺 一 2%3)] 


(xi 一 X%o)( Xi 一 2z)( XI 一 %3) 





扎 x) + 


2[(x 一 xo) +(x 一 XI) +(% 一 3)] 


(2x2 一 Xo)(xa -XI)(xza 一 %3) 





上 xa) 十 
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2[(x-xo)+(2Z 一 %)+( xx 一 %a)] 
(xs -xo)(x3 -Xi)( xs 一 2%2) 九 所 )， 《8.31) 
(2) 利用 (8.31) 式 求 F"(xz) (i=0,1,2,3) 的 近似 值 . 
将 x=xi(i=0,1,2,3) 代 人 (8.31) 式 ,得 





2[(x, 一 xi) +( xi 一 xz)+( xi 一 %3)] 


(xo 2)(xo 一 %2)(xo 一 %3) 


J 太 (xi) 一 





汽 xo) + 
2[(x;-xo) +(xi 一 xa) +(xi 一 %s)] 
(xi =%o)(xi 一 %2)( Xi 一 %3) 
2[(2x; -xzo) +(xi 一 xi) +(xi-x3s)] 
(xz 一 %o)(xaz 一 XI)(X2 一 %3) 


2[(x;, 一 xo) +(xi 一 Xi) +(xi 一 %a)] 


(xa -xo)(x3 -2X1)(xs 一 %2) 





xi) + 








2 ) 十 





xs) (=0,1,2,3). 


(8.32) 
(3) 如 果 xx ,za , 罗 成 等 差 数列 , 公差 为 及 由 (8.32) 式 ,得 三"(zi) 
(i=0,1,2,3) 的 近似 值 为 
(ao) ~2 下 ao) 2 (xn) + 


2(0 -于 -3j) 2(0 - 屎 -21) 
-2 天. 太 。 有 各 ) 3 九 xa)， 





即 





Pr) 一 所 徊 ) 0 所 za) 
其 余 的 F"(x) (=1,2,3) 的 近似 值 公式 的 推导 留 给 读者 . 
(三 ) 拉 格 朗 日 揪 值 多 项 式 求 高 阶 数值 导数 公式 

如 果 函 数 y = ss) 必须 取 zx 的 某 一 端点 计算 nm 阶 数 值 导数 .六 ”(*) , 则 不 能 
用 中 心 差 商 公式 计算 . 在 和 的 右 ( 左 ) 端 点 计算 m” 阶 数值 导数 , 广 ” (xo) 用 前 差 公 
式 ( 后 差 公式 ) ,可 以 用 拉 格 朗 日 多 项 式 推导 出 这 些 公式 . 一 些 常用 的 高 阶 数值 
导数 的 前 差 公 式 和 后 盖 公 式 如 表 8 -8 所 示 , 其 中 jxo- 矶 ) = 三， 
x+ 有) = (FE=1,2，……,)， 


(8.33) 
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表 8-8 常用 的 高 阶 数值 导数 的 


前 差 公式 和 后 
阶 数值 导数 六 ( x) 前 差 公 | 于 阶 数值 导 


差 公式 
3 -4 + 三 ， 


















”“ 歼 阶 党 人 导数 























的 Ca = 
人 (= 将- 天 
mgx 一 一 5 态 +18 2 + 局 = 所 oa ) _ 及 -18f-， 2 -141 ,+31 ， 
3 = 岁 2 二 = Fr) _ 折 一- +28f-: 3 +1 -27 ， 





(三 ) 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 高 阶 数值 导数 的 MATLAB 程序 

按照 (6.18) (6.19) 式 编写 了 利用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 上 阶 导数 的 数 
值 计算 公式 的 主 程序 ,保存 名 为 ndaaolag .的 M 文件 . 

利用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 ” 阶 导数 的 数值 计算 公式 的 MATLAB 主 
程序 

输入 的 量 :n+1 个 节点 (2 ,yi) (=1,2,…+1) 的 横 坐标 向 量 下 , 纵 坐 标 
的 向 量 了 ,Kx) 的 最 高 阶 导数 产 ”(x) 的 阶 数 m. 

输出 的 量 :m= 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 了 及 其 系数 向 量 C, 几 xz) 的 1 至 阶 导 
数 , 疙 "(x) 的 计算 公式 dr (上 =1,2,3,…,m) 和 导数 的 阶 数 天 


function [C,L,dqyk,k] =ndaaolag(X,Y,n) 

















m=length(X) ;nl =miL=ones(mm); 
for Kk =1:m 
明达 二 和 


上 已 臣 也 三 证 :过 


宇和 全 状 = 三 也 

V=conv(V,poly(X(i)))/(XCKk) -X(Ci)); 
endQ 
endQ 


L1(k,:) =V; 1(k,:) =poly2sym(V); 
end 
总 三 莹 地 五 1 三 芝 训 二 57BYmS 藉 -GQYEK 
EOF K = 二 :an 
kj; 
Gyk =dGiff(,x,k) 


end 


例 8.3.2 给 出 节点 数据 F -2.15) =17.03,/( -1.00) =7.24, 所 0.01) = 
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1.05 , 几 1.02) =2.03 ,所 2.03) = 17.06 , 妨 3.25) =23.05. 
(1) 作 五 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 志 和 九 妇 的 1 至 5 阶 数 值 导 数 公式 ; 
(2) 利用 此 公式 求 y=Nx) 在 x= -1.234 5 处 的 1 至 5 阶 导数 的 近似 值 . 
解 〈1) 保存 名 为 ndaolag.m 的 M 文 件 . 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> Xx=<[-2.15 -1.000.011.022.033.25]; 
Y=[17.037.241.052.03 17.06 23.05]; [c,D,dqyk,k] = ndaolag(X,Y,5) 
运行 后 屏幕 显示 五 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 了 上 及 其 系数 向 量 C,Kx) 的 1 至 5 阶 
数值 导数 公式 ds( 略 ). 
(3) 为 了 求 y=Axz) 在 x= -1.2345 处 的 1 至 5 阶 导 数 的 近似 值 ,输入 程序 
>> X= -1.2345; 
dy1l = -26370266994304203933 /5764607523034234880 +18224487282009991221 7/ 
2882303761517117440 * x*2 +59786195406624056511/230584300921369395200 
* X“3 -12501150855594615669/11529215046068469760 * x^4 +2505830415074824099257 / 
368934881474191032320 不 湛 
dy2 =18224487282009991221/1441151880758558720 * X +179358586219872169533 / 
230584300921369395200*x?*2 -12501150855594615669/2882303761517117440 
* x*3 +2505830415074824099257/368934881474191032320 
dyv3 =18224487282009991221/1441151880758558720 +179358586219872169533 / 
115292150460684697600 * x -37503452566783847007 /2882303761517117440 * X7“2 
dy4 =179358586219872169533 /115292150460684697600 -37503452566783847007/ 
1441151880758558720 * X 
dy5 -= -37503452566783847007 /1441151880758558720 
运行 后 屏幕 显示 y =Kx) 在 x= -1.2345 处 的 1 至 S 阶 导数 的 近似 值 如 下 
dyl = dy2 = dy3 = dy4 = dy5 = 
-6.3294 0 .5262 -8.1043 33 .6814 -26.0232 
例 8.3.3 已 知 sin 30。=0.5$,sin 4$"=0.707 1,sin 60" =0. 866 0,sin 73” = 
0. 965 9 ,sin 90" = |. 
(1) 作 四 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 工 积 扩 xz) =sinx 的 1 至 4 阶 数 值 导 数 公 
式 ; 
(2) 利用 上 面 的 公式 求 y= 所 xz) 在 x=40" 处 的 1 至 4 阶 导数 的 精确 值 `. 近 仔 
值 及 其 绝对 误差 , 取 小 数 点 后 4 位 和 后 14 位 计算 . 


解 (1) 取 拟 z) =sin z, 则 30*。= 开 ,45。 = 下 ,60" = 开 ,75。 = 3 


-12… 2， 





3 
求 40。= 一 
9 


(2) 保存 名 为 ndaaolag.m 的 M 文件 . 








8.3 高 阶 导数 的 数值 计算 及 其 MATLAB 程序 569 


(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> X=[piv6,pi/v4,pi3,5*#*pi/L2,pi/2]i 
Y=f0.5,0.7071,0.8660,0.9659,1]; 
fc,D,ayk,k] =ndaolag(X,Y,4)，x=pi6:pivl2:Dpi/2yYyY=sin(x); 
[ct,Ll,dqyk1,kl]= ndaolag(x,y,4)， 
for 1 =13:4 
,syms X,GyIi -aiftf(sin(x),x,i) 
enaQ 
运行 后 屏幕 显示 四 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 了 及 其 系数 向 量 C,Kz) 的 1 至 4 阶 
数值 导数 dy 和 符号 导数 dy, 公 式 及 其 导数 阶 数 天 和 证 
(4) 为 了 利用 上 面 的 公式 求 y = 所 xz) 在 x=40" 处 的 1 至 4 阶 导 数 的 近似 值 ， 
并 估计 其 误差 ,输入 程序 
>> X=2*#kPi9; 
qQY1 =685769833743917463 /703687441776640000 +1261982467915759/ 
10995116277760000 * xx - 24314514941446017/ 35184372088832000 # X 2 上 + 
6241572970666541/43980465111040000*X ”3 
dyY2 = 1261982467915759/10995116277760000 - 24314514941446017 /~ 
17592186044416000*X+18724718911999623/43980465111040000*X 2 
day3 = -24314514941446017 /17592186044416000 +18724718911999623 / 
21990232555520000 *# 民 
ayY4 =18724718911999623 /21990232555520000 
dyl = -6644262608911145859863501570909 /79228162514264337593543950336 
+ X^3 +77172015474009052195694711806203 /316912650057057350374175801344 
* X^2 -34408318598267032320107245880583 /158456325028528675187087900672 半 区 + 
37371347371255248186645713466863 / 633825300114114700748351602688 +1T/A2#2” 
(1/2) *(- 2496629188266579/ 17592186044416 半 X 3 + 16667207822766783 / 
35184372088832 * x^*2 -8898045875479213 /17592186044416 *X+60029499426237217 
35184372088832) +1/2*3” 人 (17/2)*(7489887564799735/35184372088832 X 3 一 
11765087874894195/17592186044416 * X “2 + 91239728215363/ 137438953472 站 X 一 
7257297691828675/351843720888321) 
ay2 = -19932787826733437579590504712727 /79228162514264337593543950336 
* xX^2 +77172015474009052195694711806203 /158456325028528675187087900672 
kkX -34408318598267032320107245880583/158456325028528675187087900672 +1/2 
#k2*(17/2)*(-7489887564799737 /17592186044416 六 “2 +16667207822766783 / 
17592186044416*X-8898045875479213 /17592186044416) +1/A2#3 (17Z2) 
(22469662694399205 /35184372088832 *X~2 -11765087874894195 / 
8796093022208*X+91239728215363 /137438953472) 
Gy3 = -19932787826733437579590504712727 /39614081257132168796771975168 
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*#X +77172015474009052195694711806203/158456325028528675187087900672 +1/2 
*2”(1/2)*(-7489887564799737/ 8796093022208 * X + 16667207822766783 / 
17592186044416) +1/2*3” 人 (1/2)*#*(22469662694399205/ 17592186044416 * X - 
11765087874894195/8796093022208) 

dy4 = -19932787826733437579590504712727 /39614081257132168796771975168 
-7489887564799737/ 17592186044416 * 2” (1/2) +224696626943992057 
35184372088832 *3”`(1Z2) 

Gy7idl 三 EGGS(XJGYI2 三 三 SR0Xj) aydi3 = 三 Cog(X) ,Gyvia 三 Sia( 文 ) 

WuyY1l = dyil -GY1, WuY2 = dayi2 -QQY2, WuY3 = dyi3 -dy3, WuY4 = dyi4 -dyY4， 

wuyl = dyil -dyl, wuy2 = dyi2 -dy2, wuy3 = dyvi3 -dy3, wuy4 = dyvi4 -dy4， 
运行 后 将 输出 的 y = 妃 z) 在 *=40* 处 的 1 至 4 阶 导数 ( 取 小 数 点 后 4 位 和 后 14 
位 ) 的 近似 值 及 其 精确 值 , 绝 对 误差 的 计算 结果 列 人 表 8 -9 中 . 

表 8-9 例 8.3.3 的 计算 结果 


取 4 位 小 数 / (40?)=~d， 取 区 位 小 数 /C409)=dy 







导数 阶 数 精确 值 刻 ( 409) = 四。 
















1 0.766 141 243 981 26 0.766 193 916 662 49 0.766 044 443 118 98 
2 -0.642 619 475 133 15 -0.642 256 034 878 43 | -0.642 787 609 686 54 
3 -0.787 659 874 541 25 -0.790 355 501 585 45 | -0.766 044 443 118 98 
4 0.851 501 632 132 55 0.856 183 359 293 71 0.642 787 609 686 54 








导数 阶 数 | 。 取 4 位 小 数 的 绝对 误差 。 | 。 取 14 位 小 数 的 绝对 误 关 


-8.680 086 228 291 973e -005| -1.494 735 435 086 936e - 004 
-1.681 345 533 890 433e -004| -5.315 748 081 105 021e -004 

0.021 615 431 422 27 0.024 311 058 466 47 
-0.208 714 022 446 01 -0.213 395 749 607 17 


由 表 8 -9 可 见 ,y = 岂 z) 在 x=40" 处 的 1 至 4 阶 导数 的 ( 取 小 数 点 后 4 位 比 
后 14 位 ) 近似 值 的 绝对 误差 小 . 


8.3.2 高 阶 泰勒 数值 导数 方法 及 其 MATLAB 程序 


所 谓 高 阶 泰勒 数值 导数 方法 就 是 利用 泰勒 级 数 构 造 ” 阶 导数 靖 ”(x) 的 数 
值 计算 公 式 计算 瑚 ”>(xo) 的 近似 值 的 方法 . 用 下 面 的 例题 展示 高 阶 泰勒 数值 导 
数 方法 的 思想 和 解 题 步骤 . 

例 8.3.4 利用 高 阶 泰勒 数值 导数 方法 证 明 F(x) 的 精度 为 0( 尼 ) 的 2 阶 数 
值 导数 公式 为 








上 mm 一 





证 明 /xs + 月 在 局 处 的 泰勒 展开 式 分 别 为 
xzxo + 由 ) = 帮 xo) +AF(xo) + (aa 
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+ (za) + 才 F9( 和 ) ， (8.34) 
放 m - 癌 = - 邮 '(za) + 全 (am) -全 “Cao) + 因 天 2( 各 )、 


(8.35) 
将 (8.34) 式 和 (8.35) 式 相 加 ， 消去 奇数 阶 导数 项 ， ,得 
xzo +h) + 扩 xo -j) =27(xo) + 2 4 和 [有 2 各 ) + 大 2( 志 )]. 





化 简 整 理 得 交 和 
Frgx ) = _ so + ) ) =27xo) -所 [Ko(6) +Fo( 后 )]. (8.36) 
记 截 断 误 差 为 
Rs(/) = - 外 站， (8.37) 


其 中 产 2(06) = 二) + 大 2 所 ), 则 4 阶 泰勒 数值 导数 公式 为 
卫 _ 帮 xzo 二 人) + 所 2X0 一 疡 ) 一 zxo) 
小 (2o) 大 





(8.38 ) 


记 作 2 
ja = 
我 们 用 同样 的 方法 ,可 以 推导 出 一 些 常 用 的 精度 为 0( 庆 ) 和 0( 居 ) 的 高 阶 
数值 导数 的 中 心 差 商 公 式 (如 表 8 -10 所 示 ) ,其 中 几 xo -有 矶 ) = 三 Kxo+ 有 大) = 
2 
表 8-10 常用 的 精度 为 0( 产 ) 和 0( 往 ) 的 高 阶 数值 导数 的 中 心 差 商 公 式 
精度 为 0C 和 2) 的 n 阶 数值 导数 。 | 精度 为 D( jn) 的 二 阶 数 逢 导数 
(xzo) 的 中 心 差 商 公式 Am (mm) 的 中 心 差 商 公 式 


(8.39) 































Fojm 站 二 -: (= 玉 + 关 -at 
jn 人 网 坷 = 玖 二 os 
je 1 0 -ar +， 
5 太一 4 久 二 41 oz )= -万 +128 -39j 2 +12F ，- 矿 ， 


本 
例 8.3.5 设 Hx) =sin(Sx -21)， 
(1) 分 别 利 用 (8.38) 和 (8.37) 式 计算 .A(0.79) 的 近似 值 和 误差 限 .绝对 误 
差 和 相对 误差 ,精度 为 小 数 点 后 4 位 ,其 中 步 长 分 别 取 贿 =0.1,0.01,0. 001， 
0.000 1,|F2>(x)| 和 9464,xe[0,1]; 
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(2) 将 (1) 中 计算 的 J"(0.79) 的 近似 值 分 别 与 精确 值 比较 . 
解 (1) 根据 (8.38) 和 (8.37) 式 编写 计算 y =j(xz) 的 二 阶 导数 计算 
"0.79) 的 近似 值 和 误差 估计 的 MATLAB 程序 ,并 输入 程序 如 下 
>> x=0.79jih=[0.10.010.0010.0001]; 
M=9464j;xl =x+hix2 =X-hiyy=sin(5.*X. 2 -21); 
ylL =sin(5.*xl."2 -21);y2=sin(5.#kXx2. 2 -21); 
yz=(yl1+y2 -2*xy)./(h. 2),，wu=abs(-h. 2.+M/A 24)， 
syms x,E=sin(5.#kx.^2 -21);aqy2=dift(f,x,2) 
运行 后 屏幕 显示 利用 中 心 差 商 公式 计算 六 (0.79) 的 近似 值 yz 和 误差 限 妃 , 精 
度 为 小 数 点 后 4 位 ,其 中 步 长 分 别 取 严 =0.1;,0.01,0.001,0.000 1,M =9 464 ,二 
阶 导 函数 dy2 如 下 
YZ2 三 
-45.02889719685589 -45.82347193518466 -45.83048545869772 
-45.83055543960768 
wu = 
3 .94333333333333 0.03943333333333 0.00039433333333 
0.00000394333333 


Gy2 = 
-100*sin(5*Xx*2 -21)*x*2+10*+kcos(5*#kX2 -21) 
(2) 输入 程序 
>> X=0.79; dy2 = -100*sin(5*X^2 -21)*x'*2+10*#cos(5*X?2 -21) 


wuj =abs(yz -dy2)，,，wux = wuj./abs(yz) 
运行 后 屏幕 显示 利用 中 心 差 商 公式 计算 "(0.79) 的 近似 值 与 精确 值 的 绝对 误 
差 w 几 ,相对 误差 wux 和 六"(0.79) 的 精确 值 dy2 如 下 
qy2 = 
-45.83055620608437 
wuj = 
0.80165900922847 0.00708427089971 0.00007074738664 
0 .00000076647669 
wuxX = 
0.01780321214006 0.00015459917375 0.00000154367526 
0.00000001672414 


由 (2) 计 算 的 结果 可 见 , 关 =0.000 1 ,利用 中 心 差 商 公 式 计算 广 (0.79) 的 近 
似 值 与 精确 值 最 为 接近 . 
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习题 8.3 





1. 设 几 x) =cos(15* -21). 

(1) 分 别 利 用 (8.38) 和 (8.37) 式 计算 太 (0.79) 的 近似 值 和 误差 限 .绝对 误差 和 相对 误 
差 ,精度 为 小 数 点 后 4 位 ,其 中 步 长 分 别 取 户 =0.1,0.01,0.001,0.000 1,1|FC2(z)| 生 8 454， 
XeE[0,1]; 

(2) 将 (1) 中 计算 的 .六 (0.79) 的 近似 值 分 别 与 精确 值 比 较 . 

2.， 利用 高 阶 泰勒 数值 导数 方法 证 明 表 8 - 10 中 的 扎 裤 的 精度 为 0( 尼 ) 和 0( 久 ) 的 4 阶 
数值 导数 公式 . 

3. 利用 高 阶 拉 格 朗 日 多 项 式 数值 导数 方法 证 明 表 8 - 10 中 的 Kx*) 的 4 阶 数值 导数 公式 . 

4. 给 出 节点 数据 几 -2.15) =17.03,H -1.00) =7.24,0.01) =1.05 ,1.02) =2.03， 
帮 2.03) =17.06,H3.25) =23.05. 

(1) 作 五 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 二 和 盛 的 1 至 5 阶 数 值 导 数 公式 ， 

(2) 利用 此 公式 求 y=Axz) 在 *= -1.2345 处 的 1 至 5S 阶 导数 的 近似 值 . 

5s. 已 知 sin 30。=0.5,sin 43" =0.707 1,sin 60。 =0. 866 0 ,sin 753。=0.965 9 ,sin 90。 = 1. 

(1) 作 四 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 二 和 闷 *) =sinx 的 1 至 4 阶 数值 导数 公式 ; 

(2) 利用 上 上 面 的 公式 求 y=/x) 在 x=40* 处 的 1 至 4 阶 导 数 的 取 小 数 点 后 4 位 和 后 14 
位 的 近似 值 及 其 精确 值 , 绝 对 误差， 

6. 给 定 一 组 数据 (.,7) 如 下 表 所 示 . 





如 2.1332 3.3352 3.5332 3.7332 3.9332 4.1332 4.3332 4.535 2 





0.12606 -0.0602 -0.603 2 -0.9980 -0.1194 0.9953 -0.6542 0.158 1 


(1) 作 七 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 工 和 拟 妇 的 1 至 6 阶 数值 导数 公式 ; 

(2) 利用 此 公式 求 y= 扎 x) 在 *=3.2345 处 的 1 至 6 阶 导数 的 近似 值 , 取 4 位 有 效 数字 . 

7. 设 画 数 .Ax) = sin(4z -1). 分 别 利用 前 差 公 式 、 后 差 公 式 和 中 心 差 商 公式 计算 
/52(5.45) 的 近似 值 ,并 与 精确 值 比 较 , 取 4 位 有 效 数 字 , 取 户 =0.01. 

8. 设 函 数 了 Y= 几 x) 的 值 如 下 表 , 求 六 “2(2.8). 













2.8000 2.998 0 


1.097 9 










2.999 0 






3.000 0 
1.098 6 






3.001 0 
1.098 9 






3.006 0 
1.100 6 






3.123 0 
1.138 8 






3.215 0 





1.029 6 1.098 3 1.167 8 


9. 设 凡 xz) =sin(8x -2x). 

(1) 利用 中 心 差 商 公 式 计算 靖 "% 1.79) 的 近似 值 和 误差 ,精度 为 小 数 点 后 4 位 ,其 中 步 
长 分 别 取 疡 =0.1,0.01,0.001,0.000 1. 

(2) 将 (1) 中 计算 的 六 (1.79) 的 近似 值 分 别 与 精确 值 /(1.79) 比 较 . 


8.4 数值 榜 度 和 数值 偏 导数 的 计算 及 其 MATLAB 程序 


梯度 和 偏 导数 的 数值 计算 可 以 用 MATI'AB 系统 中 的 gradient 函数 或 


574 第 八 章 ”数值 微分 


jacobian 函数 完成 .另外 ,MATLAB 系统 中 还 提供 了 用 离散 方法 近似 地 计算 拉 
普 拉 斯 算 子 (Discrete Laplacian ) 的 程序 DEL2 和 和 雅 可 比 行列 式 的 程序 
NUMJUAC .本 节 介 绍 这 些 程序 的 功能 和 调用 格式 . 


8.4.1 梯度 和 偏 导 数 的 数值 计算 及 其 MATLAB 程序 


在 大 学 数学 中 ,梯度 是 这 样 定义 的 :如 果 二 元 函数 >=(x,y) 在 平面 区 域 万 
内 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 对 于 每 一 点 P(*,y) < 刀 , 都 可 以 确定 出 一 个 向 量 , 也 
就 是 梯度 
二， 7， 


其 中 共和 沁 分 别 是 对 的 偏 导 数 和 = 对 y 的 偏 导数 . MATLAB 系统 中 的 gra- 
aient 程序 的 主要 功能 是 梯度 、 偏 导数 和 导数 的 数值 计算 ,详细 的 调用 格式 和 


功能 如 表 8 - 11 和 例题 所 示 . 
表 8-11 gradient 程序 的 主要 功能 和 调用 格式 


gadi 贡 中共 要 | 


grad /(x,7) = 










如 果 在 每 个 方向 上 点 与 点 之 间 的 间距 瓦 ( 即 步 长 ) 
是 1, 忆 是 矩阵 , 则 [FX,FY] =gradient(F) 返 回 矩 阵 
下 的 数值 梯度 . 其 中 
9 不 


[FX,FY] =graaient(F) FX 相当 于 在 *( 列 ) 方 向 的 数值 偏 导数 
F7 相当 于 在 ?( 行 ) 方 向 的 数值 偏 导数 2 


当 不 是 向 量 时 ,DF =gradqient(F) 返 回 1-D 梯度 . 





如 果 在 每 个 方向 上 点 与 点 之 间 的 间距 如 ( 即 步 长 ) 
相等 ,已 是 矩阵 或 向 量 , 则 用 此 命令 计算 数值 梯度 . 


[FX,FY] =gradient(F,H) 








如 果 丸 是 2 维 数组 , 且 在 x 和 >》 的 向 量 或 坐标 点 之 
间 的 间距 分 别 是 EXK 和 EXY( 即 步 长 ) , 正 是 矩阵 或 向 量 ， 
[FX,FY] =gradient(F,HX,HY)| 则 用 此 命令 计算 数值 梯度 . 

如 果 五 XK 和 互 了 是 向 量 , 则 它们 的 长 度 必 须 与 已 对 
应 的 维 数 匹配 . 
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续 表 












graaient 命令 ww 
如 果 严 是 3 维 数组 , 末 是 在 每 个 方向 上 点 与 点 之 间 
的 间距 , 则 返回 严 的 数值 梯度 . 其 中 


FF 相当 于 在 方向 的 数值 偏 导数 





9 下 


xz- 


F7 相当 于 在 方向 的 数值 偏 导数 < 


[FX,FY,FZ] =gradient(F,H) 


FZ 相当 于 在 < 方向 的 数值 偏 导数 
| 当 媚 =1 时 ,[FX,FY,FZ] =gradient(F) . 
[FX,FY,FZ] = gradient (E， 如 果 间 距 由 EX,B7,EZ 给 出 , 则 用 此 命令 计算 数值 梯 


HX,HY,HZ) 
















同样 地 可 以 拓展 到 , 即 当 环 是 N 维 数组 ,必须 调用 
N 个 输出 量 和 2 或 者 VN+1 个 输入 量 时 , 则 用 此 命令 计 
算数 值 梯度 . 


[FX,FY,，FZ,...] = gradient 
0 





例 8.4.1 设 一 元 函数 y = arctan (3x +2sin(5xz -2)), 求 y 在 区 间 
[0,3] 上 , 步 长 几 =0.5, 每 个 分 点 上 的 一 阶 数 值 导数 . 
解 输入 计算 y 对 x 的 一 阶 数值 导数 的 程序 
>X=0;:0.5:3;Y=atan(3*X. "2 +2*+ksin(5*X.“3 -2)); 
dy =gradqient(y,0.5) 
运行 后 屏幕 显示 yY 对 * 的 一 阶 数值 导数 
三 
0.3744 2.3431 2.3307 0.2165 0.0712 0.0445 0.0300 
例 8.4.2， 设 二 元 函数 z = aretan(3x: +2sin(5w -275)) 9/ 取 区 


域 为 0<x<1,0<y<1.5,x 和 y 的 步 长 分 别 为 e =0.2 和 矶 =0.3, 试 求 各 个 
分 点 上 的 = 对 y 的 数值 偏 导数 5 
解 ”输入 计算 求 各 个 分 点 上 的 = 对 y 的 数值 偏 导 数 的 程序 


>> [x,y] =meshgrid(0:0.2:1,0:0.3:1.5); 色 坐标 网 格 化 

F=atan(3*+*X. “2+2*sin(5*xx.“3-2*y.“5))+(5S*rx-6*y-98)./ 
(7*x.13+31*xy. 21+9); 

[Fx,FY] =gradient(F,0.2,0.3) 


运行 后 屏幕 显示 各 个 分 点 上 的 z 对 y 的 数值 偏 导数 如 下 


芭 革 >” 委 
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-0.6991 -0.6979 -0.6805 -0.6677 -0.6367 -0.3792 
-1.1659 -1.1777 -0.9283 -0.6970 -0.6004 -0.4259 

2.7988 2.4796 1.7458 3 .5620 4.1588 1 .7966 
21.0134 20.5586 18.1694 18.0709 15.9847 10.7123 
14.3933 14.2419 13.6587 11.0522 12.5391 8 .9488 
-6.0098 -6.0166 -6.3539 -6.1870 一 讼 80S 0 .5386 


例 8.4.3 设 二 元 函数 z=3xe 一, 取 区 域 为 -2.1 生 xz 和 2.1, -2.1 友 7y 友 
2.1,z 和 Y 的 步 长 为 Ex = 丽 =0.2, 试 求 数值 梯度 向 量 ,并 画图 . 
解 ”输入 计算 数值 梯度 向 量 和 画图 的 程序 
>>，[xY] = meshgrid( =2.13.232 1，=-2.13.232 1); 
到 喜 避 训 环 5 贡生 EXEBK 三 茂 452 本 六 2 了 [TB = zadienE(z5 2) 
contour(z) , 色 曲 面 z=3xe -的 等 高 线 在 xoy 面 上 的 投影 线 


hola on ,auiver(px,py) % auiver 是 二 维 向 量 场 的 表现 函数 
hold off 


title(' 二 维 函数 z=3x'* 2exp( -x2-Y2) 的 数值 梯度 的 图 形 ) 
运行 后 屏幕 显示 数值 梯度 grad Kx,y) = 邓 i+ 3 向 量 ( 略 ) 和 图 8 -2, 其 中 只 ~ 


px, 邮 ~ 四 的 数据 ( 略 ). 
7y 


一 
一 
< 
一 
一 





图 8 -2 例 8.4.3 中 z=3xte-” 的 数值 梯度 向 量 的 图 形 
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另外 ,在 MATLAB 系统 中 求 曲 面 在 每 个 节点 的 法 向 量 的 函数 为 surfnorm， 
详细 的 调用 格式 和 功能 如 表 8 - 12 和 例题 所 示 . 
表 8 -12 求 曲面 在 每 个 节点 的 法 向 量 的 函数 surfnornm 的 调用 格式 和 功能 





符号 求 导 的 命令 





功 能 








输入 由 (于 ,7 了,Z) 构 成 的 3 维 数组 ,输出 长 度 为 
[Nx,NYy,Nz] = surfnorm (X,Y,Z) |1 的 被 正规 化 的 曲面 的 法 向 量 的 数值 表达 式 [ Nr， 
Ny ,Nz]. 系 统 按 ( 于 ,了 ) 计 算 步 长 








对 于 输入 的 曲面 2 的 函数 值 ,输出 曲面 Z 上 的 
[Nx,NY,Nz] = surfnorm (Z) 法 向 量 的 数值 表达 式 [Nx,Ny,Nz]. 系 统 按 1 计算 
步 长 














系统 不 输出 值 ,而 是 自动 先 用 surf(Zz) 或 
Surf(X,Y,Z) 画 出 曲面 ,然后 在 每 个 节点 处 以 箭 
头 的 形式 标 出 该 点 的 法 向 量 


各 过 全 下 汪 G 人 二 又， 芝 > 又 


或 surfnorm (Z) 





SuUrfnorm 


可 以 被 用 于 设置 指定 曲面 性 质 的 向 量 ,根据 双 
(---，PropertyNarme '， Property- 
三 次 拟 合 的 数据 输出 曲面 Z 的 法 向 量 


Value,-..) 


站 二 下 在 这 人 下 让 人 交 1 区 让 用 于 输出 相反 方向 的 曲面 2 的 法 向 量 





例 8.4.4 设 二 元 函数 z=3(x -1)ze- 27, 取 区 域 为 -2.1<x< 和 2.1， 
-2.1<y 和 2.1,x 和 Yy 的 步 长 为 扩 = 有 =0.2, 试 求 该 曲面 在 每 个 节点 的 法 向 
量 , 并 画图 . 

解 ”输入 求 该 曲面 在 每 个 节点 的 法 向 量 和 画图 的 程序 

>>  [x,y] = 0 二 及 二 
到 全 生 可 不 关 三 王 相 二 生 - 让 六 亲人 一 天生 和 诗作 2 二 -党 本 


[Nx,Ny,Nz] = surzfnorm (x,y,z)，surfnorm (x,y,Zz) 


友 人 曲面 在 每 个 节点 的 法 向 量 的 数值 表达 式 [Nx,Ny,Nz]( 略 ) 和 


8.4.2 计算 雅 可 比 矩 阵 及 其 行列 式 的 MATLAB 程序 


在 大 学 数学 中 , 雅 可 比 行列 式 是 这 样 定义 的 . 
定义 8.1 设 二 元 函数 vx=A(x,y) 和 zw= 户 (>x,y) 在 平面 区 域 忆 内 具有 一 阶 
连续 偏 导数 ,由 这 些 偏 导数 组 成 的 行列 式 
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图 8 -3 曲面 z=3(xz-1)ze 62 及 其 在 每 个 节点 的 法 向 量 的 图 形 


9 
OX 
gz 
OX 


称 作 函数 w,v 关于 自 变 量 x,y 的 函数 行列 式 或 称 雅 可 比 行列 式 , 记 作 
9( 几 ,万 ) 
d(x,y) 
可 以 将 这 个 概念 推广 到 含有 守 个 自 变 量 的 个 函数 的 情形 . 设 半 元 维 向 
量 函 数 /= ( 廊 , 户 ,…,) 的 每 一 个 分 量 上 = 放 (zx xz) (=1,2,…, 丈 ) 在 区 


9( 了 ,7) 
9(Cx,y) 





省 三 


或 J= 


2 


907 
9 
097 


域 2 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 ,由 这 些 偏 导数 组 成 的 行列 式 


了 


(40251592 7Xa) 


了 





驴 
9X1 


及 


0OxXi 


ej 


0X> 


月 


0OX2 





也 


Ox> 


及 
OX， 


da 六 








称 作 元 于 维 向 量 函 数 /= (/ 矿 凡 ,…, 矿 ) 的 雅 可 比 行列 式 . 
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雅 可 比 行列 式 在 重 积 分 的 换 元 法 , 隐 函 数 存 在 定理 等 问题 中 都 有 应 用 . 
MATLAB 系统 中 提供 了 用 离散 方法 近似 地 计算 雅 可 比 行列 式 的 函数 numjac . 
另外 ,还 提供 了 符号 计算 雅 可比 矩 阵 的 函数 jacobian. 下 面 分 别 介 绍 它们 的 功 
能 和 调用 格式 . 

(一 ) 符号 计算 雅 可 比 矩 阵 及 其 行列 式 

MATLAB 系统 中 提供 了 符号 计算 雅 可 比 矩 阵 的 郴 数 jacobian. 它 的 功能 


和 调用 格式 如 表 8 -13 和 例题 所 示 . 
表 8-13 符号 计算 雅 可 比 和 矩阵 的 函数 jacobian 


符号 求 雅 可 比 答 阵 的 命令 。 ， .。 


jacobian (f,v) 是 计算 关于 向 量 " 的 向 量 或 标量 了 的 雅 
可 比 和 矩阵 态 . 输出 结果 第 (iy) 的 表 值 是 dfi)7 dz(7). 注意 : 当 
1F 是 标量 时 元 的 雅 可 比 矩阵 是 和 了 的 梯度 . 例如 ,对 于 一 个 本 数 
=.Fx,y,z), 则 jacobian(f) 求 出 f(Cx,y'z) 的 梯度 , 它 的 第 
1.2.3 个 分 量 依次 是 “分 别 对 *,y,z 的 偏 导数 .另外 ,值得 注意 
的 是 :如 果 ，" 是 标量 , 则 jacobian (E,v) =diftft(f,v) . 


JEv=Jjacobian (E,v) 





二 3( 训 三 下 全 全 
例 8. 4. 5 则 -2 +2z+1， 求 在 x=2,y=1,z=5 处 的 雅 可 比 和 珑 
2 三 3XYz， 
(UV，2) 
汪 9(xY;,Yy;z) 
解 (1) 首先 求 雅 可 比 矩 阵 . 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


>> SYms XY Zz 
了 三 [区 六 Zu=3>x(Xx=-1I)^2*exp( 一 (X+I) “2 一 7 2)5 


三 =2 


阵 和 雅 可 比 行列 式 / 








yaT” 
z=5 


了 =X 2 -2#X+Y 2 +2#Z+1IiW=3 半 X 冰 六 沙 了; 
E=[uiviw]j; Jftv=jacobian (上 E,T) 
运行 后 输出 了 雅 可 比 矩 阵 . 访 如 下 
这 站 灾 . 二 
[6 半 攻 葡 一 工 ) 床 ,EXP = 天 半 T72 二 YY>2) +3 本 ( 交 三 革 ) 2 二 (三 2 可 区 三 2 放 宙 
下 3 的 丰 二 从 基 和 下 》 攻 2 二 二 二 人 这 二 和 人 天 本 人 和 ER 三 (区 二 下 ) 和 2 200] 
[有 条 基 二 名 世 训 WO 爷 ] 
[条 坏 委 闪 号 生生 实 世 了 二 菇 机 交 ] 
(2) 再 求 雅 可 比 行列 式 J 妈 ,输入 程序 


>> X=23Y =132=53 





580 第 八 章 ”数值 微分 


Jfv=[6*#(X-1)*exp(-(x+1) 2-Yy*2)+3#(X-1) 2*x( 一 2*X- 
2)*kexp(-(x+1)*2 -y?2)，-6*x(X-1) 2*ykexp(-(x+1) 2 ~Yy2),0;2*#X 
-2;2#ky;233 冰 yy#Z,3 水 X 半 Z3 沙 XkYy]， 

Jfa215 = det(Jftv) 


运行 后 输出 /在 x*=2,y=1,z=5 处 的 雅 可 比 和 矩阵 J 访 及 其 行列 式 谍 :: 如 下 


JftV = 
-0.00054479915715 -0.00027239957857 0 
2.00000000000000 2.00000000000000 2.00000000000000 
15.00000000000000 30 .00000000000000 6.00000000000000 
JEd215 = 


0.02124716712884 
例 8.4.6 设 z=3(z -1)2e -+3xyz+x2 -2x+]2 +2z+1. 
求 (1) 的 一 阶 偏 导数 ,梯度 和 全 微分 ; 
(2) zx 沿 向 量 了 = (2,1,5) 的 方向 导数 ; 
(3) 在 x=2,y=1,z=5 处 的 一 阶 偏 导 数 .梯度 和 全 微分 . 
解 (1) 输入 程序 
>> SymSsXYZITIJkdxadayaz 
T=[xyzl]i 
f=3#(X-1)>2yexp(-(X+1) 2 -YY2) +3 注 汪 Y 冰 工 +X 2 -2X+Y” 
2+2#kZ+T1; 
Jftv=Jjacobian (ft,T);Df= Jftvrx[dxdy az]'， 
ux = Jftv(1)，uy = Jfv(2)，uz = Jftv(3)， 
Ga=f[fijkjigradf=Jfvykdad',V=[2,1,5];Fxdf =Jfv#V" 
运行 后 屏幕 显示 立 沿 向 量 了 = (2,1,5) 的 方向 导数 Fxdf,z 的 一 阶 偏 导数 ux ,zy， 
uz ,梯度 gradf 和 全 微分 BF( 略 ). 
(2) 输入 程序 
>>  Syms ijkdaqxadayadaz,x=23y=132=5; 
Df=(6*x(XxX-1)*expb(-(x+1)*2-Yy?2)+3*r(x-1) 2*x(-2xX-2) 
# exXp( -(X+1) 2 -y?2)+3#yZ+2#kX-2):conj(dax) +(-6y(X-1) 2 水 Y 
exp( -(X+T) 2 _yr2)+3wxsz+2xy)sconj(dy)+(3xxxy+2)sconj(az) 
uUX=6#(X-1)*exp(-(X+1)2 -Yy?2)+3#(X-1)28( 一 2* 和 -2) 
exp( -(Xx+1) 2 -Yy?2)+3+#ykZ+2X-2 
uy= -6#(X-1)^28yysexp(-(X+1) 2 -yy?2)+3XsZ+2 水 了 
UZ =3 本 又 沙 Y 二 了 2 
gradf = -ixr(6*(x-1)*exp(-(x+l)*2-y?2)+3k(x-1) 2*(- 
2#X-2)*exp(-(xX+1) 2 -y?2)+3#y 冰 2Z+2 冰 X-2) -kk( -6#(X-1) ”2 站 y 
* exp( -(Xx+1)2 -yy?2)+3#XkZ+2ky)+(3*Xxky+2)*conj(ky) 
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RXdE 三 荆 2 末代 其 一 了 从 二 后头 疝 ( 一 《 瑟 二 二》 2 三 症 2 书面 剖 光 天王 宇 7 2 二 《 一世 和 无 三 
2)*exp(-(x+1l)*2-Yy"2)+6*Yy#+Z+4*#X+6-6*(XxX-1)*2*xy*rexp(-(x+l) 
“2 =Y7>2) +3 站 文中 2 二 2 本 YIL5 式 本 区 
运行 后 屏幕 显示 & 在 x=2,y=1l,z=5 处 的 沿 向 量 Y=(2,1,5) 的 方向 导数 PxdH， 
& 的 一 阶 偏 导数 wx ,xy,uz, 梯 度 groedf 和 全 微分 太 如 下 

Df =2392460628375541/140737488355328 * conj(dx) +9007122581075957 7/ 
281474976710656* conj(dy) +8*conj(dz) 


间 巷 三 Uy = uz = 

16 .99945520084285 31 .99972760042143 8 
gradqt = -13792043837827039/281474976710656*i+8*xconj(k) 
FXxdG 上 三 1 .059986380021071e +002 


(二 ) 数值 计算 雅 可 比 行列 式 
函数 numjac 的 主要 功能 是 数值 计算 函数 P(7,7) 的 雅 可 比 行列 式 aF/ 
qY，, 详细 的 调用 格式 和 功能 如 表 8 - 14 和 例题 所 示 . 
表 8 -14 数值 计算 函数 P(T,7) 的 雅 可 比 行列 式 的 函数 numjac 的 调用 格式 和 功能 
娄 信 讳 竹 蓝本 比 行 :is 
列 式 的 命令 1 ， 






[DFDY,FRAC] =mnumjac (F,T,Y,EFTY,THRESH,EFRAC， 
VECTORIZED) 的 功能 是 数值 计算 函数 R(7,Y) 的 雅 可 比 行列 
式 DFDY, 返 回 DFDY 的 满 矩 阵 . 其 中 了 是 自 变量 ,了 是 包含 因 
变量 的 列 向 量 . 函数 下 必须 返回 一 个 列 向 量 . 向 量 FTY 是 下 在 
(7,Y) 的 估计 . 列 向 量 THERES 规定 对 于 了 有 意义 的 靖 值 , 即 
满足 abs(Y(i)) < THRESH(i) 的 Y(i) 的 精确 值 . TERES 万 
的 所 有 的 元 素 必 须 是 正 的 . 列 向 量 P4C 是 工作 存储 器 . 在 第 一 
次 调用 时 ,设置 F4C 到 [ ]. 在 调用 之 间 不 改变 返回 值 . VEC- 
[DFDY,FRC] =numjac |TORIZED 识别 numjac 是 否 可 以 获得 具有 单个 的 函数 计算 的 
(F,T,Y,ETY，THRESH，| 下 的 复合 值 . 尤其 ,VECTORIZED =1 表 示 PFCt,[yly2 ...]) 
FAC，VECTORIZED) 返回 [F(t,yL) F(t,y2) ...], 并且 VECTORIZED =2 表示 
二 [3 
.….]. 当 解 opEs 时 ,如 果 ODE 函数 已 经 被 编码 ,以 便 F(t， 
[yl y2 ...]) 返回 [F(t,yl) F(t,y2) ...], 则 用 ODESET 
设置 ODE 解 "'Vectorized ' 的 性 质 到 "on '. 当 解 BVPs 时 ,如 
果 ODE 函数 已 经 被 编码 ,以 便 F([xl x2 ...],[yly2 ...]) 
返回 L[F(xl,yl) FE(x2,y2) ...], 则 用 BVPSET 设置 BVP 解 
"Vectorized' 的 性 质 到 "on ' .向 量化 的 函数 下 可 以 加 速 DEFDY 
的 计算 . 
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续 表 


数值 计算 雅 可 比 行 





列 式 的 命令 
[ DFDY,FRC,G] = numjac (F,T,Y,FTY,THRESH， 
[DFDY,FAC,G] FRAC,VECTORIZED,S,G) 的 功能 是 数值 地 计算 函数 R(T,D) 
= numjac 的 雅 可 比 行列 式 DFD7, 返 回 DFDY 的 稀 松 矩阵 . S 是 一 个 非 空 
(FE,T,Y,EFTY,THRE SH，| 的 0 和 1 和 矩阵 .对 于 SCi 站 来 说 ,一 个 0 意味 着 函数 R(T,7) 成 
FRAC ,VECT 分 i 不 依赖 于 向 量 了 的 成 分 因此 DFDY(i,J) = 0). 列 向 量 C 
ORIZED,S,G) 是 工作 储存 器 ,在 第 一 次 调用 时 , 设 C 到 [ ], 在 调用 之 间 不 
改变 返回 值 . 








| [DFDY,FRAC,G,NFEVRALS ,NFCRALLS] = numjac(...) 
| 返回 当 生 成 DFDY (NEFEVALS) 时 ,被 计算 的 值 的 次 数 和 对 于 函 
数 F(NFCRALLS ) 的 调用 的 次 数 . 如 果 正 没有 被 向 量化 ,NF- 
CRALLS 等 于 NFEVALS. 虽然 ,numjac 是 特定 地 为 ODE"s 积分 
时 计算 偏 导数 的 近似 值 开 发 的 程序 ,但 是 此 程序 也 可 以 用 于 其 
他 的 应 用 . 尤其 是 由 函数 R(T,Y) 返 回 的 长 度 不 等 于 工 的 长 度 
时 ,DFDY 是 长 方形 的 . 


[DFDY,FRAC,G ,NEF 
E VRALS ,NEFCRAL 
LS] = numJjac 


RS 





ES 
例 8.4.7 设 | - 人 


=X+TY ， 


_9(u，u) 
2 


解 ”建立 并 保存 名 为 Y.m 和 下 姻 的 M 文 件 


tunctionY =Y(CT) 








~ 
y=2 


xX=T(1);Y=T(2)3Y=zeros(1,2); =Y(1L); 
茹 (下 2 直下 了 E 了 2 不 款 、 26 
functionF =F(T,Y) 
了 =Zeros(2,1I)3 式 =TC1L)YY=TG2); PR=Zers(2,2); 
友人 二 二 方 过 坝 ( 二 入 下 人 2 相 全 下 人 人力 信 素 (人 这 六 三 芝 ( 广 王 (人 (22 三 了 (2 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
3 
THRESH = [10000,10000]; FAC=[ ]; VECTORIZED =24 
numjac (eF,T,eY,， FTY，THRESH，FAC，VECTORIZED) 


运行 后 输出 结果 ans = -9. 


习题 8.4 





eraC59 2), 求 y 在 区 间 [0,3] 上 , 步 长 大 =0.5, 分 点 上 的 一 阶 数值 
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导数 . 


2. 设 二 元 函数 z=ln(9x? +2sin(Sx3 -27)) + 入 -7 3, 取 区 域 为 0<x 和 1,0 友 y 苹 


7x5 +3172 十 
1.5,zx 和 y 的 步 长 分 别 为 xz =0.2 和 厂 =0.3, 试 求 各 个 分 点 上 的 z 对 x 和 y 的 数值 偏 导数 
9z 和 -92 
DOx 07 
3. 设 二 元 函数 :=S$x?ye ”2 , 取 区 域 为 -2.1<x<2.1, -2.1<y<2.1,x 和 7 的 步 长 
为 卫 = 届 =0.2, 试 求 数值 梯度 向 量 ,并 画图 . 
4. 设 二 元 函数 z=3x(y7 -1)?e 7, 取 区 域 为 -2.1<x<2.1, -2.1<y<2.1,x 和 
y 的 步 长 为 Ex = 配 =0.2, 试 求 该 曲面 在 每 个 节点 的 法 向 量 ,并 画图 . 
2 =2x(y 一 1)2e -5C2 2- 生 ， 
5. 中 ~3x+7+4z+7， 求 在 x=2,y=3,z=5 处 的 雅 可 比 矩 阵 和 雅 可 比 行 
2W0 三 Sxyz， 
列 式 . 
6. 设 节 =3(x 一 1)2e 5 呈 +3xyz + 和 -2x+ 和 二 2z+1. 
求 (1) zx 的 一 阶 偏 导数 ,梯度 和 全 微分 ; 
(2) z 沿 向 量 Y=(2,1,5) 的 方向 导数 ; 
(3) 在 x=2,y=1,z=5 处 的 一 阶 偏 导数 .梯度 和 全 微分 . 


2 
政 三 一 和 十 Y， 








7. 设 ,， ” 求 7 = au) . 
闷 = 才 ， 2 (xy) | 2 
2 2 2 
L +1 -4 -yy=0， 

8. 设 了 求 妈 ,87. 
-2 +0 -xy+l1=0， 0ox 60 


9. 设 


位 人、 确定 反 二 数组 人 人 永基 你 各 


y=e" 一 2&cos 3D， D=o(x,y)， 9x 9y 9x ”87 








积分 是 非常 重要 的 数学 工具 (微分 方程 \ 概 率 论 等 的 基础 ), 另 一 方面 它们 
在 实际 问题 中 也 有 着 许多 直接 的 应 用 . 函数 的 积分 计算 可 分 为 数值 积分 和 符号 
积分 两 类 方法 . 数值 积分 是 求 积分 的 近似 值 的 一 类 近似 计算 的 方法 . 对 于 定 积分 
| Adz ,如果 对 应 的 不 定 积分 | Ka) dx 不 易 求 出 ,或 者 根本 不 能 表示 为 初等 函 
数 时 ,那么 就 只 能 用 数值 积分 的 方法 求 其 近似 值 了 . 例如 , 因为 不 定 积分 
总 一 dx ,[ 空 <dx 上 e “dx ， 有 一 一 一 dx 无 法 由 初等 函数 表示 ， 所 以 计算 这 种 类 型 


的 定 积分 只 能 用 数值 方法 . 至 于 由 离散 数据 或 图 形 表示 的 函数 的 定 积分 , 理 所 当 
然 地 属于 数值 积分 的 范畴 . 符号 积分 是 指 求 积分 的 精确 值 . 本 章 重 点 介绍 数值 积 
分 及 其 用 MATLAB 计算 的 方法 . 为 了 将 数值 积分 的 值 与 精确 值 比较 ,在 第 一 
中 简单 介绍 用 MATLAB 做 符号 积分 的 方法 . 





9.1 积分 的 MATLAB 符号 计算 
计算 机 软件 MATLAB 的 系统 提供 了 符号 计算 定 积分 的 函数 int .下 面 主 要 
介绍 用 MATLAB 软件 进行 符号 计算 定 积 分 . 变 上 (下 ) 限 积分 及 其 应 用 
9.1.1 定 积 分 的 MATLAB 符号 计算 
如 果 函 数 Az) 在 区 间 [o, 悦 上 连续 , 且 (oz) 是 所 zx) 的 一 个 原 函 数 , 则 函数 
扰 妇 在 区 间 [c, 引 上 的 定 积分 为 Jad = 天 (0) -Fo). 我 们 可 以 用 MATLAB 


软件 中 的 琐 数 int 对 定 积分 进行 符号 计算 , 它 的 调用 格式 和 功能 如 表 9 -1 所 
示 . 





5 4 
例 9.1.1 求 | TDITTEE 
解 ”输入 程序 


> > SYmS 七 
E-5《 (tt-1)*x(t-2)x(t-3));F=int(ftit,4,5)，y =daouble(F) 


运行 后 屏幕 显示 计算 定 积分 的 值 尺 及 其 近似 值 y 如 下 


下 = 





9.1 积分 的 MATLAB 符号 计算 ”585 


25/2#*1og(2) -15/X2*1log(3) 


0.42474759198849 
表 9-1 函数 int 求 定 积分 的 调用 格式 和 功能 
函数 int 求 定 积分 的 调用 格式 





输入 量 :S 可 以 是 被 积 函 数 fx) ,也 可 以 是 由 几 个 被 
积 函 数 亡 (z) ,PCz),… 大 (zx) 构 成 的 矩阵 ,积分 上 `. 下 限 a 
和 必 可 以 是 数 ,也 可 以 是 符号 标量 ,积分 变量 是 x. 

输出 量 : 有 是 3 关于 积分 变量 x 的 从 a 到 “的 定 积分 . 


FE=inc(S,a,b) 








输入 量 :S,o 和 同上 ,x 是 积分 变量 . 


= 1i 民 曙 ,了 
0 输出 量 : 忆 是 $ 关于 积分 变量 * 从 a 到 的 定 积分 . 











1 国 
是 ee 
E 求 | 证 


解 ”输入 程序 
> > SymsXabecan 
E=(a*xX+b)((cxx+d)Y1vn));F=int(ft,0,1),yY=simple(F) 
运行 后 屏幕 显示 计算 定 积分 化 简 后 的 值 y 如 下 
学 去 
nyk((=-Q (1Xn)*aysa2+2*+kyrdad(1Zn) bx*rzc2+283d(17Zn) ayDb 
*#C+d (LAn)*#aykc”"2-2+ydx(c+d) (1Xn)*b*rc+ad*2*r(c+d) (1Xn)*a)*xDn-a 
“(1ZXn)*xckdya-d*(1Xn)*daxbxc-d*(1Xn)*bxc*2 -da*(1Xn)#a*yc*2+dy(c 
十 忌 )  ( 工 7) DC)ACCe +a) (TIZR)7XES27( 3 二 卫 42 和 有 241TX《CG7fLY)) 
例 9.1.3 求 下 列 定 积分 
2 2 2 
4 有 | 全 (2) | 二 G3) | 一 -一 dx. 
ia 运 和 1 《 汪 本 9 
解 下 面 将 三 个 定 积分 的 被 积 函 数 廊 ,大 , 户 构成 一 个 矩阵 记 用 一 个 积分 命 
令 求 定 积分 , 即 输入 程序 


> > SYIms 葡 








下 三 《2 证 区 “区 和 7 再 于 开 臣 (9 二 下 人 六 力 证 放 二 三 已 才 区 和 全 三 冲 放 7 人 刘 郊 )5 
下 3 有 站 机 可 区 志 站 区 各 和 广 39 放 过 王 二 所 下 3 下] 
忒 三 于 页 起 (入 芝 三 OUuBLe(ET) 
运行 后 屏幕 显示 三 个 定 积分 值 的 矩阵 枣 和 近似 值 矩阵 如 下 
志 : 三 


[ =245>( 人 (17Z2) +95asin(27Z3)222(17Z2) =-9 masin(LIZ37)] 
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17X2y3*(17Z2) -1X6*pi] 


[ 
[ 1ZX8*x2*(LZ2)-1ZX20*5”(1Z2)] 





YY 二 
1.8653 0 .3424 0 .0650 

即 
2 
| 二 一 圭一 dz~1.865 3， 3 YX _ -1dx=0， 342 4， 「 -dz=0.065 0. 

9 一 x 二 +4) 

1+sinxX， %s]1， ， 
9.1.4 = 5 dz. 
例 已 知 刀 4) 区 57 1 求 上 Ad 


解 ”输入 程序 
> > SyYmS 区 
fl =Sin(x) +1;f2=(x*2)/2+5 壮 一 73 
F=int(ftl,x,0,1)+ int(ft2,x,1,2),Yy= double (F) 
运行 后 屏幕 显示 计算 的 定 积分 值 和 近似 值 ? 如 下 
F = 
-cos(1) +1173 


必 


3 .1264 
例 9.1.5 由 7y=sinx,y=cosx;yx= -过 ,* = 也 所 围 成 的 平面 区 域 万 , 求 平 
面 区 域 忆 的 面积 $. 
解 (1) 画 出 由 y =sin xy= cos ez = -了 必 
的 图 形 ,输入 作 函 数 图 形 的 程序 


>>Xx=-1:0.001:2;F1 = sin(x);F2 =cos(x)3; 

plot(x ,FE1,'b-'x,F2,'g-')，axis([ -1,pi/4+l, -1.3,1.3])， 
xlabel('x'),， ylabel('y ' )， 

title('y=sinx ,yY=cosx 和 x= -0.5 及 xx=1.5 所 围 成 的 平面 区 域 的 图 


= 却 所 围 成 的 封闭 平面 区 域 


形 ”) 
运行 后 屏幕 显示 如 图 9 -1 所 示 . 
(2) 求 平 面 区 域 也 的 面积 $. 


解 方程 组 | ，- 。,。。 得 在 ( -0. 3, 5) 内 的 两 条 曲线 交点 的 横 坐 标 *= 4 ， 
所 求 面积 为 


子 1. 5 
S = | (cos xx -sin %)dx + | (sin x -cos x) dx. 
-0.5 于 


了 
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图 9-1 由 y=sinx,y=ceosx,z= -十 ,<= 辽 所 转 成 的 平面 区 域 图 形 


输入 计算 面积 $ 的 程序 
> > SYms 
fl = cos(x) =sin( 关 )3 Ef2 = =E1; S1L =int(E1,x，=0.5pA473 


S2 =int(f2,x, pi/4,1.5);，S=S1+S2,Sj= double (S) 
运行 后 屏幕 显示 计算 面积 的 值 S 及 其 近似 值 引 如 下 
半 4 二 
甩 订 全 全 ( 主 六 2 于 注 主 可 ( 工 2 和 Res = SS3X239=eosfk3X29 
sj = 
1.36203791318826 


9.1.2 变 限 积分 的 MATLAB 符号 计算 


例 9.1.6 求 o(o= | ti V1+zdi 和 导数 斩 (xz). 
解 ” 输 入 程序 


> > SYIRS 七 
pb=int(t*(sqrt(1 +t*2)),sin(x),2)，dp=aiff(p) 
运行 后 屏幕 显示 计算 变 下 限 积分 画 (x) 和 导数 盏 '(x) 的 结果 
P E 
汉王 于 友信 人 1 二 7 二 帮主 二 232J 
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Gp = 
-(1+sin(x)^2)^(1ZX2)*sin(x)*cos(X) 


例 9.1.7 已 知 F(oJ = | ersin(2 + VB) di, 求 严 (z)， 


解 ”因为 
天 '(x) =-[| e'sin( 2 +VDdl|' 
-[| e'sin( 2 + 问 电 + 个 esin( 2 +VD]d|'， 
所 以 输入 程序 


> > SYmS 区 七 

F1 =int(exp(t)*sin(2 +SGrE(Lt 3)),x,0)3 

F2 =int(exp(t)*sin(2 +SGFE(E 3)),0,Xx 2)3 

Fi = FL + F2 

qF =aQiff(Fi) 
运行 后 屏幕 显示 计算 变 限 积分 F(2) 的 导数 天 (z) 如 下 

QF = 

-exp(x)*sin(2+(x*3)^ 人 (12))+2*Xykexp(Xx 2) sin(2 + 

(Cx ”6) (17Z2)) 


例 9.1.8 求 函数 F(z) = | 5tcos(3! -2)dt 在 区 间 [ -1,3] 上 的 最 大 值 与 


最 小 值 . 
解 ”输入 程序 
> > SYms 区 七 
Fi=int((5*t)*ycos(3*+ 上 -2),0,x) 
运行 后 屏幕 显示 计算 的 变 限 积分 FR(x) 如 下 
Fi = 
5/9xcos(3xx-2)+53+ksin(3*xXx-2)*Xx-5/9*xcos(2) 
再 输入 程序 
>>x= -1:;0.001;3;，Fi=5/9ykcos(3*X-2)+5/3ykrsin(3*X-2). 
半 X-5/9ycos(2); 
maxf =max(Fi),，minf =min(Fi) 
运行 后 屏幕 显示 变 限 积分 F(x) 在 区 间 [ -1,3] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 如 下 
maXTf = 
3 .93496026631086 
minft = 


-3.49790870541011 
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习题 9.1 


用 MATLAB 软件 完成 下 列 问题 ,并 用 一 个 文件 名 存盘 . 。 
1. 计算 下 列 积分 . 


2 上 
”31 3 子 。 
〈( 工 ) 一 -一 一 一 dx;i (2) | 2 insSxdr; (3) arcsin 3xdx; 
外 X% wW1+lnx 上 外 


(4) 三 e -sxsin 2xdxj (5) 三 xzceos 2xdx;i 〔6) 三 xsec22xdx; 
0 0 0 


”2 加 四 VE 3 2 8 工 
7 ”wa -xdxi; 8 ”dxi 9 一 一 一 一 一 dx. 
) 由 人 ) 上 人 4 ) 了 


X +1， xs 和 1 


二 Be-| 1 >1 求人 六 
林 妇 ， ， 


3 设 太 2x+1， |x| 近 2， 
。 志 兴 ) 三 
) | 2 <xYs 委 4， 


4. 求 由 函数 y=FLx) =6x +cos xxz= -2,x=3 和 7y=0 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ,并 画 
出 它们 的 图 形 . 

5. 求 定 积分 | ( cos 笃 + 乱 ]de, 给 制 其 图 形 (e = 2,2 =3), 并 说 明定 积分 的 几何 意义 . 
试探 讨 参数 e 和 情 对 定 积分 的 影响 . 

6. 设 曲 线 ， = A( 通过 点 (1,2), 且 其 切线 的 斜率 为 3 + 2x - -全 , 求 由 此 曲线 y = 


1 + 和 

xz),z=-2,x=3 和 y=0 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ,并 画 出 它们 的 贺 形 . 

7. 求 由 曲线 y =7 - 5 好 +3log;(2xz+5) +7, 直 线 x=a,x=bt(a= -2,2=9) 和 x* 轴 所 转 
成 的 曲 边 梯 形 的 面积 ,并 画 出 它们 的 图 形 , 试 讨 论 <,5 取 不 同 的 值 时 对 曲 边 梯 形 的 面积 的 影 
响 ， | 

8. 设 曲线 y =Ax) 通 过 点 (2,3), 且 其 切线 的 斜率 为 3x” + sin x, 求 由 此 曲线 y =Ax)，,z = 
ax=b(as=-2,5=8) 和 7y=0 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ,并 画 出 它们 的 图 形 , 试 讨论 c,b 取 
不 同 的 值 时 对 曲 边 梯形 的 面积 的 影响 . 

9. 计算 定 积分 | (cos 合 + 5 +4jdz, 并 用 图 形 说 明 此 定 积分 的 几何 意义 (ae = ,8= 


3) .试探 讨 参数 c 和 尹 对 积分 值 的 影响 . 
10. 求 由 抛物 线 y=3z +2x+3,x=ax=b(a=-4,8=1) 和 x 轴 所 围 成 的 平面 图 形 的 
面积 ,并 绘制 其 图 形 . 试探 讨 参数 ec 和 尹 对 面积 的 影响 . 
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求 二 的 值 ,使 | Xdaz= 人 





对 于 定 积分 让 7a)dx, 如 果 被 积 函数 .7(x) 的 原 函 数 不 易 求 出 ,或 者 根本 不 
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能 表示 为 初等 函数 时 ,那么 就 只 能 用 定 积分 的 数值 方法 求 定 积分 的 近似 值 了 . 例 
如 ， 因 为 | “dx 的 被 积 函 数 的 原 函 数 无 法 表示 为 初等 函数 ,计算 这 种 类 型 的 


定 积 分 只 能 用 数值 方法 . 有 不 少 情况 ,被 积 函 数 几 x) 没 有 具体 的 解析 表达 式 , 仅 
仅 用 表格 或 图 形 给 出 实验 观测 的 一 些 点 上 的 函数 值 , 理 所 当然 地 属于 数值 积分 
的 范畴 . 求 定 积分 的 数值 计算 的 方法 很 多 ,这 里 主要 介绍 抢 形 公式 、 梯 形 公式 、 辛 
普 森 (Simpson) 公式、 一 般 的 牛顿 - 科 茨 (Newton-Cotes) 人 公式、 递归 公式 和 龙 贝 格 
(Romberg) 公式 高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 、 拉 道 (Radau ) 积分 公式 、 洛 巴 托 (Lo- 
batto ) 积分 公式 和 它们 的 误差 分 析 及 其 MATLAB 程序 . 


9.2.1 数值 积分 的 基本 思想 


用 数值 方法 近似 地 求 一 个 函数 7 在 闭 区 间 [a, 引 上 定 积分 1 = | ads 
的 基本 思路 ,可 以 归结 到 定 积分 的 定义 
1= 人 KaDdz= 血 六 Xe 


其 中 如 sfxxzcra,O (=1,2, ma). 当 m 的 取 值 充分 大 时 ,7 的 数值 积 
分 就 是 





吕 一 a 


隐 





adz=r= 袜 太 名 ) (9.1) 


Jadz= 六 X 针 +RL， (9.2) 
(9.1) 和 (9.2) 式 都 称 为 数值 求 积 公式 ,其 中 R[ 用 表示 截断 误差 , 称 为 数值 求 积 
公式 的 余 项 . 如 果 数 值 求 积 公式 (9. 1) 式 对 次 多 项 式 精确 地 成 立 , 则 称 此 公式 
具有 次 代数 精度 . 显然 ,名 取 值 不 同 ,数值 积分 研 的 结果 就 不 同 ,当然 , 定 积分 7 
的 值 是 一 样 的 . 这 种 做 法 相当 于 用 相对 简单 的 阶梯 函数 所 志 ) ,上 = 1,2，… 汪 代 
赫 斥 z) 作 积分 . 实际 上 各 种 不 同 的 数值 积分 方法 就 主要 在 于 ,研究 选择 什么 样 
的 简单 函数 代替 九 z) ,使 得 骂 能 保证 一 定 的 精度 ,计算 量 又 小 


9.2.2 托 形 公式 


我 们 知道 ,如 果 在 (e, 记 上 zx)0, 则 定 积分 了 表示 曲线 妃 和 下 的 面积 ,不 
妨 先 从 图 形 上 看 看 如 何 近似 计算 这 块 面积 (参见 图 9 -2)， 
将 区 间 [a, 归 进行 n 等 分 ,积分 步 长 为 &= (5 -a)/m 记 
Q=Mo<X<…<% < <X 二 站. 
在 小 区 间 上 用 和 拢 形 面积 近似 妃 z) 下 面 曲 边 梯 形 的 面积 , 怎 形 公式 中 可 以 取 左 端 
点 函数 值 为 小 矩形 的 高 (图 中 的 点 线 …) ,或 取 右 端点 函数 值 为 小 矩形 的 高 (图 





电 
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中 的 点 划 线 -. ) ,于 是 在 整个 区 间 (o, 刀 内 构成 台阶 形 . 容易 看 出 ,两 个 台阶 形 
面积 分 别 为 


六 -an ， 普 =(8-G)/P， (9.3) 
R -六 7s)， 玉 =(-a)/P. (9.4) 


在 图 9 -2 中 ,两 个 台阶 形 分 别 小 于 和 大 于 所 求 面 积 . (9.3) 和 (9.4) 式 就 是 
计算 定 积分 的 矩形 数值 积分 公式 ,简称 为 矩形 公式 ， 





函数 关 帮 oo 





图 9-2 数值 积分 示意 图 


9.2.3 和 拖 形 公式 的 MATLAB 程序 
用 和 抵 形 公式 计算 数值 积分 可 用 下 面 函数 sum 和 cumsum 实现 ,调用 格式 如 


(一 ) 函数 sum 的 调用 格式 

函数 sum 的 两 种 调用 格式 如 下 : 

调用 格式 一 :sum(X) 

如 果 输 入 向 量 瑟 , 则 输出 向 量 不 的 所 有 元 的 和 ,可 用 于 按 抑 形 公 式 (9.3) 和 
〈9.4) 计 算 积 分 ;如 果 输 入 矩阵 焉 , 则 输出 矩阵 瑟 的 每 列 向 量 的 元 的 和 ， 

调用 格式 二 :sum (X,DIM) 

输入 N-D 数 组 互 ,输出 为 下 的 每 个 DIM 向 量 的 元 的 和 .， 


0 2 
例 9.2.1 分 别 计算 甜 阵 天 = | 3 。 5 的 行 向 量 的 元 的 和 , 列 向 量 的 元 的 
和 
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解 ”和 矩阵 下 的 列 向 量 的 元 的 和 的 输入 方法 有 两 种 sum(X) 和 sum(X,1)， 
>>X=[ol2;345];sh=sun(X)，shl =sum(X,1)，sL= sum(X,2) 


运行 后 屏幕 显示 列 向 量 的 元 的 和 冰 或 风行 向 量 的 元 的 和 和 沁 结果 如 下 
Sh = Sh1l = SL = 
3 5 了 3 5 了 3 


例 9. .2.2 用 MATLAB 和 和 抢 形 公式 (9.3) ,(9.4) 计 算 「 emrdx, 并 与 精确 
值 比较 . 
解 将 [0, 世 |] 分 成 20 等 份 , 步 长 为 40, 输 入 程序 


> >h=-piv40;ix=0:h:pi/2;YyY=exp(sin(x)); 
zl = sum(y(1:20))*h，z2 = sum(y(2:21))*h， 


运行 后 屏幕 显示 抢 形 公式 计算 结果 分 别 如 下 


2Z1 = Z2 = 
3 .0364 3 .1713 
即 和 矩形 公式 (9.3) 计 算 结 果 1=3.036 4, 矩形 公式 (9.4) 计 算 结果 7=3.171 3. 
求 定 积分 的 精确 值 ,输入 程序 


> > SYms X 

F -=int(exp(sin(x)),x,0,，pi/v2)，Fs = aouble (F)， 

wzl =abs( Fs-zl),，wz2 = abs( Fs-2z2) 
运行 后 屏幕 显示 定 积 分 的 精确 值 Fs 和 与 用 和 抢 形 公式 (9.3) ,(9.4) 计 算 结果 的 
绝对 误差 wz wz? 分 别 如 下 

Warning: Explicit integral could not be found . 


> In C:N\MRATLRAB6p5pP1\toolbox\symbolicA\e@ symAint .nm at 1ine 58 


FE = ES = 

int(exp(sin(x)),x=0..1ZX2xpi) 3 .1044 

WwWzZz1L = WwWZ2 = 
0.0680 0.0670 


由 此 可 见 , 该 定 积分 用 所 形 公式 (9.4) 计 算 结 果 比 抢 形 公式 (9.3) 的 绝对 误 
差 小 . 

(二 ) 函数 cumsunm 的 调用 格式 一 

函数 cumsunm 的 调用 格式 如 下 : 

调用 格式 一 :cumsum(X) 

输入 向 量 下 , 输 出 向 量 巨 的 元 依次 累加 和 ,可 用 于 按 和 矩形 公式 (9.3),(9.4) 
计算 积分 ; 
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输入 矩阵 焉 ,输出 矩阵 为 互 的 每 列 向 量 的 元 依次 累加 和 ， 
调用 格式 二 :cumsum (X,DIM) 

输入 N-D 数组 互 ,输出 为 下 的 每 个 DIM 向 量 的 元 依次 累加 和 ， 
0 1 2 
3 4 5 
7 8 .9 


例 9.2.3 分 别 计算 矩阵 互 = 的 行 向 量 的 元 的 依次 累加 和 , 列 向 








量 的 元 的 依次 累加 和 . 
解 矩阵 互 的 列 向 量 的 元 的 和 输入 的 方法 有 两 种 cumsum (X) 和 cumsunm 
(X,1) ,输入 程序 
>>X=[o1l12;345;3789]; 
sh = Cumsum(X)，shl = cumsum (X,1)，sL = cumsum (X,2) 
运行 后 屏幕 显示 列 向 量 的 元 的 依次 累加 和 次 或 风 , 行 向 量 的 元 的 依次 累加 和 
志 结 果 如 下 


Sh = Shl = SE = 

0 1 2 0 1 2 0 1 3 

3 5 7 .3 5 7 3 7 12 
10 13 16 10 13 16 7 15 24 


例 9.2.4 用 MATLAB 的 函数 sum 和 cumsum 及 和 矩形 公式 (9.3) ,(9.4) 
计算 | 。 -sin xdx, 并 与 精确 值 比较 


解 将 [0, 于 | 分 成 20 等 份 , 步 长 为 贡 , 输 入 程序 如 下 (注意 sum 和 
cumsunm 的 用 法 ) 


> >h=pi 40;XxXx=0:h:pi-2;yY=exp(-Xx).*rsin(x); 
zl =Sum(y(1:20))*h,z2 =Sum(y(2:21))*h， 
Z = cumsum(y); zl11 =z(20)*h，z12 =(z(21) -z(1))*h， 
运行 后 屏幕 显示 计算 结果 分 别 如 下 
Z1 = Z2 = Z11 = Z12 = 
0.3873 0 .4036 0 .3873 0 .4036 
求 定 积分 的 精确 值 ,输入 程序 
> > SYIRS XX 
F=int(exp( -x)*+sin(x),x;0，pi/v2) 
Fs = Qouble (FE) ,wzl =abs( Fs-zl)，wz2 = abs( FSs -2Zz2) 
运行 后 屏幕 显示 定 积 分 的 精确 值 Fs 和 用 矩形 公式 (9.3) ,(9.4) 计 算 结果 的 缀 
对 误差 wz ,wz 分 别 如 下 
下 = FS = 
1Z2x*x(-1+exp(pi)” (1Z2))vexp(pi) (1Z2) 0 .3961 
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wzZL = WwWZ2 = 
0.0088 0 .0075 
由 此 可 见 , 用 和 拖 形 公式 (9.4) 计 算 该 定 积分 的 结果 比 用 矩形 公式 (9.3) 计 算 
结果 的 绝对 误差 小 . 


习题 9.2 





0 1 


2 
1. 分 别 计算 矩阵 X= | 4 ， 


] 的 行 向 量 的 元 的 和 及 列 向 量 的 元 的 和 
2， 分 别 用 MATLAB 和 矩形 公式 (9.3) ,(9.4) 计 算 关 em2zxdx, 并 与 精确 值 比较 . 


0 1 2 
3. oa 24 Spaasrenxmnnanaaeesas 
27 28 29 
加 和 . 
4. 分 别 用 MATLAB 的 函数 sum 和 cumsum 及 和 抢 形 公式 (9.3) ,(9.4) 计 算 


矿 e 2sin 3xdx， 
取 4 位 有 效 数 字 ,并 与 精确 值 比较 ， 


9.3 插值 型 数值 积分 及 其 MATLAB 程序 


如 果 被 积 函数 y = 成 x) 和 积分 变量 * 是 离散 的 数据 下 = (xo,xi，…,x,) ,= 
(yo,7,…, 思 ) 或 数 表 , 则 常用 的 处 理 方法 是 利用 各 种 插值 函数 (例如 , 样 条 插值 
函数 .牛顿 插值 函数 、 拉 格 朗 日 持 值 多 项 式 等 ) 构 造 数值 积分 公式 . 

本 节 主 要 介绍 利用 拉 格 朗 日 多 项 式 和 样 条 插值 函数 等 构造 数值 积分 公式 的 
方法 .梯形 公式 .辛普森 公式 和 一 般 的 牛顿 - 科 英 公式 及 其 误差 分 析 ,三 者 之 间 
的 关系 ,并 通过 实例 说 明 用 MATLAB 软件 计算 数值 积分 的 方法 . 


9.3.1 梯形 公式 及 其 误差 分 析 


若 将 矩形 公式 (9.3) 和 和 拖 形 公式 (9.4) 二 者 平均 , 则 每 个 小 区 间 上 的 小 矩形 
变 为 小 梯形 (图 9 -2 中 细 实 线段 M ,NM,) ,整个 区 间 上 的 结果 可 以 用 下 面 的 定 
理 表 述 . 

定理 9.1( 复 合 梯形 公式 ) ” 设 函 数 访 x) 在 闭 区 间 [a, 如 上 的 =+1 个 等 距 节 


和 人 ] 处 有 定义 , 且 其 函数 值 为 人 za) 


也 





点 号 =a+ 硕 (=012 血汗 = 
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(=0,1,2,m), 则 在 财 区 间 [o, 避 上 存在 








7 = 袜 WsD + 于 (so) ras] ， -2， (9.5a) 
起 
玉 忆 -aa 
= 本 2 [mr +Aa)]， 有 = 一， (9.5b) 
使 得 
1= 「 Madz=m+RCAT)， (9.6) 


其 中 RCH/,7,) 是 也 的 截断 误差 , 即 余 项 ,(9. Sa) 和 (9. Sb ) 式 就 是 常用 的 复合 梯 
形 公 式 , 它 相当 于 用 分 段 线性 插值 函数 作为 ,/x) 的 近似 . 


例 9.3.1 试用 梯形 公式 (n = 1) 计算 定 积分 | e+dx 的 人 
解 当 = 1 时 ,梯形 公式 为 
[A X) dx = 





a) + 太 D)]. 
取 a=1,8=2,rx) =er, 得 
「 全 :dz 二 (e -加 =2.183 5. 


-本 
例 9.3.2 分 别 取 户 =5 000,800 ,而 ,用 梯形 公式 计算 定 积分 1 = 「 dx， 


并 与 精确 值 比 较 . 然后 观察 六 对 计算 结果 的 有 效 数 字 和 绝对 误差 的 影响 . 
解 ”根据 式 (9.5a) 编 写 并 输入 如 下 程序 

> >h=pi/ 8000;a=0;b=pi 2;X=a:h:b; 
nn=length(x),，Yy=exp(sin(X)); 
zl=(Y(1)+y(n))*hZ2;z2 =sumn(y(2:n-1))*hiz8000=zl+z2， 
Syms 七 
f=exp(sin(t)); intf=:int(ft,t,a,b)，Fs =double(intf)， 
Juewucha8g000 =abs(z8000 -Fs) 


运行 后 屏幕 显示 取 A= 5005 时 ,积分 区 间 | 0, 亏 | 上 等 距 节点 的 个 数 ", 用 梯形 公 
式 计 算 定 积分 7 的 值 zx oo 和 精确 值 矿 的 近似 值 天 ,及 其 绝对 误差 Juexorchas oo 如 
下 
英 = 2zZ8000 = 
4001 3.10437900500451 


Warning: ExPlLicit integral could notc be founa . 


> InC:N\MATLAB6P5N\toolbox\symbolicA\e symANvint.mat LIine 58 
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intf = FS = 
int(exp(sin(t)), 上 =0..1/2*xpi) 3.10437901785556 
JuUuewucha8000 = 

1.285104200832166e -008 


然后 再 分 别 取 疡 = 800 ,如 ,运行 后 屏幕 依次 显示 用 梯形 公式 计算 定 积分 / 


的 值 zx ,zs 和 与 精确 值 吕 太 的 近似 值 下 ,的 绝对 误差 Juevwrcehasoo ,Juexouchaao 
如 下 


Dn800 = Z800 = JuUewuchag00 = 

401 3.10437773275082 1 .285104739068288e -006 
mn80 = Zz80 = Juewucha80 = 

41 3.10425050738255 1.285104730022191e -004 


由 输出 的 结果 可 以 看 出 , 定 积分 工 的 被 积 函 数 的 原 函 数 不 是 初等 函数 ,所 以 
我 们 用 了 的 近似 值 忆 =3.104 379 017 855 56 与 用 梯形 公式 计算 工 的 值 作 比 


较 . 取 疡 = 订 000 时 ， 将 积分 区 网 | 0 ,2 于 | 分 成 4 000 等 份 ,得 au 与 尺 的 前 八 位 数 
字 相同 ,而 第 九 位 数字 不 同 , 且 绝对 误差 Juexorchaso =1.285 104 200 832 166e 
-008 ,这 说 明 am 具有 八 位 有 效 数 字 . 故 7=3.104 379 0. 取 忆 =800, 得 za 与 
玉 , 的 前 六 位 数字 相同 ,而 第 七 位 数字 不 同 , 且 绝 对 误差 Juexwrvcehaso = 
1.285 104 739 068 288e -006 ,这 说 明 xm 具有 六 位 有 效 数 字 . 故 7=:3.104 38. 取 户 = 
前 ,得 za 与 尺 的 前 四 位 数字 相同 ,而 第 五 位 数字 不 同 , 且 绝 对 误差 juewuchau = 
1.285 104 730 022 191e - 004 ,这 说 明 zs 具有 四 位 有 效 数 字 . 故 17=3. 104. 

由 此 可 见 , 步 长 六 越 小 ,用 梯形 公式 计算 定 积分 Z 的 结果 具有 的 有 效 数 字 的 
位 数 就 越 多 ,绝对 误差 就 越 小 ,精度 就 越 高 .下面 的 推论 也 给 出 了 误差 与 步 长 六 
的 关系 . 

推论 9.1( 复 合 梯形 公式 的 误 关 分 析 ) 设 函 数 妃 妃 在 闭 区 间 fa, 加 上 的 


n+1 个 等 距 节 点 = ao + 大 (*=0.1.2，…n= 9] 处 的 函数 值 为 


zi) (=0,1,2,…,n, 且 成 z 在 [ac, 匀 上 具有 连续 的 二 阶 导 数 , 则 复合 梯形 公 
式 (9.Sa) 或 (9.5b) 是 2 阶 收敛 的 , 且 存 在 志 es [ao,b0] ,使 得 式 (9. 5a) 的 截断 误差 
RAT,) 为 


如 (也 


RCTJ = 人 Kaar-m=- Else (9.7) 


如 果 记 W1 = 中 区 7 
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1R(CPTD < 站 15( -可 ， (9.8) 


证 明 梯形 公式 在 小 区 间 [x ,xx ,上 用 拉 格 朗 日 线性 插值 函数 局 (x) 代 替 
灰 x) ,容易 得 到 
xz) = 忆 (z) + 大 ov- 一 Mr)(Y 一 Mr) RE[xrsaxyil. 


因为 了 "( 旨 在 [ac,5] 上 连续 , 且 (x -xi)(x -和 和 0, 利 用 反常 积分 中 值 定 
理 ,在 [x， ,Xi 上 存在 一 点 各 E[xryxtsl] ,使 误差 为 


() fi 
2 


风 [Kx) -六 (2z)]dx = (一 YY) dx 


= -的 )， 
将 所 有 小 区 间 [xi ,xi] 上 的 误差 相 加 ,得 
人 Mad -7 卫 人 Ia-AC9ld 
包扎 rv 
= “12 2 7 (如 ) 
右 项 中 的 一 个 用 五 = “4 替换 ,得 


Jmaodz -mn =- 和 二 二 [ 工 | 


故 存在 #e [a,b] ,使 得 
RCTJ = md- = -人 27 
梯形 求 积 公 式 (9. 5a) 的 误差 可 用 





RCTJ1=| Jade (9.9) 
进一步 , 记 MH, = max|r”x)|l,ze(a,b), 则 
RCTJ Ts 总 12(-o. (9.10) 


(9.8) 式 表明 ， 人 5a) 的 误差 是 广 阶 的 . 于 是 若 fs C (co, 纪 ,由 (9.8) ， 
《9. 9) 式 可 得 im 一 = 〈 非 零 常数 ) , 称 梯 形 公式 (9. Sa) 是 2 阶 收 和 敛 的 . 





ie 
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9. 3. 2 的 误差 进行 比较 ， 取 户 =5 000 





解 根据 估计 误差 公式 (9.8) , 即 |RCAPT)| < 全 11( -a) ,其 中 站 = 
Ma = max |/ (xz) | , 先 输入 求 /"( xz) 的 程序 


> > SYymSs X 
Yy=exp(sin(x));Yxx=adaift(y,x;2) 
行 后 输出 被 积 函 数 的 二 阶 导 函 数 . 然后 输入 误差 估计 程 序 如 下 
> >h=pi 8000;X=0:0.000001:PpP172; 
yxx = -Sin(x).*xexp(sin(x)) +cos(x). 2.*kexp(sin(x)); 
RT =(h*2)*(Pi2)*max(yxXx)A 12 
wc= RT-(1.285104200832166e -008 ) 
运行 后 屏幕 显示 误差 限 的 估计 值 RT 和 wc = RT - Juewucha8000 的 计算 结 
果 为 
有 RT = WC = 
2.018637804707019e -008 7.335336038748535e -009 
由 此 可 见 , 误 差 限 的 估计 值 R7 比例 9. 3. 2 的 绝对 误差 Juevwrcjhasoo 约 大 
7.336 x10“, 这 符合 推论 9. 1 


9.3.2 梯形 公式 的 MATLAB 程序 


用 MATLAB 软件 和 梯形 公式 计算 数值 积分 和 估计 误差 限 除 了 用 例 9. 3. 2 
和 例 9.3.3 自己 编写 的 MATLAB 计算 程序 外 ,MATLAB 系统 提供 了 两 种 计算 程 
序 :一 种 是 梯形 数值 积分 (Trapezoidal doubleal integration ) 的 程序 trapz .mi; 另 
一 种 是 累加 梯形 数值 积分 (Cumulative trapezoidal doubleal integration ) 的 程序 
cumtrapz .m, 它 们 的 调用 格式 如 下 : 

(一 ) 函数 Erapz 的 调用 格式 

调用 格式 一 :Z =trapz(Y) 
输入 了 ,输出 为 按 梯 形 公式 (9. Sa) 计 算 的 了 的 积分 的 近似 值 (单位 步 长 ). 

(1) 如 果 输 入 了 是 向 量 , 则 2 是 了 的 积分 

(2) 如 果 输 入 了 是 矩阵 , 则 行 向 量 Z 是 了 的 每 列 的 积分 . 

调用 格式 二 :Z =trapz(X,Y) 
输入 玉 ， Y 为 同 长 度 的 数组 ， 输出 为 按 梯形 公式 (9. Sa) 计 算 了 对 下 的 积分 ( 步 长 
不 一 定 相等 ). 

调用 格式 三 :7 = trapz (X,Y,DIM) 或 trapz (了 ,DIM) 
输出 为 按 梯形 公式 (9.5a) 计 算 了 的 每 个 DIM 的 积分 ,其 中 下 的 长 度 必 须 和 
size(Y,DIM) 相 同 . 
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{ 二 ) 苑 数 cumtrapz 的 调用 格式 

调用 格式 一 :Z =cumtrapz (Y) 
输入 了 ,输出 用 梯形 方法 计算 的 了 的 累加 积分 (Cumulative integral) 的 近似 值 ( 单 
位 步 长 ). 

(1) 如 果 输 入 了 是 向 量 , 则 2 是 了 的 累加 积分 ; 

(2) 如 果 输 入 了 是 矩阵 , 则 行 向 量 Z 是 了 的 每 列 的 累加 积分 . 

调用 格式 二 :Z =cumtrapz (X,Y) 
输入 护 ,Y 为 同 长 度 的 数组 ,输出 用 梯形 方法 计算 的 了 对 互 的 累加 积分 ( 步 长 不 
一 定 相等 ). 

调用 格式 三 :Z = cumtrapz (X,Y,DIM) 或 cumtrapz (Y,DIM) 
输出 用 梯形 方法 计算 的 了 的 每 个 DIM 的 累加 积分 ,其 中 互 的 长 度 必 须 和 
size(Y,DIM) 相 同 . 

例 9.3.4 用 MATLAB 的 本 数 trapz 和 cumntrapz 分 别 计 算 


交 . 


| sm xdx, 精确 到 10… ,并 与 矩形 公式 (9.3) ,(9.4) 比较 . 
解 将 | 9, 到 | 分 成 20 等 份 , 步 长 为 机 ,输入 程序 如 下 (注意 crapz(Y) 是 
单位 步 长 ,Erapz(y) *h=trapz(x,Y)): 
>>h=pi/ 40;x=0:h:pi/2;YyY=exp( -X).*Ssin(Xx); 
zl1 =sum(y(1:20))*h，z2 =Sum(y(2:21))*h, z=(zl+z2)72 
z3 =trap2z(y)*h，z3h =-trapz(x,y)，z3c = CumLtrapz(y) *Ph， 
运行 后 屏幕 显示 用 抢 形 公式 (9.3),(9.4) 计 算 结 果 z ,za 和 二 者 的 平均 数 z, 函 
数 trapz 和 cumtrapz 分 别 计 算 结 果 z ,za 分 别 如 下 
2Z1 = Z2 = Z = Z3 = 2zZ3Dh = 
0 .3873 0 .4036 0.3954 0 .3954 0.3954 
2Z3C = 
Columns 1 上 through 7 
0 0 .0028 0.0109 0 .0234 0 .0395 0 .0586 0 .0798 
Columns 8 through 14 
0 .1028 0 .1270 0 .1519 0 .1771 0 .2023 0 .2273 0 .2517 
Columns 15 through 21 
0 .2755 0 .2983 0 .3201 0.3408 0 .3602 0 .3785 0 .3954 
显然 ,函数 crapz 和 cumtrapz 分 别 计算 结果 都 与 矩形 公式 (9.3)， 
(9.4) 计 算 结果 的 平均 数 z 相 等 , 即 za =ze=z=0.395 4, 梯 形 公 式 计 算 的 结果 与 
精确 值 Rs =0. 396 1 更 接近 . 但 是 ,函数 cumntrapz 计算 的 结果 展示 了 每 次 累 
加 计算 过 程 的 结果 . 
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例 9.3.5 ”用 梯形 公式 (9. 5a) 的 两 种 方法 分 别 按 列 和 行 计算 | Y(z)dx, 其 


中 
1 2 3 
(1) X 取 0 至 9 的 整数 ,了 =| 22 3 
(2) 瑟 =(0 3 11),7=(12 22 31). 
解 (1) 将 [0,9] 分 成 9 等 份 , 步 长 为 1, 输入 程序 如 下 (注意 rapz(y) 是 
单位 步 长 ) 
>>Y=[123;112231];zb=crapz(Y,L1)，zh=trapz(Y,2)， 
zcL = cumtrapz(Y,1)，zch =trapz(Y,2)， 
运行 后 屏幕 显示 用 函数 trapz 和 cumtrapz 分 别 计算 结果 
ZL = 6 12 17 
Zh = zcCL = Zch = 
4 0 0 0 4 
43 6 12 17 43 
(2) 步 长 不 相等 ,输入 程序 
， >>X=[o0311]iY=[122231];z=trapz(X,Y) ,zc =cumcrapz(X,Y) 
运行 后 屏幕 显示 用 函数 trapz 和 cumtrapz 分 别 计算 结果 如 下 : 
2 = ZC = 
263 0 51 263 
(三 ) 自 编 梯 形 数值 积分 的 MATLAB 主 程序 
另外 ,也 可 以 根据 梯形 公式 和 连续 增加 的 子 区 间 数 来 通 近 


KaDdz~ 王 袜 Ka) tel， 


编写 计算 数值 积分 的 程序 如 下 : 


梯形 数值 积分 的 MATLAB 主 程 序 
输入 量 :/un 是 被 积 函 数 Ax) ,ac,b 分 别 是 积分 下 .上 限 ,m 是 递归 的 次 数 . 


输出 量 :7 是 利用 梯形 公式 数值 计算 | Kx) ds 的 递归 值 








functionmT=zrctrap(fun,a,b,m) 
n=1ih=b-aiT=zeros(1, 了 +1)3X=ai 
T(1) =hx(feval(fun,a) +feval(fun,b))/2; 
for 奔 =1:m 
hh=hx2in=2ynis=0; 
for K=1:n7Z2 
x=a+hxr(2*xk-1);ys=s+feval(tftun,x); 


enQ 
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T(I+L)=T(i)v2 +h#ksi 


end 

T=T(L:m); 
例 9.3.6 用 rctrap 计算 1= 一 二 六。sdax, 递 归 14 次 ,并 将 计算 结果 与 

V2T Jo | 
精确 值 比较 . 

解 (1) 建立 fun.m 文件 命名 的 M 文件 函数 

functiony = fun(x) 

Yy = exp( (-x."2)./2)./ (sdrt(2*Ppiy))i 


(2) 输入 程序 
. > >T=rctrap(e@ fun,0,pi/2,14)，syms 七 

fi=int(exp(( -tt?*2)/2)v(saqrt(2*Pi)),t,0，piv2)， 

Fs = double(fi),，wT= double(abs(fi--TT)) 
运行 后 屏幕 显示 工 精确 值 Fs ,用 zctrap 计算 了 的 递归 值 7 和 了 与 精确 值 Fs 的 
绝对 误差 wy 如 下 

了 = 

Columns 1 上 hzrough 4 

0.40457385587044 0.43245899179539 0.43953669400491 

0.44129851884975 

Columns 5 七 rough 8 

0.44173842995173 0 .44184837274713 0.44187585624611 

0.44188272698315 

Columns 9 through 12 

0.44188444465881 0.44188487407718 0.44188498143174 

0.44188500827038 

Columns 13 上 through 14 

0.44188501498004 0 .44188501665745 

FS = 

0.44188501721659 

WwT = 

Columns 1 througn 4 

0.03731116134615 0.00942602542121 0.00234832321168 

0.00058649836684 

Columns 5 through 8 

0.00014658726486 0.00003664446946 0.00000916097048 

0.00000229023344 

Columns 9 上 through 12 

0.00000057255779 0.00000014313941 0.00000003578485 
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0 .00000000894621 
Columns 13 throughnh 14 
0.00000000223655 0.00000000055914 


由 此 可 见 ,递归 14 次 ,用 rctrap 计算 数值 积分 的 结果 与 精确 值 的 绝对 误 
善 为 5.591 4 x10 ,7~0.441 885 017. 


9.3.3 六 普 森 (Simpson) 公式 及 其 误差 分 析 


为 提高 精度 可 以 用 分 段 二 次 插值 函数 代替 . 几 x). 由 于 每 段 要 用 到 相 邻 两 个 
小 区 间 端 点 的 三 个 函数 值 ,所 以 小 区 间 的 数目 必须 是 偶数 , 记 半 =2m,=0， 
1 ,…，, 有 .在 第 大 段 的 两 个 小 区 间 上 用 三 个 节点 (xx xs))， (xx xzxakti))， 
(xz xz)) 作 二 次 插值 画 数 S.(x) ， 然后 积分 可 得 


站 ”CDdz= 闻 Ha +4KmasD + 


求 亚 段 之 和 就 得 到 整个 区 间 上 的 近似 积分 . 
定理 9. 2( 复 合 辛普森 公式 ) ” 设 函 数 扎 ) 在 闭 区 间 [c, 缮 上 的 2m +1 个 等 
虐 节 点 aa = e+ 态 (让 =0,1,2,…,2m 作 = 于?] 处 有 定义 , 且 其 函数 值 为 几 x) 
(=0,1,2,…，,2m), 则 在 [c,] 上 有 
六 一 4 


天 可 ~ 上 班 
3$. = 本 [KoO+ 厌 D+2> 大 ooD+4>2 大 oo] = 《911) 
天 = 大 = 








使 得 
7 = 丰 aar=ss+R01.3)， (9.12) 


其 中 R(CA,S.) 是 $. 的 截断 误差 , 即 余 项 . (9. 11 ) 式 称 为 复合 辛普森 数值 积分 公 
式 , 简 称 辛 普 森 公 式 . 


例 9.3.7 用 辛普森 公式 (9.11) 计 算 -友人 -dx 取 m=20 001 个 等 


贡 节 点 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 比较 ,然后 再 取 = 13 计算 ,观察 对 误差 的 影 
听 . 
解 由 m”=2m+1=20001, 得 =10000. 根 据 辛 普 森 公式 (9.11) 编 写 并 输 
入 下 面 的 程序 
>>a=0ib=1lim=10000;h=(b-a)/ (2*+m)ix=a:h:b; 
y=exp(( -x."2)./2)./(sGart(2*Ppi)); 
zl =y(1) +y(2*m+1); z2 =2*+sum(y(2:2:2+m));i 23 =4*Ssum(y(3:2:2 +m)); 
z=(zl1+z2+z3)*hX3，symst,f=exp((-t?*2)/2)/(sqrt(2*Pi)); 
intft = int(f,c,a,b)，Fs = double(intf); Juewucha =abps(z -Fs) 


运行 后 屏幕 显示 用 辛普森 公式 (9. 11) 计 算 定 积分 了 的 近似 值 x 和 精确 值 如 矿 及 
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其 绝对 误差 Juexwrucha ( 取 =20 001 个 等 臣 节 点 ) 如 下 


Z = 
0.34133406408431 
In 七 荆 = 
1125899906842624/5644425081792261 *k erEf(1/A2 *2”(1A2))*22”(17Z2)+Pi(1A2) 
Juewucha = 
1.068198423692657e -005 


然后 再 取 ”= 13 计算 的 近似 值 和 与 精确 值 pif 及 其 绝对 误差 Juewveha 的 
结果 为 :z = 0. 323 261 353 494 30，Fs = 0.341 344 746 068 $4 , Juerxoucha = 
0.018 083 392 574 25. 由 此 可 见 , 节 点 的 个 数 直 越 大 , 步 长 越 小 ,其 绝对 误差 
也 越 小 . 这 个 结论 我 们 可 以 用 证 明 推论 9.1 的 方法 证 明 ,其 结果 见 下 面 的 推论 

推论 9. 2( 复合 辛普森 公式 的 误差 分 析 ) ” 设 函 数 /sx) 在 闭 区 间 [a, 引 上 的 
-元 允 处 的 函数 值 为 /xu) 
(4=0,1,2,…,2m) , 且 拟 ] 在 [a, 如 上 具有 连续 的 四 阶 导数 , 则 复合 辛普森 公式 
(9.11) 式 是 4 阶 收 伍 的 , 且 存在 志 s [e,b] ,使 得 (9. 11) 式 的 截断 误差 为 


RSJ = | Madz-S = -和亲 27F2( 多 (9.13) 
如 果 记 M, = max | 矿 ”(x) | , 则 式 (9. 11) 在 [a,b] 上 的 绝对 误差 限 为 





2mm +1 个 等 距 节点 =a+ 硕 (=012， 2m= 


天 
么 1804W4( 一) (9.14) 





RSJ1= | Kaode-s， 


和 
2 


例 9.3.8 估计 用 辛普森 公式 计算 定 积分 1= | es” "dx 时 的 误差 , 取 玉 = 


0 


40- 
解 ”根据 估计 误差 公式 (9.14) , 先 输入 求 . 姑 ”(*) 的 程序 
> >Syms X,yY =exp(sin(x));Yx4 =dqaiff(y,x,4) 
运行 后 输出 被 积 函 数 的 四 阶 导 函 数 ( 略 ). 然后 再 输入 误差 估计 程序 
> >h=pi 40;Xx=0:0.00001:PIiA2i 
YXxX4 = Sin(x).*kexp(sin(x)) -4*cos(x). 2.*kexp(sin(x)) +3*sin(x). 2. 
* exp(Sin(x)) -6*kSsin(x).*cos(x). "2.+*exp(sin(x)) +cos(x). 4.*xexpf(sin(x)); 
Juyx4 = abs(yx4); RS=(h*4)*(pi/2)*+max(juyx4)v180 
运行 后 屏幕 显示 误差 估计 值 
RS = 
3.610450295892220e -006 


9.3.4 辛普森 数值 积分 的 MATLAB 程序 
用 MATLAB 软件 和 辛普森 公式 计算 数值 积分 和 估计 误差 限 队 了 用 例 9. 3. 7 
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和 例 9.3.8 自己 编写 的 MATLAB 计算 程序 外 ,MATLAB 系统 还 提供 了 用 自 适应 
辛普森 公式 计算 数值 积分 的 程序 quad.m, 具 体 的 调用 格式 如 下 : 
调用 格式 一 :quad('" fun ",a,b) 

计算 函数 了 =Aun(X) 在 区 间 (a,b) 上 的 数值 积分 ,自动 选择 步 长 ,在 MAT- 
LAB 6. 3 中 绝对 误差 限 为 10 ,在 MATLAB 5. 3 中 误差 限 为 10 ,输出 数值 积 
分 值 . 其 中 函数 了 = 放 mr( 下 ) 是 以 fun.nm 文件 命名 的 M 文件 函数 (或 库 函 数 如 
"sin'"，1og ') ,或 者 是 F = inline(' fun ') 形 式 , 或 者 数组 ,图 数 了 = 廊 m( 瑟 ) 
将 接受 向 量 的 自 变 量 ,并 且 返 回 结果 是 向 量 了 , 即 在 互 的 每 个 元 素 处 的 积分 估计 
值 . 

调用 格式 二 :auaad( "fun ,a,b,tol) 

同上 ,但 指定 绝对 误差 限 为 to1 ,默认 值 为 10 ,在 MATLAB 5. 3 中 误差 限 为 
iD 一. 

调用 格式 三 :[Q,FCNT] = quad (...) 

输出 数值 积分 值 C 和 函数 赋值 的 编号 FEFCNT. 

调用 格式 四 :auad('` fun ",a,b, tol ,TRACE) 

输入 量 非 零 数 TRACE , 则 会 以 动态 的 形式 显示 在 递归 求 积分 的 整个 过 程 的 
[fcnt ab-aocl] 的 值 ; 

调用 格式 五 :quad(' fun ',a,b, tol,TRACE,P1,P2，-...) 

此 命令 规定 对 函数 fun (X,P1,P2,...) 附 加 的 参数 P ,P,,… 直 接 通过 . 
传递 rol 或 TRACE 的 空 矩 阵 使 用 默认 值 . 

说 明 :(1) 上 面 所 有 的 被 积 函 数 fun 的 调用 格式 ,都 必须 指定 被 积 函 数 
fun 为 嵌入 对 象 FE = inline(' fun ') ,然后 调用 Q = quad(F,a,b) 或 指定 
为 函数 处 理 ,例如 ,将 被 积 函 数 fun 作 一 个 名 为 myfun.m 的 M 文 件 

functiony = myfun(x) 
Y = Eunm(CX) 
然后 调用 Q = quad(@myfun,a,b,...). 

(2) 在 定义 被 积 函数 fun 中 的 运算 用 数组 算 子 .* ，./ 和 .… ; 

(3) 如 果 没 有 给 定 被 积 函 数 y = 施 mn 的 具体 表达 式 , 而 只 给 定 了 积分 变量 和 
被 积 函 数 的 离散 的 数据 互 = (xo,xzi，…x,), 工 = (yo,yi,…，,y。) 或 数 表 : 









则 常用 的 处 理 方法 如 下 : 
首先 利用 插值 方法 (如 分 段 样 条 插值 ,分 段 低 阶 的 拉 格 朗 日 插值 等 方法 ) 求 
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出 分 段 插值 函数 户 n” ,然后 用 说 明 (1) 中 的 方法 重新 指定 捅 值 函 数 fun . 
(4) 在 MATLAB 6.5 中 可 以 计算 无 界 函 数 的 反常 积分 . 
我 们 还 可 以 根据 复合 辛普森 公式 编写 名 为 comsimpson.nm 的 计算 


中 sx)dzx 的 数值 积分 的 MATLAB 主 程序 . 


复合 辛普森 数值 积分 的 MATLAB 主 程序 
输入 量 :An 是 被 积 函 数 .fx) ,a, 分 别 是 积分 下 .上 限 ,m” 是 小 区 间 的 数 





目 . 





答 出 量 :y 是 利用 复合 辛普森 数值 积分 公式 (9. 11) 计 算 | 7) ds 的 数值 
积分 结果 . 


functiony =comsimpson(ftuny,ay,b,n) 











2z1 =feval (fun,a) + feval (ftun,b)im=mnZ2; 
hnh=(b-a)A (2*m)ix=as 
z2 -=0; z3 -0;x2 =0;x3 =0; 
for K =2:2:2*m 
X2 =X+kKky*hiz2= z2 +2*Efeval (fun,x2); 
enaQ 
for KkK =3:2 :2 * 贡 
Xx3 =X+Kkyhiz3= z23+4*kfteval (fun,x3); 
end 


Y=(zl+z2+z3)*#kh 3 
1 妇 
例 9.3.9 用 comsimpson. m 和 auad.m 分 别 计 算 定 积分 7 = 一 | e 5dx， 
WV2T 0 


取 精 度 为 10 ,并 与 精确 值 比较 . 
解 (1) 建立 fun.m 文 件 命名 的 M 文件 一 数 
functiony = fun(xy) 
Y = exp( (-x."2).2)./(sqrt(2*pi)); 
(2) 输入 程序 
> > fol,FcNT14] = quad(e fun,0,1,1.e-4;,3)， 
Q2 =comsimpson (ee fun,0,1,10000) 
SYImS XX 
fi =inbt(exp((-X. ”2)./2)./(sqrt(2*+pi)),x;0,1);y FS= aouble (fi) 
wQl = double (abs(fi-Ql))，wQe2 = double (abs(fti-Q2) ) 
运行 后 屏幕 显示 L 了 的 精确 值 天 ,用 comsimpson.m 和 quad.m 分别 计算 了 的 近 
似 值 0, ,0, 和 和 迭代 次 数 FCN714 , 取 精 度 分 别 为 10 ,0: ,0 分 别 与 精确 值 严 的 
绝对 误差 w@: ,zwO, 如 下 
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9 0.0000000000 ”2.71580000e -001 0.1070275100 
11 0.2715800000 4.56840000e -001 0.1597942242 
13 0.7284200000 2.71580000e -001 0.0745230082 
Ql = FCNT14 = Q2 = 
0 .3413 13 0.3413 
FS = wQl = WwWQ2 = 
0.3413 3.6619e -009 3.7061e -005 


1 


例 9.3.10 ”用 辛普森 公式 和 梯形 公式 分 别 计算 定 积分 7= - | ecos 2xdx , 取 


精度 分 别 为 10 - 和 10 ,并 与 精确 值 比较 ,说明 二 者 公式 的 计算 速度 . 
解 ”输入 程序 
>>F = inline('-exp(x. 3).ycos(2*X) )3 
[Ql11,FCNT11] = quad(F,0,1,1.e-11l) 
[o7 ,FCNT7] = quada(F,0,1,1.e-7)， 
hl = 1X1000000;h2 = 17/10000; xl =0:hl:1;x2 =0:h2:1; 
y1 = -exp(xl.*3).*cos(2*X1l); 
Yy2 = -exp(x2.*3).*cos(2*x2);zllc=cumtrapz(xl,yl)， 
2z7c = CumErapz(Xx2 ,Y2) ， 
SYmS 区 
fi=int( -exp(x."3).*cos(2*xXx),x,0,，1);1PFSs= Gouble (fiy) 
wzllc =abs(Fs-zllic),wz7c =abs(Fs-z7c)， 
waQl11 =abs(Fs-Qll), wo7 =abs(Fs-Q7)， 
运行 后 屏幕 显示 了 精确 值 六 ,用 辛普森 公式 和 梯形 公式 分 别 计算 了 工 的 近似 值 
0 0,ziuyz 和 和 迭代 次 数 PFCNT ,PFCN7 , 取 精 度 分 别 为 10- ”和 10 ,并 与 精 
确 值 x 的 绝对 误差 wzieyzozrQu ,zw0 如 下 


Qill = FECNT11 = 
-0.42854543302034 305 
Q7 = FCNT7 = 
-0.42854543101012 41 
2Z11C = 


Columns 999997 through 1000000 
-0.42854995777048 -0.42854882659527 -0.42854769541173 
-0.42854656421986 
Colurmn 1000001 
-0.42854543301964 
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Columns 9997 through 10000 
-0.42899724132379 -0.42888441241979 -0.42877150027131 
-0.42865850483633 
Colurmn 10001 
-0.42854542607276 
Warning: ExPlicit integral could not be founad . 
>InC:N\MATLRAB6P5P1 AN\toolpoxAN\symbolicA\e symAN\inct.m at 1ine 58 
FS = 
-0.42854543302032 


Columns 999997 through 1000000 
0.00000452475016 0.00000339357496 0.00000226239142 
0.00000113119954 
Column 1000001 
0.00000000000068 


Columns 9997 through 10000 
0.00045180830347 0.00033897939947 0 .00022606725100 
0.00011307181601 
Column 10001 
0.00000000694756 
wQl1l = wQ7 = 
2.337019466835955e -014 2.010192234891406e -009 
可 以 看 出 ,辛普森 公式 的 计算 速度 明显 快 于 梯形 公式 . 如 上 面 输出 的 结果 所 
示 , 若 要 求 e =10 -”, 则 对 于 辛普森 公式 ,迭代 m=305 次 , 即 可 终止 计算 , 且 实 际 
数值 积分 值 CQ，= -0. 428 545 433 020 34 = - 0. 428 545 433 020 3 与 精确 值 
Ps = -0.428 545 433 020 32 的 绝对 误差 已 经 达到 v@, =2.3 x10-“; 而 用 梯形 
公式 计算 ,和 迭代 半 =1 000 001 次 才 达 到 要 求 , 且 实际 数值 积分 值 zi。 = 
-0.428 545 433 019 64=~ -0. 428 545 433 与 精确 值 产 的 绝对 误差 才 达 到 zz 
=~6.8 x10 ”<zw0.， 若 要 求 e=10…, 则 对 于 辛普森 公式 ,迭代 =41 次 , 即 可 
终止 计算 , 且 实 际 数值 积分 值 Q, = -0. 428 545 431 010 12 = -0. 428 545 43 与 
精确 值 Fs 的 绝对 误差 已 经 达到 w@, =2. 0 x 10 ;而 用 梯形 公式 计算 ,迭代 m= 
10 001 次 才 达 到 要 求 , 且 实 际 数值 积分 值 > = - 0. 428 545 426 072 76 = 
-0. 428 545 43 与 精确 值 Fs 的 绝对 误 关 才 达到 zzus=~6.9x10” <vwo). 综 上 所 
述 ,辛普森 公式 比 梯形 公式 计算 定 积 分 的 计算 速度 快 且 精度 高 . 
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例 9.3.11 用 MATLAB 函数 int 和 quada 计算 无 界 函 数 的 反常 积分 


「 工 dx 
ov 
解 方法 1 首先 将 下 面 名 为 funl .m 的 程序 保存 为 M 文件 
function YY = funl(x) 
Y =X.( -17Z2); 
然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 


> > [fQ ,FCNT] = quad(e ftun1,0,1,1.e-14,3) 


运行 后 屏幕 以 滚动 形式 显示 在 递归 求 积分 的 整个 过 程 的 值 如 下 


6142 0.9830262500 1.69737500e -002 0.0170463949 
6144 0 .9830262500 8 .48687500e -003 0.0085414363 
6146 0.9915131250 8.48687500e -003 0.0085049586 


Warning:， Minimum step size reachedi SingularitY possipble. 
(Type "warTmning off MATLAB: quad:MinStepSize"”to suppress this 
warning.) 
> InC:N\MRARTLRAB6pP5P1\toolbox\mat1lab\funfunA\cuad .nm at 1ine 85 
Q = FCNT = 
1.99999999979330 6146 
方法 2 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> >  SYyms 
F=int(x.( -1ZX2);,x;0,1) 
运行 后 屏幕 显示 求 积分 的 结果 
下 = 
2 


9.3.5 牛顿 - 科 茨 (Newton-Cotes) 公式 及 其 误差 分 析 


在 构造 矩形 公式 .梯形 公式 和 辛普森 公式 时 ,我 们 使 用 简单 的 多 项 式 P(z) 
代替 被 积 函 数 所 四) 来 构造 求 积 公式 . 通常 ,我 们 也 是 用 简单 的 、 便 于 积分 的 、 又 
逼近 于 被 积 函数 扩 x) 的 函数 P(x) 代 替 妃 幻 来 构造 求 积 公 式 . 由 于 多 项 式 不 但 计 
算 方 便 , 而 且 容易 积分 ,因此 , 常 取 P(x) 为 一 个 多 项 式 ， 


设 次 拉 格 庆 日 多 项 式 为 
PC = 六 Ho 4， (09.15) 
而 ”次 多 项 式 为 
La) = 人 (s) 有 =0,1,2 nm， (9. 16a) 


(xz 一 2 (xs) 
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其 中 (xz]) = (zz)(z -ai)(z 一 把) (和 
另外 , 式 (9. 16a) 还 可 以 表示 为 


疙 


区 一 和 





2 =T[ IT =0) 2， (9.16b) 
于 是 
madr= 「 元 (xz)dx+ 玉 ( 记 大 ). (9.17) 


这 样 得 到 一 个 数值 插值 求 积 公式 
jos 立 Xe 9Odaz= 袜 生 As， 


其 中 丰 = 「 4)de 将 这 个 结论 用 定理 表述 如 下 . 


定理 9.3(nm 次 拉 格 明日 插值 求 积 公 式 ) 设 函 数 扩 xz) 在 闭 区 间 [a, 引 上 的 
+1 个 节点 a = 和 < 和 < 和 <…<% = 处 有 定义 , 且 本 数值 为 (xi) 
(E=0,1,2,…,n)，, 则 在 闭 区 间 [a, 引 上 存在 


「 ZL (xz)dz=L(F) = > Xi) 「 1.(x)dx， (9.18) 

使 得 (9.17) 式 成 立 . 其 中 必 (z) 为 (9. 16a) 式 或 (9. 16b) 式 ,R(AL) 是 忆 (CA) 的 截 
断 误 差 , 即 余 项 ,(9.18) 式 和 (9. 16a) 式 是 = 次 拉 格 朗 日 插值 求 积 公式 . 

推论 9.3(z 次 拉 格 朗 日 插值 求 积 公式 的 误差 分 析 ) “” 设 函 数 几 x) 在 闭 区 间 

fa, 习 上 的 mm+1 个 节点 @=xo<x<xa <…<xXn 二 二 处 有 定义 , 且 其 函数 值 为 

zx)(E=0,12,…n) ,oO 在 [ab 上 具有 连续 的 m+1l 阶 导数 , 则 存在 上 e 
[a,b] ,使 得 = 次 拉 格 朗 日 插值 求 积 公式 (9.18) 式 的 截断 误差 员 (./,7.) 为 

RCID) = | AaOdz -nn) 


”own 人 2) 


-Jr+Dl 
如 果 记 M,，， = max | 矿 ”2( xz) | , 则 在 [a, 习 上 (9.18) 式 的 绝对 误差 限 为 
RUI | Joa-noD| 


|ws(x) | 
n+1 (n+D1l 


如 果 闭 区 间 [c, 匀 上 的 mm+1l 个 节点 a=x< 和 <x<…<x =8 是 等 距 节 
点 , 即 步 长 户 =xi 一 和 -2 


得 到 下 面 的 两 个 推论 . 





CD2( 志 )dx， (9. 19 ) 


安 


到 





dx. (9. 20 ) 





(FE=0,1,2,…,m), 则 由 定理 9.3 和 推论 9.3 可 以 
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推论 9 4(m 阶 牛 顿 _ 科 欧 公 式 ) ” 设 函 数 记 中 在 闭 区 间 [a, 引 上 的 m+1 个 
“二 2] 处 有 定义 , 且 其 函数 值 为 Ki) 


好 


(FE=0,1,2,…,m) , 则 在 闭 区 间 [o, 妇 上 存在 = 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 





等 距 节 点 we = e+ 及 [ 丰 =0,1,2， 和 m 丰 = 


NC,( 有 =(8-o) 六 CC Kx ， (9.21) 
使 得 和 
Joaz=Nc.(o +RCNC.U))， (9.22) 
其 中 科 茨 系数 C42(5=0,1,2,……,m) 为 
cp- (DeDG-E+DG-E-1D 0- 由 业 





nEO-i1 jn 
(9.23) 
从 守 阶 科 黄 系数 (9.23 ) 式 可 以 看 出 , 科 蒋 系数 只 与 有 关 , 与 积分 区 间 和 
被 积 函 数 无 关 . 因此 ,只 要 给 出 m, 就 可 以 算出 科 茨 系数 ,从 而 写 出 呈 阶 牛顿 - 科 


欧 公 式 . 应 用 阶 牛顿 - 科 英 公式 (9.21) 计 算 定 积分 |/ dx 时 ,一 方面 由 于 


它 是 由 (9. 22) 式 去 掉 余 项 R(AP,NC,(/)) 得 到 的 ,因而 产生 截断 误差 
R(H,NC,(P)); 另 一 方面 ,由 于 计算 机 的 字 长 是 有 限 的 ,函数 值 可 能 带 有 误差 ,并 
且 计算 WC,(P) 的 过 程 中 还 会 有 含 人 误差 . 关于 截断 误差 RCH,NC.(AF)) 有 下 面 的 
推论 . 

推论 9. 5S(n 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 的 误差 分 析 ) 〈1) 当 = 为 偶数 时 , 设 画 数 
扩 z) 在 闭 区 间 fc, 眉 上 具有 +2 阶 连续 导数 , 则 存在 上 es [ao,b] ,使 得 = 阶 牛 
顿 - 科 茨 公式 (9.21) 的 截断 误差 R(L/,wWC,(F) ) 为 


302) ( 和 


RUNC(D)) = 一 | -DG-2G-3) 4- 由 业 


(9.24) 
(2) 当 nm 为 奇数 时 , 设 函 数 扩 zx) 在 闭 区 间 [o, 上 具有 +1l 阶 连 续 导数 , 则 
存在 上 Ee [a,b0] ,使 得 ” 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 (9.21) 的 截断 误差 RCHP,NC.(7) ) 为 


天 Cn+l》 关 
RUPNCLLAD)) = 大 一 六-DG-2)G-3) 和 (同业 


Ca+lDI 
(9.25) 


一 Q 六 一 @ 
了 ]+2(e+2 二 )* 
已 一 Q 


321 “+3 ] +7X)]. (9. 26) 


例如 , 当 m=4 时 ,得 到 基本 科 茨 公式 


六 一 Q 


raa = 弓 5[o rsz(ot 
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基本 科 蒋 公式 (9. 26) 的 截断 误差 RUA,NC。(F) ) 为 
R(A,NCe(F)) = = 人 | Fo(06) 过 E[e, 扫 . (9.27) 


下 面 考虑 半 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 与 梯形 公式 .辛普森 公式 的 关系 . 
(1) 当 m=1 时 ,得 到 基本 梯形 公式 























「 Kaodx=~ 与 。 (9.28) 
截断 误差 为 
RUPNCI(a) = -他 二 (es Te 人 . (9.29) 
(2) 当 =2 0 
| Kaoax= 气 “Ko +4( 呈 9 + 岂 D)] ， (9.30) 
截断 误差 为 
RCA,NC:(z)) = -着 ( 邱 ]752(9 ,este (9.31) 
(3) 当 m=3 时 ,得 到 37 8 辛普森 公式 
Jou 二 a) 让 
43 (n+2 7 字 ] + (9.32) 


为 了 便于 应 用 ,我 们 将 一 =1,2,…，,8 RS CC2(E=0,1,2,…,a) 列 
和 人 和 表 9 -2, 利 用 这 张 表 ,可 以 很 快 地 写 出 m=1,2,…,8 的 牛顿 - 科 茨 公式 . 
表 9-2 nmn=1,2,…,8 的 科 茨 系数 C!”( 上 =0,1,2,…,m) 


=1,2,…,8 的 科 茨 系数 C42 (=0,1,2,…， 

















1 1 
| 3 
1 几 1 
2 6 3 6 
1 村 3 1 
3 8 8 8 8 
交 国 汪 16 2 16 
90 45 15 45 90 
中 | 5 25 阁 25 19 
288 96 144 144 96 288 
6 41 9 9 34 9 9 41 





840 35 280 105 280 35 840 
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续 表 










2a=12.8 的 科 蒋 系 数 CO (CE=0 12， 7 


751 3 577 1 323 2 989 2 989 1 323 3 577 751 
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17 280 








989 5888 928 10496 _ 4540 10496 928 5 888 989 
28 350 28 350 28 350 28 350 28 350 28 350 28 350 28 3S0 28 350 











例 9%.3.12 写 出 8 阶 牛顿 - 科 蒋 公式 ,并 用 MATLAB 软件 求 用 该 公式 计算 
定 积分 1= | erdx 的 误差 公式 . 
解 (1) 从 表 9 -2 可 以 查 出 8 阶 牛 顿 - 科 蒋 公 式 的 科 蒋 系数 C47” 


(=0,1,2,…,8) 为 




















989 5 888 
《8)_mC8)》 (8) ms) 
Co = “28 350， Cr ”28 350 
928 10 496 
《8) 《8) 一 __ (8) _mC8) 
C:， =(4 28 350， Cs ”28 350， 
4 540 
(8 6 ,7 
(4 28 35S0， 和 9 9 4，,5， 9 ,8 ) 9 





根据 牛顿 - 科 茨 公式 (9.21) 得 8 本 科 茨 公式 为 


| ADdz=(-a > cf ， 


3 888 
即 wCeD =(4-9{ 霹 38) re]+ 双 350LUn) re)1- 














928 10 496 4 540 
二 20LUn) + + 鸡 350LKs) rz] -55350 人 Xe 


(9.33) 


(2) 根据 牛顿 - 科 茨 公式 的 截断 误差 公式 (9.24) , 即 
RCANC 0) -和 PUTDU 20 -3)0 站 dt 
”1 (m+2)1 0 ， 
输入 程序 
> > SU=I; 
for k =1:10， 
SU=SU# 和 ; 
enaQ 
SU 
Syms 上 己 DDM 
f=ExtLyk(L-1) (EL-2) (LE-3) 交 (一 4)》 本 (L -5)》*( 世 -日 ) 


(t-7) *(t-8); 
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intf =int(tf,t,0,8),Yy=adqouble(intf)， 
RNC8 = (((b-a)8)11)* Myy/ Su 
运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 
SU = Intf = y = 
3628800 -6062087/33 -1.836993939393939e +004 
RNC8 = 
-35065906189543/6926923254988800*#(1/A8*#xpb-I1/A8*a) 11 克 


即 ,8 阶 牛 顿 - 科 蒋 公式 的 截断 误差 公式 为 
RUANCCD) = -88 人间 ] 7 (9 ,se Ia, (9.34) 


例 9.3.13 用 MATLAB 软件 估计 用 8 阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 定 积 分 





全 


1= | 。” "dx 的 误差 , 取 15 位 小 数 . 


解 下 面 分 别 用 (9.34) 式 和 牛顿 - 科 茨 公式 的 截断 误差 公式 (9.24) 两 种 
方法 估计 误差 . 
先 输入 求 Fo(z) 的 程序 

> > SyImS 

YyY=exp(sin(x)); yxt0 =dift(y,x,10) 
运行 后 输出 被 积 函 数 的 十 阶 导 函 数 ( 略 ) ,然后 再 根据 (9.24) 式 和 (9.34) 式 ,用 
两 种 方法 估计 误差 ,输入 误差 估计 程序 

> > SYS 七 

a=0ib=pi/2;f=tkty(t-1l) *(t-2) *( 七 -3) *( 4) w(t-5) 和 
(t-6) s(E -7) ws(t -8); 

intf = int(ftit;,0,8);，y =aouble(intf);yh=pi40;X=0:0.00001:pPi7 2 

YX10 = -120*cos(xX).8.*#yexp(sin(X)) +256* Cos(X) .~2. 半 
exp(sin(x)) +2352 * Cos(X). 6.*# exp(sin(XxX)) -5440*# Cos(X). 4.# 
exp(sin(x)) +cos(x).*10.*exp(sin(x)) -45*ycos(x). 8.*exp(sin(Xx)) . 
sin(x) -3150*#Ssin(x). 3.#*cos(X). 4.+exp(sin(x)) +630*Ssin(x). 2. cos(Xx).” 
6.*+exp(sin(x)) +4725* Sin(X). 4.#kCcos(X). 2.* exp(sin(X)) +2730 ，* 
Sin(x).#cos(Xx). 6.*exp(sin(x)) -15750* Sin(Xx). 2.*cos(X). 4. 
exp(sin(x)) +22050*Ssin(x). "3.*+cos(Xx). 2.*kexpb(sin(Xx)) -19530*# Sin(X) . 
cos(Xx). 4.*kexp(sin(x)) +25515# Sin(x). 2.*xcos(X). 2.*exp(sin(X) ) + 
7125*sin(x).*kcos(x).^2.*exp(sin(x)) -sin(x).*exp(sin(X)) -255* 
sin(x).^2.*kexp(sin(x)) -2205*sin(x)."3.*exp(sin(x)) -3150*sSsin(X) . 
^4.*kexp(sin(X)) -945*Ssin(x). 5.*kexpb(sin(x))， 

myXx1l10 =max(yx10)，su =1; 

for KK=1:10 
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SU=SU#K; 
enQ 
sui RNC8 =abs((((b-a)/8) 11)* myxl0*yYy/ suy) 
sRNC8 = abs((((P -a)/8) 11) * myxl0 * 35065906189543 / 
6926923254988800) 


运行 后 屏幕 显示 误差 估计 值 如 下 
myx10 = RNC8 = 
1.307200234011939e +004 1.106663529789837e -006 
SRNC8 = 
1.106663529789837e -006 
由 此 可 见 , 取 15 位 小 数 时 ,用 两 种 方法 估计 8 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 计算 定 积 
分 了 的 误差 都 为 1. 106 663 529 789 84 x 10 -5. 
说 明 :我 们 可 以 证 明 , 当 科 蒋 系数 C4” (上 =0,1,2,…,m) 都 为 正 数 时 ,相应 
的 8 阶 牛顿 - 科 蒋 公式 是 稳定 的 .但 是 从 表 9 -2 可 以 看 出 , 当 mz>8 时 , 科 茨 系 
数 CC2(E=0,1,2,…,n) 有 正 数 ,也 有 负数 ,此 时 该 公式 的 稳定 性 没有 保证 . 另 
外 ,并 非 对 一 切 连 数 函 数 Kx) , 当 n 一 o 时 ,截断 误差 瑟 (/,NC.(A )) 一 0, 即 牛 
顿 - 科 茨 公式 的 收 敏 性 没有 保证 . 所 以 在 实际 计算 时 很 少 用 高 阶 的 牛顿 - 科 蒋 
公式 ,而 是 通过 低 阶 复合 途径 求 数值 积分 ,也 就 是 将 区 间 [a, 纪 分 成 个 等 长 的 
小 区 间 [x，, ,xj] ,在 每 个 小 区 间 fx,， ,xi] 上 用 低 阶 的 牛顿 - 科 茨 公式 计算 数值 
积分 ,然后 累加 这 些 近似 值得 到 所 求 的 积分 近似 值 ,这 就 是 我 们 在 前 面 介 绍 过 的 
合法 ,用 此 法 得 到 的 公式 称 为 复合 求 积 公式 . 
-CC 


如 果 将 区 间 [o, 疏 分 成 上 等 份 , 则 步 长 上 = 一 


(E=0,1,2,…,m) 可 以 得 到 前 面 介绍 的 复合 梯形 求 积 公式 和 复合 辛普森 公式 以 
及 下 面 的 复合 科 茨 求 积 公 式 . 

推论 9.6( 复 合 科 蒋 公 式 及 其 误差 分 析 ) 如果 将 区 间 [a,] 分 成 ”等 份 , 则 
步 长 天 -也 -xx,=a+(k-l)h(E=0,1,2,…,n), 则 有 复合 科 茨 求 积 公式 


形 





,+ (K-T1) 太 





了 天 有 一 1 玉 m=1 太 
| ad 一 站 [Ko+ 32 > ya 二 亏 )+ 27A(x + 子 )+ 


32 立 /+ 3 + 14 卫 7) + 77C0)]. (9.35) 

如 果 函 数 扎 轨 在 闭 区 间 [a, 习 上 具有 连续 的 6 阶 导数 , 则 存在 上 es [ac, 如 和 

&e[xxzoi] (5=0,1,2, ma-1) ,使 得 (9. 35) 式 在 [o, 拉 上 的 截断 误差 
RCH NCCF ) ) 为 


RONCU)D = -并 ( 


和 706， (9.36a) 
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RCPNCCF )) = -站 (未 机 了 72(9) (9.36b) 


9.3.6 牛顿 - 科 茨 数值 积分 和 误差 分 析 的 MATLAB 程序 


下 面 介绍 计算 科 茨 系数 C5” 和 估计 (9. 21) 式 在 [ac, 刀 上 的 截断 误差 
R(APNCC )) 的 程序 及 其 用 法 ,并 且 介绍 根据 在 MATLAB 中 提供 了 用 自 适应 递 


归 8 阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 数值 积分 的 程序 suadg8 .m 和 使 用 方法 . 
(一 ) 估计 误差 的 MATLAB 程序 


根据 计算 定 积分 厂 Xz) dz 的 近似 值 的 ” 阶 牛 顿 - 科 获 公式 的 截断 误差 公 
式 (9.24) 式 和 (9.25) 式 编写 的 求 (9.21) 式 在 [a, 如 上 的 截断 误差 RCAPNC( 有 ) 
公式 的 主 程序 如 下 

计算 ” 阶 牛 顿 - 科 茨 的 公式 的 截断 误差 公式 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 : 牛顿 - 科 贡 的 公式 (9.21) 的 阶 数 挛 


输出 量 : RNC 是 对 应 的 m 阶 牛顿 - 科 茨 的 公式 (9.21) 的 截断 误差 
RLANCCL ) ) 公 式 . 


function RNC =DPcE(n) 








Suk =13P=n/ 2 -fix(Cnv2); 
IE 了 P= = 
for k=1:n+2 
SUK = SUk*#k 上 K; 
end 
SUK;i Syms + ab fxn2 ,su =t“2; 
for u =1】:Dn 
Su=SsSuk(t-ul)i; 
enQ 
sui intf = int(su,t,0,n);Yy=double(intt); 
RNC=(((b-a)vn)(n+3))*+fxn2kxabs(y)v suk; 
elTSe 
for X=1:n+1 
SUK = SUK:#K; 
endq 
SuUKki Symst ab fxn1,sSu=ti 
for u = 工 : 了 


su=su:#k(t-u)i 
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enaG 
sui intft =int(su,t,0,n);iY=double(intft); 
RNC= (((b-a)vn) (na+2))*fxnl*rabs(y) suki 


enaQ 


例 9.3. 14 “用 求 截断 误差 公式 的 MATLAB 主 程序 , 求 计算 定 积分 |/(z) dx 


的 近似 值 的 1,2,3,4,8 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 的 截断 误差 公式 . 
解 输入 求 1,2,3,4,8 阶 牛顿 - 科 茨 公式 的 截断 误差 公式 的 程序 
> >nmn=1，RNC1 =ncE(n),n=2，RNC2 =ncE(n),n=3，RNC3 =ncE(n) 
nn=4，RNC4 =ncR(n),n=8，RNC8 =ncE(n) 


运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 


mi = RNC1 = 
1 1《/12*(b-a) ”3 站 fxnil 
了 = RNC2 = 
2 TV/Z90*#(1ZX2*Db-1XA2*a) 5*Exn2 
再 三 RNC3 = 
3 37/80*(173*yhb-1X3#a) 5*xnl 
D 三 RNC4 = 
4 8/945#(17A4#kpb-1《A4*ka) ”7 水 下 Xn2 
mm = RNC8 = 
8 35065906189543 /6926923254988800*(1ZA8*Pb-IA8* 


a) ”11 * 工 XDn2 


例 9.3.15 用 MATLAB 软件 估计 用 5,6 阶 牛顿 - 科 蒋 公式 计算 定 积分 
1= | 。"ax 的 夫 断 误差 公式 和 误差 限 , 取 15 位 小 数 . 


解 输入 求 m=5,6 阶 牛顿 - 科 蒋 公式 的 截断 误差 公式 和 被 积 函数 的 6,8 
阶 导 函数 的 程序 
> > mn=5;RNC5 =ncE(n),nDn=6;RNC6 =ncE(n) 
SYInS 区 
Yy=exp(sin(x));yx6=difft(y,x,6),，yx8 =diff(y,x,8) 
运行 后 输出 被 积 函数 的 6,8 阶 导 函 数 ( 略 ) 和 ma =5,6 阶 牛顿 - 科 茨 公式 的 截断 
误差 公式 如 下 
RNC5 = RNC6 = 
275/12096*#(1/5#b -1/5*#a) 7*f2xmn1l 97《1400*(1Z6*pb-1Z6*#+al) 
“9 本 下 Xn2 
然后 再 输入 误差 估计 程序 
> >a=0ib=pi 2ih=pi 40;x=0:0.00001:pPT7A2i; 


yx6 = -sin(x).*expl(sin(x))+16*cos(x).*2.yexp(sin(x)) -15 
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#ySin(Xx)-. 2.*exp(sin(X))+75*#Ssin(x).*kcos(x). 2.*#kexp(sin(Xx)) -20 
cos(X). 4.*#exp(sin(x)) -15*Ssin(X). 3.*exp(sin(X)) +45*#Sin(X) .2 .# 
cos(X). 2.*#exp(sin(x)) -15*SsSin(x).*#kcos(xXx). 4.*exp(sin(Xx)) + 
cos(X). 6.*exp(sin(x)); 

YX8 = cos(X). “8.* exp(sin(Xx)) -756*Sin(X).# Cos(X). 2. 
exp(sin(x)) -1260*sin(x). 2.*Ccos(X).^2.yexp(sin(X))+630:#Sin(X) . 
COos(x). 4.#xexp(sSin(X))-420*#Ssin(X). 3.kcos(x).2.*exp(sin(x))+210 
sin(Xx). 2.*cos(x). 4.kexp(sin(x)) -28*sin(x).*xcos(x). 6.*exp(sin(x)) - 
56*cos(X). 6.*#explsin(Xx)) +sin(Xx).*# exp(sin(Xx)) +63 本 Sin(X). 2. 站 
exp(sin(xXx)) +210*sin(x). 3.#exp(sin(x)) +105*Ssin(x). 4.+exp(sin(x)) - 
64*cos(x).”2.*kexpl(sin(x))+336*cos(x). 4.*exp(sin(x)); 

myYX6 = max(yx6)3; Imyx8 = max(Yx8 ); RNC5 =275/12096 # (17Z5#D- 
17Z5#a) 7#kmyx6 

RNC6 =9A1400*(176*p-176+a) 9#kmyx8 
运行 后 屏幕 显示 误差 限 如 下 

RNC5 = RNC6 = 


3.625385713339320e -004 3.826183594914823e -005 


(二 ) 计算 科 茨 系数 CC” 和 求 截 断 误差 公式 的 MATLAB 程序 

根据 计算 定 积分 1 = Xes)ds 的 阶 牛顿 - 科 英 公式 (9.21) ,(9.23) 编写 
的 计算 科 欧 系数 CCo(E=0,1,2,…,m) 主 程序 如 下 : 

计算 二 阶 科 茨 系数 5C55 和 求 截断 误差 公式 的 MATLAB 主 程 序 

输入 量 : 牛 顿 - 科 欧 的 公式 (9.21) 的 阶 数 严 

输出 量 ; Cn 是 计算 定 积分 了 的 阶 牛 顿 - 科 蒋 公式 的 科 英 系数 CCm 


(=0,1.2,…,m) , 民 NCP 是 对 应 的 玫 阶 和 牛顿 一 科 茨 公式 (9. 21 ) 的 截断 误差 
RCHNCCJ ) 公 式 . 


function [cn，RNCn] =newcotE(n) 














Symst apM,FEZ=Zzeros(1,n+l)i 
cn =zeros(1l,n+1);，su=tik=1lim=1ymno =1; 
for u =1:n 
sul =Suz(t-u)imnm0ol =m0xuisu=-sulimno =m01l; 
enQ 
su;ym0i fl =sSuA (t-0);iintftl =int(fl,t,0,mn); 
Yy= aouble(incfl1); 
CnG1)=((-1)”(n-0)*y)(nymo);ik=1lim=1; 
for j =1:n 


kl1 =Kk*#kJjiml=mr(n-Jj)iyf=suA(t- 了 了 ); 
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intf =int(f,,0,n);y=double(intE); 
cn(j+l)=((-1)”(n-J)*sy)A (nykklkml); 
warning off MATLAB:divideByZero 
end 
fn=suA (tt -mn); intfn =int(fn,c,0,n)i 
= doupble(intftn)icnGn+1)=yv(Cnxrmo)i 
Cni suk =1;P=nA2 -fix(n2); 
ifPp==0 
for KK=1:n+2 
SUK = SUKK; 
enQG 
SUki;i syms 上 ab fxn2 ,suU = 七 “23 
for u =1】:Tmn 
SU=SuU#k(t -ul)i 
end 
sui intf =intltsu,t,0,n);Y=double(intf); 
RNCn =(((P-a)vn) (n+3))*fxn2yabs(y)/ suki; 
elSe 
for KK =1:n+1 
SuUK = SUK:K; 
enQ 
Suk;， symst 上 ap fxnl,sSu = 七 ; 
for u = 工 : 工 
Su=Suyk(t-u)i; 
endQ 
su;， intft = int(su,t,0,n);y=double(Cintft); 
RNCn =(((b-a)vn) (na+2))*fxnl#kabs(y)/vsuki 
endQ 


例 9.3.16 ”用 计算 ” 阶 科 英 系数 Cf” 和 求 截断 误差 公式 的 MATLAB 主 各 
序 ,计算 定 积分 1= | Fa)d 的 1 ~ 3 阶 牛 顿 - 科 英 公式 的 系数 和 截断 误差 公 


式 . 
解 先 求 1~3 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 的 系数 和 截断 误差 公式 . 输入 程序 
> > nl=l,[cnl,RNCnl]=newcotEB(nl) 
n2 =2,[cn2 ,RNCn2 ] =newcotE(n2 ) 
n3 =3,fcn3 ,RNCn3 ] =newcotE(n3 ) 
运行 后 屏幕 显示 1 ~3 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 的 系数 Cn ,Cn ,Cn 和 截断 误差 公式 
RNCn ,RNCn， ,RNCn 如 下 





9.3 插值 型 数值 积分 及 其 MATLAB 程序 619 


ml = 


Cnl = 
0.50000000000000 0.50000000000000 
RNCDP1L = 
1Z12*(b-a) 人 3:# 工 xn1l 
n2 = 
2 
Cn2 = ， 
0.16666666666667 0.66666666666667 0.16666666666667 
RNCn2 = . 
1VZ90*(1Z2*+b-1i/A2*#a) “5*Exn2 
n3 = 
3 
Cn3 = 
0 .12500000000000 0.37500000000000 0.37500000000000 .0.12500000000000 
RNCn3 = 
3/80*x(1ZA3*kpb-1A3#a) 5sS 半 nl 
(三 ) 计算 8 阶 牛顿 - 科 茨 公式 的 MATLAB 程序 
在 MATLAB 5.3 中 提供 了 用 自 适 应 递归 8 阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 数值 积分 
的 程序 auad8 .m .但 是 ,因为 quad8 .m 递归 速度 慢 和 其 他 原因 ,在 MATLAB 
6.5 和 MATLAB 7. 01 中 极力 推荐 使 用 程序 auadl.m 取代 guad8 .m. 在 
MATLAB 7.01 中 虽然 还 保留 quad8 .m 的 文件 名 ,实际 上 已 经 将 它 的 程序 废弃 ， 
输入 有 关 quad8 的 程序 时 ,运行 的 是 quadl .nm 的 程序 .quad8 .m 和 quadl .m 
的 调用 方法 与 suad 类 似 , 下 面 介 绍 auad8 .m 的 调用 格式 . 
调用 格式 一 :Guad8( fun ,a,b) 
计算 函数 了 = 育 n() 在 区 间 (ac,b) 诗 的 数值 积分 ,自动 选择 步 长 ,相对 误差 
限 为 10 ,输出 数值 积分 值 . 函数 了 = . 记 n( 互 ) 将 接受 向 量 的 自 变量 下 ,并 且 返 回 
结果 是 向 量 了 , 即 在 瑟 的 每 个 元 处 的 积分 估计 值 . 
调用 格式 二 :quad8(` fun ',a,b,tol) 
同上 ,返回 相对 误差 tol 的 数值 积分 ,如 果 ToL = [rel _ tol abs - 
tol], 则 rel tol 和 abs tol 分 别 表 示 相 对 误差 和 绝对 误 关 . 
调用 格式 三 :quad8('`' fun ',a,b，tol,TRRACE) 、 
输入 非 零 数 TRACE , 则 会 以 动态 的 形式 显示 误 关 为 tol 的 数值 积分 在 递归 
求 积分 的 整个 过 程 和 图 形 . 
调用 格式 四 :auaa8(` fun ,a,b, tol,TRACE,P1,P2，,...) 
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此 命令 规定 对 函数 fun(X,P1,P2,...) 附 加 的 参数 P,,P,，… 直 接 通过 . 
传递 tol 或 TRaAcE 的 空 矩阵 使 用 默认 值 . 

说 明 :(1) 上 面 所 有 的 函数 fun 的 调用 格式 ,都 必须 指定 被 积 函 数 Eun 为 
做 人 对 象 = inline(` fun ) ,然后 调用 Q = quad8(EF,a,b) 或 指定 为 盟 
数 处 理 ,例如 ,将 被 积 函 数 fun 作 一 个 名 为 myfun.m 的 M 文 件 


functiony = myfun(X) 


Yy = fun(Xx) 
然后 调用 Q = auad8(e myfun,a,b,...). 
(2) 定义 被 积 函 数 fun 中 的 运算 使 用 数组 算 子 .* ，./ 和 .… . 
(3) 如 果 没 有 给 定 被 积 函 数 y = fun(x) 的 具体 表达 式 ,而 只 给 定 了 积分 变 
量 和 被 积 函数 的 离散 的 数据 下 = (xzo,z zs) ,了 =(yo 7) ,或 数 表 








常用 的 处 理 方法 如 下 : 

首先 利用 插值 方法 (如 分 段 样 条 插值 ,分 段 低 阶 的 拉 格 朗 日 插值 等 ) 求 出 分 
段 插值 函数 .An ,然后 用 说 明 (1) 中 的 方法 重新 指定 插值 函数 Eun . 

例 9.3.17 (1) 用 梯形 公式 .辛普森 和 8 阶 牛 顿 - 科 茨 求 积 公式 计算 定 积 


分 7= | 。" "dx, 取 精度 10“, 作 出 它们 的 积分 图 ,并 与 精确 值 进行 比较 ; 
(2) 分 别 在 MATLAB 6.5 和 MATLAB 7.01 中 用 suaa8 计算 定 积 分 二 .观察 
运行 结果 有 何 变化 ,为 什么 ? 
解 (1) @ 用 梯形 求 积 公 式 计 算 定 积分 . 输入 程序 
> >h=pi500;x=0:h:pi/v2iy=exp(sin(x)); 
zt =trapz(x,y)，ztc = cumtrapz(x,y)， plIot(x.、ztc，ro ) 
运行 后 屏幕 显示 用 函数 Erapz 和 cumtrapz 分 别 计算 结果 zi,ztc 分 别 如 下 
ZL = 
3 .10437572798742 
ZLC = 放 
Columns 1 through 3 
0 0.00630298652792 0.01264569951380 
Colurmns 250 through 251 
3.08729642810745 3.10437572798742 
@) 用 辛普森 求 积 公 式 计 算 定 积分 输入 程序 
> > Syms X 


L= inline("exp(sin(Xx)) ); 
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[Qs,FCNTS] = quad(L,0,， piv2,1.e-4,2) 
运行 后 屏幕 显示 用 辛普森 求 积 公式 计算 定 积分 的 值 0S 和 递归 次 数 FCN7S 分 别 
如 下 
QS = FCNTS = 
3.10438133817254 13 
二 用 8 阶 牛 顿 - 科 茨 求 积 公 式 计算 定 积 分 . 在 MATLAB 6.5 中 输入 程序 
> > SYymS 芭 
LDL= inline( "exp(sin(x))); 
[Q@8 ,FCNT8] = quad8(1L,0,， pi2,1.e-4,3) 
运行 后 屏幕 显示 用 8 阶 牛 顿 - 科 茨 求 积 公式 计算 定 积分 的 值 08 和 递归 次 数 
FCNT7S 分 别 如 下 
Q8 = FCNT8 = 
3.10437901785555 33 
才 输入 求 定 积分 的 精确 值 的 程序 
> > SYmS 区 
YY=exp(sin(x));F=int(y,0,pi/2)，Fj =adouble(F) 
wzt =abs(Fj- zt)，wQSs = abs(Fj- QS),wQ8 = abs(Fj - Q8) 
运行 后 屏幕 显示 计算 的 定 积 分 值 尺 和 近似 值 已 ,梯形 公式 、 辛 善 森 和 8 阶 牛 
顿 - 科 茨 求 积 公式 计算 定 积分 的 值 与 尸 的 绝对 误差 wzate,w0S 和 zw0, 如 下 
Warning: Explicit integral could not be founad . 
> InC: NMATLAB6pP5P1 NA\LoolpboxA\symbolicA\e symANint .mat line 58 
FEF = 
int(exp(sin(x)),xX =0.-.1/2*xpi) 
ERJ = WwWzt = 
3.10437901785556 3.289868133471430e -006 
wQS = wQ8 = 
2.320316987436399e -006 7.993605777301127e -015 
用 8 阶 牛 顿 - 科 蒋 求 积 公式 计算 定 积分 的 值 , 先 代 33 次 ,计算 结果 
3.104 379 017 855 55 的 绝对 误差 7.993 6e - 015 最 小 , 远 远 超出 了 调用 quad8 
(L,0, pix2,1.e-4,3) 时 给 定 的 精度 10 一 ,说明 suada8 中 的 限定 条 件 10- 
起 的 作用 不 大 ,这 是 quaa8 应 该 改进 的 地 方 ;其 次 ,用 辛普森 求 积 公式 计算 定 积 
分 的 值 ,迭代 13 次 ,计算 结果 3.104 381 338 172 54 的 绝对 误差 为 2.320 3e - 
006 小 于 给 定 的 精度 10 ,并 且 二 者 很 接近 ,说明 auad 中 的 限定 条 件 10 一 的 作 
用 很 大 ;用 梯形 公式 计算 定 积 分 的 值 , 和 迭代 250 次 ,计算 结果 3. 104 375 727 987 42 
的 绝对 误差 3. 289 9e - 006 最 大 ,但 是 达到 了 给 定 的 精度 10…. 由 此 可 见 ,梯形 
公式 计算 定 积分 的 速度 比 8 阶 牛 顿 - 科 蒋 公式 和 辛普森 公式 慢 得 多 . 对 于 给 定 
的 精度 10“, 用 这 三 种 方法 计算 定 积分 的 值 [~3. 104 4. 
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输入 画图 程序 

> > SYms X 
F=int(exp(sin(x)),0,pi/2),Fj=aouble(F),pLIot(Fj," ro')， 
hola on 
LDL= inline("exp(sin(x)) ); 
Q=aquad(L,0, pi/2,1.e-4,2),plot(Q， gx ) 
hold off,hold on,h=PiA40;x=0:h:pi/2;iYyY=exp(sin(x) ); 
ztc = Cumtrapz(X,yY)， plLlot(x，ztc，mp ')，hold off 
holdaon，[Q8 ,FCNT8] = auad8(1L,0, pi/2,1.e-4,3)，hold off 
grid, xlabel(" 自 变量 X") ,ylabel("' 因 变量 Y 7") 
title("8 阶 牛 顿 - 科 蒋 公式 和 梯形 公式 计算 数值 积分 递归 图 ') 
legend( 精确 值 ， 辛 普 森 公式 计算 定 积 分 ,梯形 公式 计算 定 积 分 递归 图 '，8 

阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 定 积分 递归 图 ' ) 

运行 后 屏幕 显示 图 9 - 3. 


C 
* 辛普森 公式 计算 和 
妇 禄 水 入 人 村 得 定 积分 


玫 和 和 必 生 于 地 





图 9-3 8 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 和 梯形 公式 计算 数值 积分 递归 图 


(2) 在 MATLAB 7.01 中 输入 与 (1)@@ 相 同 的 程序 ,运行 后 屏幕 显示 用 8 阶 
牛顿 - 科 茨 求 积 公式 计算 定 积分 的 值 8 和 递归 次 数 FCNTS 分 别 如 下 


18 0.0000000000 7.85398163e -001 3.1043791092 


9.3 插值 型 数值 积分 及 其 MATLAB 程序 623 


Q8 = FCNT8 = 
3 .10437910915980 18 
可 见 , 同 一 套 程序 在 MATLAB 6.5 和 MATLAB 7. 01 中 运行 的 结果 不 同 . 因 
为 MATLAB 7.01 实际 运行 的 是 QUADL 程序 . 


9.3.7 利用 三 次 样 条 求 表格 型 数值 积分 的 MATLAB 方法 
(一 ) 利用 插值 多 项 式 求 表格 型 数值 积分 的 方法 
如 果 没 有 给 出 定 积分 7= | Xe)dz 中 被 积 函数 y = 厌 z 的 具体 表达 式 ,而 只 


是 给 定 了 积分 变量 x* 和 被 积 函数 的 离散 的 数据 天 = (xo,zi，……,x,), 了 = 
(yo,y yn) ,或 数 表 





党 X0 Xi ， 区 > X3 四 广 " 


六 所 和 ]o 入 7 53 人 yw 

则 利用 插值 多 项 式 求 表格 型 数值 积分 常用 的 处 理 方法 的 步骤 如 下 : 

步骤 1 首先 利用 捅 值 方法 (如 用 分 段 二 、 三 阶 拉 格 朗 日 播 值 多 项 式 、 牛 顿 
插值 .分 段 埃 尔 米 特 插值 . 样 条 插值 等 ) 构 造 分 段 插 值 函数 P(x) 逼 近 被 积 函数 
成 x); 

步骤 2 然后 用 下 面 的 方法 之 一 将 分 段 择 值 机 数 P(z) 重 新 指定 为 在 
MATLAB 中 可 运行 的 函数 fun : 

方法 1 指定 被 积 函 数 fun 为 知人 对 象 E = inline(` fun ) ;然后 调用 
Q = auad8(F,a,b) 或 0 = quadq(F,a,b) 或 Q = quadl(F,a,b) 计 算数 值 





方法 2 将 被 积 函 数 fun 指定 为 函数 处 理 , 即 建立 并 保存 一 个 M 函数 文 


例如 ,将 被 积 函数 fun 作 一 个 名 为 funl .m 的 M 文件 
tunctiony = tun1l(X) 
Yy = fun(x) 
然后 调用 Q = quaa8(e funl,a,b,...) 或 Q = quad(e funl,a,b,...) 或 
Q = Guadl(Q funl,a,b,...) 计 算数 值 积 分 . 
(二 ) 利用 三 次 样 条 求 表格 型 数值 积分 的 方法 
根据 给 定 的 离散 数据 三 = (zxo,xzi,…,z), 了 = (yo,7，…,y) 或 数 表 , 利 用 
MATLAB 库 函 数 中 的 三 次 样 条 函数 spline 构造 分 段 插值 机 数 y = fun(x) ,使 


y 逼近 被 积 函 数 FAxz) ,用 数值 积分 的 方法 计算 定 积分 了 = | (xz)dx, 可 以 在 
MATLAB 工 作 窗 口 直 接 输 入 下 面 的 程序 
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委 二 沁 下 二 去 症 业 及 三 二 和 0 页 Fn] 这 = 三 [Olew55Ya]s 
pP = spline(x,Yy) 

[Q,FCNT] = quad(e@ ppval,al,bl,[],[],pp) 

或 [Q1,FCNT1] = quadl(e ppval,al,bl,[],[],pp) 

或 [Q8 ,FCNT8] = auad8(e ppval,al,bl,[],[],pp) 


运行 后 输出 的 结果 即 为 所 求 . 


例 9.3.18 给 出 概率 积分 凡 x) = 一 





e 的 数据 表 : 


V2T 











试 首先 用 三 次 样 条 构造 被 积 函数 PUz) ,再 分 别 用 auaa 和 auadl 函数 计 
算 定 积分 = 「 ADde, 精 度 为 10-， ,并 将 计算 结果 与 精确 值 比较 . 


解 方法 1 首先 用 三 次 样 条 构造 被 积 函 数 P(x*) ,再 分 别 用 auad 和 
quadl 函数 计算 定 积分 工 在 MATLAB 工作 窗口 直接 输入 下 面 的 程序 
人 9502013 蕊 
y = [0.3229 0.3199 0.3168 0.3138]， 
pPP = spline(x;Yy) 
[Q,FCNT] = quad(e ppval,a,b,[],[]j,pp) 
[ol ,FCNT1] = quadl(e ppval,a,b,[],[],pp) 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 辛普森 和 8 阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 了 的 结果 为 
PP = 
form: "PP 
breaks: [0.4600 0.4700 0.4800 0.4900] 
coefs: [3x4 aoublej] 
Pieces: 3 
orqaqer: 4 
Qim: 工 
导 三 FCNTI' 三 [s 人 网 汪 二 ， FCNT1 = 
0 .0096 1 3 0 .0096 18 
方法 2 计算 7 了 的 精确 解 y 及 其 近似 解 yi ， 输入 程序 
> > SYS X 
下 二 EXRKC 二 无 慌 2 EGEEC2 和 证 太 ) 玉 全 = inECE 0046;0.49)) 
YyY=simple(F), yl =dqouble(y) 
运行 后 屏幕 显示 结果 


Y = 
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1125899906842624/5644425081792261*pic 人 (1ZX2)*(ert(49/ 
100) -erf(23/50)) 
Y1 = 
0.0096 
方法 3 首先 用 三 次 样 条 构造 被 积 函 数 P(x) ,再 分 别 用 辛普森 和 8 阶 生 
顿 - 科 茨 公式 计算 定 积分 工 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> >X =[0.46,0.47,0.48,0.49]; 
Y= [0.3229 0.3199 0.3168 0.3138]; 
SsS =interpi (X,Y,X， "spline ');L3 =pPoly2sym(s) 
运行 后 输出 多 项 式 怒 . 保存 名 为 L3 .m 的 M 文 件 
function L3 =L3(x) 
L3 =3229/10000*X. 3 +3199/10000 :+X. 2 +198/625 :#X+1569/ 
5000; 
然后 输入 程序 
[fQl,FCNT1I] = auadl(e L3,，0.46,，0.49,1.e-4) 
[Q,FCNT] = auad(@ L3,，0.46,0.49,1.e-4) 
运行 后 屏幕 显示 计算 结果 
Ql1 = FCNT1 = Q = FCNT = 
0 .0171 18 0 .0171 13 
由 上 面 输 出 的 结果 可 以 看 出 ,虽然 方法 1 和 方法 3 都 是 先 用 三 次 样 条 构造 
被 积 函 数 ,再 分 别 用 quad 和 suadil 函数 计算 定 积 分 1, 但 是 计算 结果 不 同方 
法 工 的 计算 结果 与 精确 解 y 的 近似 解 , 相 同 ,但 是 方法 3 计算 结果 与 却 不 同 ， 
为 什么 呢 ? 因为 方法 1 是 用 分 段 三 次 样 条 函数 逼近 被 积 函数 ,所 以 误差 小 ,而 方 
法 3 在 积分 区 间 上 只 用 一 个 三 次 函数 23 代替 被 积 函 数 扎 zx) ,所 以 误差 大 ,这 是 
我 们 在 计算 中 应 该 注意 的 问题 . 


9.3.8 利用 拉 格 朗 日 播 值 等 方法 求 表格 型 数值 积分 的 MATLAB 
方法 
利用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 求 表格 型 数值 积分 的 MATLAB 方法 与 用 三 次 样 


条 的 方法 有 很 大 的 差别 . 下 面 通过 例题 具体 说 明 前 者 的 解 题 步骤 及 二 者 在 解 题 
方法 上 的 差异 . 


例 9.3.19 测 得 定 积分 了 = 厂 Kads 中 被 积 函数 了 = 太吉 在 积分 变量 * 的 


某 几 个 特定 点 夸 =0,0.157 1, 0.471 2, 0.549 8 ,0.628 3, 0.863 9, 1.021 0， 
1.099 6, 1.570 8 处 的 值 分 别 为 了 = 0, 0. 156 5, 0.454 0,0.522 5，0. 587 8， 
0.760 4, 0.852 6, 0.891 0, 1.000 0, 试 根据 这 些 值 首先 分 别 用 分 段 二 三 阶 拉 


| 





626 ”第 九 章 ”数值 积分 


格 朗 日 插值 多 项 式 和 三 次 样 条 插值 函数 构造 被 积 函 数 ,然后 分 别 用 auad 函数 
和 quad8 函数 计算 , 取 精 度 为 10 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 1 进行 比较 . 
解 ”下面 分 别 用 分 段 二 阶 和 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 、 三 次 样 条 捅 值 方法 
分 别 构造 被 积 函 数 ,计算 数值 积分 . 
方法 1 (1) 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 MATLAB 主 程序 
functionL=-1lftun(X,Y) 
m=1length(X);n=M1L; LDL=ones(m,m)， 
for k =13:n+TI 
V =1i 
for 荆 =1:n+LI 
E KK ~ = 
V=conv(V,poly(X(i)))A(X(K) -XiI)); 
enqQ 
endQ 

TI(k,:)=Dpoly2sym(V) ; 

enQ 

二 =Yy#k 1; 

(2) 用 二 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函数 . 输入 程序 

>> X=[0,0.1571,0.4712,0.5498,0.6283,0.8639,1.0210,1.0996， 
1.5708 ]; 

Y=[o,0.1565,0.4540,0.5225,0.5878,0.7604,0.8526,0.8910， 
1.0000]; 

LL =1Ifun(X(I:3),Y(1:3))，L2 =1fun(X(3:5),Y(3:5))， 

L3 =1Lftun(X(5:7),Y(5:7))，L4 =1fun(X(7:9),Y(7:9))， 
运行 后 输出 多 项 式 己 , 疡 , 志 , 志 . 

(3) 输入 程序 

> > SYyms X 

L1 = inline('" -14644281526214207/140737488355328000 本 X- “2 + 
2280009553133670687 /2251799813685248000 *X ); 

L2 = inline(" -88810055001957943 /351843720888320000 * 和 .2 + 
15892292661979563/ 14073748835532800 来 式 - 15511422992738729 / 
703687441776640000 ); 

L3 = inline('" -261101353037957127/703687441776640000 证 X- “2 + 
362054074498830351/ 281474976710656000 * X - 207985426949036897/ 
2814749767106560000 '); 

L4 = inline('" -131688789655946847/281474976710656000 站 入 .2 + 
104193434945799191/ 70368744177664000 *# X 一 9309740592764125768759/ 
54295819320043765760000 '); 
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[41,FCNT41] = quad(L1,0，0.4712,1.e -4); 

[Q42 ,FCNT42] =auad(L2，0.4712,， 0.6283 ,1.e -4); 

[Q43 ,FCNT43] = quad(L3，0.6283,， 1.0210,1.e -4); 

[Q44,FCNT44] = quad(L4,1.0210, pi/2,1.e -4); 

Q=Q4dI+Q4d2+Q43 + 0Q44， 

FCNT = FCNT41 + FCNT42 + FCNT43 + FCNT44 

[os41,FCNT841] = suad8(L1,0,0.4712,1.e -4); 

[Q842 ,FCNT842]】 =guad8(L2,， 0.4712,， 0.6283,1.e -4)i 

[0843 ,FCNT843] = quad8(L3 ,0.6283,1.0210,1.e -4); 

[8844 ,FCNT844] = quad8(L4,，1.0210,，pi/2,1.e-4); 

Q8 = Q841 + 0842 + Q843 + Q844， 

FCNT8 = FRCNT841 + FCNT842 + FCNT843 + FCNT844 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 quad 函数 和 quad8 函数 计算 了 的 近似 值 0,0,. 和 和 迭代 
次 数 FCNT,FCNT8 , 取 精 度 为 10 如 下 

Q = FCNT = Q8 = FCNT8 = 

0 .99957595925413 52 0 .99957595925413 132 


方法 2 〈1) 用 三 阶 拉 格 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函 数 . 输入 程序 


>> X=[0,0.1571， 0.4712,0.5498,0.6283;,0.8639,1.0210,1.0996 ， 


二 


1.5708]; 
Y=[0,0.1565,0.4540,0.5225,0.5878,0.7604,0.8526,0.8910， 
1.0000]; 
L1 =1lfun(x(1:4),Y(1:4))，L2 =lfun(x(4:7),Y(4:7))， 
L3 =lfun(Xx(7:9),Y(7:9))， 
运行 后 输出 多 项 式 己 , 志 , 疡 . 
(2) 输入 程序 
> > SYymSs 区 


L1L = inline(” -~ 9070382563990323/56294995342131200 * x,、^3 - 
793956227651389/ 281474976710656000 +* x.、 2 + 22531519616977366917/ 
2251799813685248000*X”); 


L2 = inline(" -41118170146065463/351843720888320000 *xX.^3 - 


1700780706742359/ 21990232555520000 *#* X. ”2 + 7352082157545498397 
703687441776640000*X-25688208496779769 /2814749767106560000 ') ; 
L3 = 
inline (”- 131688789655946847/ 281474976710656000 yx X. 2 + 


104193434945799191/ 70368744177664000 * X - 9309740592764125768759/ 
54295819320043765760000 '); 

[8Q41,FCNT41]】 = quad(L1,0，0.5498,1.e-4); 

[Q42,FCNT42] =quad(L2,， 0.5498, 1.0210,1.e-4); 
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[Q43 ,FCNT43] = quad(L3,，1.0210，piv2,1.e-4); 

Q= Q41 + 042 + Q43 ， 

FCNT = FCNT41 + FCNT42 + PCNT43 

[Q841,FCNT841]】 = quad8(L1,0,，0.5498,1.e-4,2); 

[esa2 ,FCcNm8421] =auad8(L2,，0.5498,，1.0210,1.e-4,2)j 

[Q@843 ,FCNT843] = auad8(L3,，1 .0210 ， pi-A2,1.e-4,2); 

&8 = Q841 + Q842 + Q843 ， 

FCNT8 = FCNT841 + FCNT842 + FCNT843 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 auad 函数 和 quada8 函数 计算 了 的 近似 值 0,0. 和 和 迭代 
次 数 FCNT,FCN78 , 取 精 度 为 10 如 下 

Q = FCNT = 

0 .999795250938584 39 
Q84 = FCNT8 = 
0.99975250938584 99 
方法 3 三 次 样 条 揪 值 多 项 式 计 算数 值 积 分 . 输入 程序 
>>a=0,b=1.5708， 

X =[0,0.1571，0.4712,0.5498,0.6283,0.8639 ， 1.0210,1.0996 ， 
1 .5708 ]; 

立 = [0,0.1565,0.4540,0.5225,0.5878,0.7604,0.8526,0.8910， 
1.0000j; 

pPDP = spline(X,Y) 

[8 ,FCNT8] = quad8(@ ppval,a,b,1.e-4,[],pD) 

[fQ,FCNT] = guad(@ ppval,a,b,[],[],pp) 
运行 后 屏幕 显示 

Q8 = FCNT8 = Q = PFCNT = 


1.00012965800727 33 1.00012956660843 17 

由 上 面 的 计算 结果 可 以 看 出 :三 种 方法 计算 数值 积分 的 结果 与 精确 值 1 的 
误差 不 大 . 

说 明 :方法 3 的 结果 与 方法 1 和 方法 2 接近 . 但 是 如 果 三 次 样 条 揪 值 多 项 式 
和 分 段 埃 尔 米 特 择 值 计 算数 值 积 分 用 类 似 于 方法 1 和 方法 2 的 方法 做 ,结果 就 
完全 不 同 了 . 请 看 下 面 的 运算 . 

(1) 三 次 样 条 插值 多 项 式 计 算数 值 积分 用 类 似 于 方法 2 的 方法 做 ,输入 程 
序 


>> X=[o,0.1571,0.4712,0.5498,0.6283,0.8639,1.0210,1.0996， 
1.5708]; 


Y=[o,0.1565,0.4540,0.5225,0.5878,0.7604,0.8526,0.8910， 
1.0000]; 
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s1 = interpl (X(1:4),Y(1:4),，X(1:4)，' spline '); LL = Poly2Sym 
(sdI1) 

s2 =- Spline (X(4:7),Y(4:7)，X(4:7));，L2 =pPoly2sym(s2) 

s3 = spline (X(7:9),Y(7:9),，X(7:9))ji L3 =poly2sym(s3) 
运行 后 输出 多 项 式 局 , 疡 ,已 再 输入 程序 

> > SYyms X 

L1 = inline("313 /2000*x.^2 +227/500*X+209/400 )3; 

L2 = inline('209/400*X. “3 +2939/5000*X. 2 +1901/2500 * X+ 
4263/5000 ); 

[Q41 ,FCNT41] = Guad(L1,0,，0.5498,1.e-4); 

[Q42 ,FCNT42] =quada(L2,， 0.5498,，1.0210,1.e -4); 

[Q43 ,FCNT43] = quad(L3,，1.0210，pPi2,1.e-4); 

Q=Qd4dl+ Q42 + Q43 ， 

FCNT = FCNT41 + FCNT42 + FCNT43 

[es841,FCNT841] = quad8(L1,0,，0.5498,1.e-4;,2)3 

[o842 ,FCNT842] =duaad8(L2,，0.5498,1.0210,1.e-4,2); 

[os843 ,FCNT843] = quad8(L3,， 1.0210， pi 2,1.e-4,2); 

Q8 = Q841 + Q842 + Q843 ， 

FECNT8 = FCNT841 + FCNT842 + FCNT843 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 suad 函数 和 quaqa8 函数 计算 了 的 近似 值 0,@. 和 从 代 
次 数 FCNT,FCN78 , 取 精 度 为 10 如 下 

名 = FCNT4 = 

3 .33733063152425 39 
Q8 = FCNT8 = 
3.33733063152425 99 


(2) 三 次 样 条 插值 多 项 式 计算 数值 积分 用 类 似 于 方法 2 的 方法 做 ,输入 程 
> > X=[0,0.1571, 0.4712,0.5498,0.6283,0.8639, 1.0210,1.0996， 


Y=[0,0.1565,0.4540,0.5225,0 .5878,0.7604,0.8526,0.8910,1.0000]; 

s1 = interpl (X(1:4),Y(1:4),，X(1:4),，pchip ');L1L =pPoly2sym (sl) 
s2 = interpl1 (X(4:7),Y(4:7),X(4:7)，Pchip ');iL2 =poly2sym(s2) 
s3 = interpl (X(7:9),Y(7:9),X(7:9)，pchip ');L3 =poly2sym(s3) 
DPlLlot(X，Y，Lro ) 

hold on 

ploct(X(1:4)，L1，bo  ) 

holda of 


运行 后 输出 多 项 式 疡 , 志 , 忆 . 
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(3) 输入 程序 
> > SYImS X 
L1 = inline("313/2000*x. “2 +227/500*x+209/400'):; ， 
L2 = inline('209/400*#X.*3 +2939V/5000#X. 2 +1901/2500 # 蔗 二 
4263 /5000 '); 
L3 = inline("4263/5000*x.*2 +891VX1000*X+l17i 
[Q41,FCNT41] = quad(L1,0,0.5498,1.e-4); 
[Q42 ,FCNT42] =auad(L2, 0.5498,1.0210,1.e-4); 
[Q43 ,FCNT43] = quad(L3,1.0210,， piX2,I.e-4); 
Q= Q41 + 0Q42 + Q43 ， 
FCNT = FCNT41 + FCNT42 + FCNT43 
[Q841 ,FCNT841] = quad8(L1,0,0.5498,1.e-4,2); 
[Q842 ,FCNT842] =auad8(L2,， 0.5498,1.0210,1.e-4,2); 
[Q843 ,FCNT843] = guad8(L3, 1.0210，piv2,1.e-4,2); 
Q8 = Q841 + Q842 + 0843 ， 
FCNT8 = FCNT841 + FCNT842 + FCNT843 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 auad 函数 和 quad8 函数 计算 工 的 近似 值 0Q,0, 和 和 迭代 
次 数 FCNT,FCN78 , 取 精 度 为 10 一 如 下 
Q = FCNT = 
3 .33733063152425 39 
Q8 = FCNT8 = 
3 .33733063152425 99 
由 此 可 见 ,将 类 似 于 方法 1 和 方法 2 的 处 理 手法 处 理 三 次 样 条 插值 多 项 式 
和 分 段 埃 尔 米 特 插值 计算 数值 积分 的 问题 ,计算 结果 已 经 毫 无 实际 意义 ,这 说 明 
分 段 埃 尔 米 特 插值 和 样 条 插值 的 MATLAB 函数 不 能 用 类 似 于 三 阶 拉 格 朗 日 插 
值 的 方法 调用 . 


例 9.3.20 在 某 次 实验 中 测 得 一 质点 在 某 几 个 特定 时 间 的 速度 w=z( 刘 
被 列 人 下 表 ,首先 根据 下 表 中 给 定 的 数据 分 别 用 分 段 二 阶 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 
项 式样 条 插值 构造 被 积 函 数 ,然后 分 别 用 quad 函数 和 quad8 函数 计算 在 这 
段 时 间 内 质点 的 位 移 ,并 与 精确 值 0.2(e -e)=10.375 973 640 937 04 比较 . 
Ma |1ooo0 15000 2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000 
ab(mAs) |0.5437 0.8963 









1.477 8 2.436 5 4.017 1 6.623 1 








10.919 6 








解 ” 因 为 所 求 在 这 段 时 间 [1. 000 0,4. 000 0] 内 质点 的 位 移 为 = 六 odt， 


所 以 下 面 分 别 用 分 段 二 阶 ,三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 样 条 插值 方法 分 别 构造 
被 积 函 数 ,计算 数值 积分 . 
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方法 1 (1) 用 二 阶 拉 格 妆 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函数 . 输入 程序 
> > t+t=[1.000,1.5000,2.0000,2.5000,3.0000,3.5000,4.0000]; 
v=[0.5437,0.8963,1.4778,2.4365,4.0171,6.6231,10 .9196 ] ; 
L1 =1fun(t(1:3),v(1:3))，L2 =1fun(t(3:5),v(3:5))， 
L3 =1Ifun(t(5:7),v(5:7))， 

运行 后 输出 多 项 式 二 ,2 ,了 3. 

(2) 输入 程序 
> > SYImS 式 
L1 =inline("2289/5000*x."2 -4393/10000*Xx+1313/2500 7); 
L2 = inline('" 6219/5000*x. "2 -36797/10000*xXx+1l931/500 '); 
L3 = inline("3381/1000*Xx.^2 -33529/2000*X+1l4926/625 "); 
[Q41 ,FCNT41] = auad(L1,1,2.0000,1.e-4); 
[@42 ,FCNT42] = auad(L2,，2.0000,3.0000,1.e-4); 
[Q43 ,FCNT43] = quad(L3，3 .0000,4.0000,1.e-4); 
Q4 = Q41 + Q42 + Q43 ， 
FCNT4 = FCNT41 + FCNT42 + FCNT43 
[Q841,FCNT841] = quadad8(L1,1,2.0000,1.e-14,3); 
[os842 ,FCNT842] =aquad8(L2,，2.0000,3.0000,1.e-14,3); 
[Q843 ,FCNT843]】 = quad8(L3, 3.0000,4.0000,1.e-14,3); 
Q8 = Q841 + Q842 + Q843 ， 


FCNT8 = FCNT841 + FCNT842 + FCNT843 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 sauad 函数 和 quad8 函数 计算 了 的 近似 值 OQ,,Q. 和 和 迭代 
次 数 FCN74 ,FCN78 , 取 精 度 为 10 一 如 下 
Q4 = FCNT4 = 
10 .37944999999999 39 
Q8 = FCNT8 = 
10 .37944999999999 99 
方法 2 (1) 用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函数 . 输入 程序 
>> 革 =fi.000,1.5000,2.0000,2.5000,3.0000,3.5000,4.0000]; 
v=[0.5437,0.8963,1.4778,2.4365,4.0171,6.6231,10 .9196]; 
L1=1ftun(t(1:4),v(1:4)),，L2 =1fun(t(4:7),v(4:7))， 
运行 后 输出 多 项 式 六 , 疡 . 
(2) 输入 程序 
> > SYmS X 
LL = inline(' 1483/7500 *x. ”3 -54/125#X. 2 +25379/30000*+X-17/250 ); 
L2 = inline("2217/2500*X. "3 -7413/1250*X. 2 +156037 /10000 * 
x -3341/250 '); 
[Q@41 ,FCNT41] =aquad(L1,1,2.5000,1.e-4); 
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[Q42 ,FCNT42 ] =dquad(L2 ,2 .5000,4.0000,1.e-4)3; 

Q4 =Q41 +Q42 ,FCNT4 =FCNT41 + FCNT42 

[o841 ,FCNT841] =quad8(L1,1,，2.5000,1.e-4,4); 

[co842 ,FCNT842] =Guad8(L2,2.5000,4.0000,1.e -4,4); 

Q8 = Q841 + Q842 ,FCNT8 = FCNT841 + FCNT842 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 suad 函数 和 quad8 函数 计算 了 的 近似 值 C,,Q@s 和 迁 代 
次 数 FCN74 ,FCN78 , 取 精 度 为 10 一 如 下 

Q4 = FCNT4 = 

10 .38360000000000 26 
Q84 = FCNT8 = 
10 .38360000000000 66 
方法 3 三 次 样 条 捅 值 多 项 式 计 算数 值 积 分 . 输入 程序 

>>a=1l,b=4， 

七 =[1.000,1.5000,2.0000,2.5000,3.0000,3.5000,4.0000]; 

Vv=[ 0.5437 ,0 .8963 ,1.4778,2 .4365,4.0171,6.6231,10 .9196] ; 

pPP= spline (t,v)， 

[os ,FcNT8] = quad8(e ppval,a,b,[],[],pp) 

[Q,FCNT] = auad(e ppval,a,b,[],[],pP) _、 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 quad 函数 和 quad8 函数 计算 了 的 近似 值 CQ,Qs 和 和 迭代 
次 数 FCNT,FCNT78 如 下 

Q8 = FCNT 8 = 只 = FCNT' = 

10 .37863802976191 33 10 .37862431698066 29 
由 上 面 的 计算 结果 可 以 看 出 :三 种 方法 计算 数值 积分 的 结果 与 精确 值 
10.37S 973 640 937 04 很 接近 . 


习题 9.3 





1. 用 MATLAB 的 函数 trapz 和 cumtrapz 分 别 计算 了 = sin Sxdr , 取 4 位 有效 数 
字 ,估计 误差 ,并 与 矩形 公式 比较 . 
2. 用 MATLAB 函数 trapz 和 cumtrapz 分 别 计算 了 = | edx, 取 4 位 有 效 数字 ,估计 


误差 ,并 与 精确 值 比较 . 
3. 用 梯形 公式 (9. Sa) 的 两 种 方法 分 别 按 列 和 行 计 算 [「 Y(x*)dx, 取 4 位 有 效 数 字 . 其 中 


1l12 21 32 


7= 人 (2 22 31 


] 术 攻 为 1 (2)XY=(1 3 10),7=(12 22 31)， 
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4. 用 rctrap 计算 7T= e -到 dx ,递归 17 次 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 比 较 . 


V5 几 

5. 用 comsimpson .m 和 quad.nm 分 别 计算 了 = 人 e-2sin 5xdx, 取 4 位 有 效 数 字 , 并 与 
梯形 公式 比较 . 

6. 用 辛普森 公式 (9.11) 和 梯形 公式 (9. Sa) 分 别 计算 了 = 「 edx, 取 精度 分 别 为 10 
和 10 ,估计 误差 ,并 与 精确 值 比较 . 

7. 用 MATLAB 函数 int 和 auad 计算 无 界 函数 的 反常 积分 人 Le 


X 二 1 





8. 测 得 定 积分 了 = 三 Du 中 被 积 函数 了 = 矶 zx) 在 积分 变量 x 的 某 几 个 特定 点 和 =0， 


0.257 2,0.471 2,0. 549 8 ,0. 628 3 ,0. 863 9,1. 021 0,1. 099 6,1..570 8 处 的 值 分 别 为 了 =0， 
0.156 5,0.454 0,0.522 5,0.587 8,0.760 4,0.852 6,0.891 0,1.000 0, 试 根据 这 些 值 首先 分 
别 用 分 段 二 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 、 分 段 埃 尔 米 特 插值 、 样 条 插值 构造 被 积 函 数 ,然后 分 
别 用 辛普森 和 8 阶 牛 顿 - 科 茨 求 积 公式 计算 , 取 精 度 分 别 为 10 - “和 10 一 ,并 与 精确 值 1 进行 
比较 . 

9. 在 某 次 实验 中 测 得 一 质点 在 某 几 个 特定 时 间 上 的 速度 " =z( 娘 被 列 人 下 表 ,首先 根据 
下 表 中 给 定 的 数据 分 别 用 分 段 埃 尔 米 特 插值 .分 段 二 阶 、 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 、 样 条 插值 
构造 被 积 函 数 , 然 后 分 别 用 辛普森 和 8 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 计算 在 这 段 时 间 内 质点 的 位 移 , 并 
与 精确 值 0.2(e'* -e)=10.375 973 640 937 04 比较 ,估计 误差 . 


ts) 
2 HI(Cazs)i10.4437 0.796 3 1.877 8 2.936 5 4.017 1 6.623 1 10.919 6 


1.000 1.5000 2. 000 0 2. 500 0 3. 000 0 3.5000 4.0000 








机 
0 


10. 用 梯形 公式 .辛普森 和 8 阶 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 计算 定 积分 了 = | e dx, 取 精度 


10… ,作出 它们 的 积分 图 ,并 与 精确 值 进行 比较 ,估计 误差 

11. 在 某 次 实验 中 测 得 一 质点 在 某 几 个 特定 时 间 上 的 速度 "=z( 妇 被 列 人 下 表 , 首 先 根据 
下 表 中 给 定 的 数据 分 别 用 梯形 公式 .辛普森 .8 阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 在 这 段 时 间 内 质点 的 
位 移 ,并 与 精确 值 0. 2( et - e)=10.375 973 640 937 04 比较 ,估计 误差 . 






1.0000 1.5000 





2. 000 0 2. 500 0 3. 000 0 3.5000 4.0000 





2D(bi(m/ s) |0.4437 0.7963 1.877 8 2.936 5 4.017 1 6.623 1 10.919 6 


12. 用 计算 ” 阶 科 茨 系数 C5 ”和 求 截断 误差 公式 的 MATLAB 主 程序 , 求 计算 定 积分 的 
近似 值 的 1 ~3 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 的 系数 和 截断 误差 公式 . 


13. 用 MATLAB 软件 估计 用 4、7 阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 定 积分 了 = 上 e ”dx 的 截断 误 
差 公 式 和 误差 限 , 取 15 位 有 小 数字 . 
14. 编写 求 计算 定 积分 的 近似 值 的 1,2,…,8 阶 牛 顿 - 科 茨 公式 和 系数 的 MATLAB 程序 


再 
2 
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及 其 误差 公式 . 
9.4 龙 贝 格 (Romberg) 公式 及 其 MATLAB 程序 


本 节 主 要 介绍 递归 公式 和 龙 贝 格 公式 及 其 用 软件 MATLAB 计算 的 方法 . 
9.4.1 递归 公式 和 龙 贝 格 公式 


为 了 提高 复合 求 积 公 式 的 精度 ,可 以 利用 区 间 逐 次 减 半 的 方法 . 我 们 看 到 近 
似 求 积 公 式 的 误 关 随 着 m 的 增加 ( 即 步 长 疡 的 减 小 ) 而 减 小 ,但 是 对 于 给 定 的 
的 x) 和 精度 e, 在 选 定 了 求 积 公 式 后 如 何 确定 呢 ? 实际 上 是 在 求 积 过 程 中 ,用 
二 分 法 每 次 将 上 增加 一 倍 ,直到 满足 精度 要 求 . 下 面 以 梯形 公式 为 例 说 明 这 一 过 
程 . 


由 定理 9.1 和 推论 9.1 可 知 , 在 1- AR 


1 个 等 距 节 点 aa =a+ 妥 站 =0,1,2,…,, 取 太 = “= 时 ,(9.5a) 式 产生 梯形 序 
列 {T5]5 .梯形 公式 也 的 截断 误差 RAT,) 为 
RATD =1- 克 = - 姑 [ 生 和 7 ， 生 se 
当 增 加 一 售 , 即 记 缩小 一 半 时 ,梯形 公式 7 的 截断 误差 RAT ) 为 


RAT = 了 = - 姑 5[ 结 中 AD)， 和 se 











即 


也 就 是 

1- 了.= 二 (7 -7) (9.37) 
所 以 只 要 | 了 -也 | 大 e, 计 算出 的 也, 即 可 满足 |7- 宛 ,| <e 的 精度 要 求 . 而 每 次 
分 点 加 密 一 倍 时 , 原 分 点 的 函数 值 /xx) 不 需要 重新 计算 ,只 需求 出 新 分 点 (和 ， 


,的 中 点 的 函数 值 大 ee 寺 ] =7 [+ (**+ 亏 ] 人 ,如 可 算出 








7 了 + 在 工人 、， 卢 = “二 (9.38) 
这 样 由 (9.37) 式 ,得 
7 兰 $,， = 有 (9.39 ) 
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即 由 梯形 序列 {72j5 构 造 出 收敛 速度 较 快 的 辛普森 序列 {Sx]，,(9.39) 式 也 
称 为 理 查 森 ( Richardson) 外 推 公式 .用 类 似 的 方法 ,根据 复合 辛普森 公式 的 截断 
误 关 公 式 推出 
4 3 一 
C. = 一 人 (9.40) 
得 到 收敛 速度 更 快 的 科 蒋 序列 {Czxe2 
CC ,CC 
在 科 茨 序列 {Czjxo 的 基础 上 还 可 以 重复 同样 的 方法 ,根据 复合 科 茨 公式 的 截 
断 误 差 公 式 推出 
4 C，- C， 


R, = 一 斌 - (9.41) 





得 到 龙 贝 格 序列 {Rj 如 下 
民 ， , 民 ， , 慌 , 民 
为 了 统一 上 面 的 符号 , 记 m=2" ,7 =7， 则 2n=2",7。 = 了 7 将 上 面 
的 一 般 形 式 表 示 为 
4 人 -了 
了 ，, = 1 
4 一 1 


到 光一 了 


2 ,3 ( 玫 志 帮 (9.42) 


7 
T =7T 1 + 一 二 


中 元 


一 人 ， 
3 ( 严 放 (9.43) 


从 而 得 到 龙 贝 格 求 积 公式 ,将 上 面 的 结论 概括 为 下 面 的 定理 . 

定理 9.4( 龙 贝 格 求 积 公式 ) 设 琐 数 / 纪 在 闭 区 间 [e, 缮 上 有 定义 且 在 
严 +1 个 节点 e = <xz < 和 <…<x = 处 的 郴 数值 为 Kx ) (5E=0,1,2，……,m)， 
则 在 闭 区 间 [c, 如 上 用 二 分 法 每 次 将 寺 增 加 一 倍 ,可 得 到 龙 贝 格 求 积 公式 


， 
Ti = 亏 LKa+ 大 D] = 玉 -a， 


22-2 





1 六 1 一 4 1 . 

7 = 本 人 + 人 27 人。 十 (5 -本 )4] 沁 = ET = 和 =2;3,…，. 
47T -7 了 

7 = 3 


(9.44) 

定理 9.$( 龙 贝 格 求 积 公式 的 误 关 分 析 ) 设 函 数 .成 z) 在 闭 区 间 [ae, 纪 上 具 

有 刀 阶 连续 导数 , 则 在 闭 区 间 [c, 引 上 用 二 分 法 每 次 将 于 增加 一 倍 ,得 到 龙 贝 格 
求 积 公式 中 的 (9.42) 式 是 刀 收 敛 的 , 即 


JaDue =7T，+0O() 7m =2,3，…( 严 沁 帮 ， (9.45) 
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夫 断 误 关 为 
Ja -Ts=o0P) =57C2(6)， 
着 二 当 贡 且 夸克 名 六 5 (9.46) 
其 中 心 = 2 二 人, 为 依赖 于 的 常数 , 且 纪 ve [a,b]. 


在 实际 计算 中 ,并 不 需要 作出 序列 {7,.} 后 ,再 作 序列 {7。2} 而 是 在 算出 
7 和 九 .后 就 计算 7 ,计算 得 7 :和 7 后 就 计算 7 ,以 此 类 推 . 我 们 实际 上 
考虑 的 序列 是 


计算 7 的 顺序 如 下 面 的 龙 贝 格 积分 表 ( 见 表 9 -3) ,可 以 证 明 , 龙 贝 格 算法 是 
数值 稳定 的 . 当 | 7 -2 和 se 或 17 -2 se 时 ,计算 停止 .通过 下 面 的 例 
9.4.2 和 例 9. 4.3 可 以 看 到 ,前 者 比 后 者 少 递归 一 层 ,但 是 后 者 的 精度 比 前 者 高 . 

表 9-3 龙 贝 格 积分 表 


名 称 龙 贝 格 
训 关 | 









































例 9.4.1 用 龙 贝 格 求 积 公式 计算 7= | 了-dx, 取 精度 为 10 


解 令 Kz) =[ 开 ,ae=0,0=1.5, 根 据 龙 贝 格 求 积 公式 (9.44) 计 算得 





1 =- 邱 。 a) +FD)] =1.05， 


郊 ， = 二 T, ，+1.50.75)] =0.953 571 429， 


47 ， -了 
5 = 一 站 =0. 921 428 571 ， 


中， = 二 {7， +0.75[/(0.375) +/1.125) ]} =0.925 983 575 ， 
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0 二 人 
7 = 一 一 … =0.916 787 624， 
4-1 
二 
下 =0. 916 478 228. 


以 此 类 推 ,将 计算 结果 列表 9 -4. 
表 9-4 例 9.4.1 的 龙 贝 格 积分 表 





了 人 受 本 








4 |0.918 741 799|0. 916 327 874|0. 916 297 224|0. 916 294 351 
和 ] 916 905 ao 916 293 190|0. 916 290 077|0. 916 290 776|0. 916 290 762 


6 |0.916 444 501|0. 916 290 888|0. 916 290 734|0. 916 290 732|0. 916 290 732|0. 916 290 732 








由 于 |7.。-- 55| <10 一 ,因此 
1=~ 了 7.。=0.916 290 732=0.916 290 73 ， 
从 而 权 全 审计 i| 醒 项 过 奏 二 : 


9.4.2 龙 贝 格 积分 的 MATLAB 程序 


用 MATLAB 软件 和 龙 贝 格 公式 计算 定 积分 | 7 s) dx 的 近似 值 有 两 种 常用 


的 方法 :一 是 根据 具体 题目 编写 MATLAB 程序 计算 ;二 是 根据 (9. 44) 式 编写 主 
程序 ,然后 计算 时 调用 ， 

下 面 根据 龙 贝 格 求 积 公式 ,通过 生成 mm > 的 龙 贝 格 积分 表 , 并 以 了 i., 作 
为 最 终 值 来 逼近 | Xe)dx~ Ti 逼近 序列 7。7m =2.3,…。 (mm 保存 在 一 个 
下 三 角形 矩阵 中 ,第 1 列 的 元 


忆 
思 ， = 地 [Ho) + 所 0)]，P = 一 a， 
电 
1 人 
了 je+ 人 -去 ju- 二 3 
大 =1 


用 于 2 个 子 区 间 上 的 连续 进行 梯形 公式 的 计算 ,然后 利用 龙 贝 格 求 积 公式 计算 
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7 ,其 中 第 严 行 的 元 为 

4 Ti- 了 
1 477-1 
当 | 贡 -=- 贡 ,|<zucha 时 ,程序 在 第 j+1 行 停止 计算 . 具体 计算 数值 积分 的 
程序 如 下 ; 
| ” 龙 贝 格 数值 积分 的 MATLAB 主 程 序 

输入 量 :un 是 被 积 函数 Kx) ,a, 分 别 是 积分 下 .上 限 ,m 是 龙 贝 格 积分 表 
中 行 的 最 大 数 .上 ,sueha 是 两 次 相 邻 迭代 值 的 绝对 误差 限 , 即 
17 -了 


+1T +TI 了 十 工 


输出 量 :R7 是 龙 贝 格 积分 表 , 尺 是 利用 龙 贝 格 求 积 公 式 计 算 「 xz)dx 的 


| 数值 积分 值 ,wugu 是 误差 估计 , 疡 是 最 小 步 长 . 
现 提供 名 为 romberg .am 的 龙 贝 格 数值 积分 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 


function [RT,R,wugu,h] =romberg( fun,a,b，wucha,m) 


下 -1 一 1 





7 ,六 帮 =2,3 (于 月 . 





| < zxcpa. 











n=lip=b-aiwugu=1lix=aik=0;RI=Zzeros(4,4); 
RT(L1,1) =hx(feval(fun,a) +feval(fun,p))/ 2; 
while((wugu >wucha)&(k <m) I(k<4)) 
k=k+l;i h=hv2is=0; 
for j =1 工 :了 
x=a+hyk(2*j-1li);is=s+feval(ftun,X); 
emndQ 
RT(k +1,1) = RT(K,1)A2 +hyrsiyn=2*+n; 
”for 研 =1:K 
RTU(K+1L1,i+1)=((4 ii)*xRTK+1I II) -RTCOk,i))A(4 IT-LI)3 
end 
wugu =abs(RT(K+1,k) 一 RTCKk+1,k+1I)); 
endQ 
R=RTI(K+1K+1): 

例 9.4.2 取 精 度 为 =。 = 10 ,分 别 用 17oa-Diol < = 和 
IT -mvl<e 作 为 计算 停止 的 条 件 , 用 romberg:m 程序 计算 7 = 
1.5 
「 记 dr, 龙 贝 格 积分 表 , 最 小 步 长 &, 取 精度 为 10 ,并 与 精确 值 比较 . 然后 


于 十 区 


取 精 度 为 10 ,用 | 人 1 -了 | <2 作为 计算 停止 的 条 件 ,观察 用 龙 贝 格 求 积 


公式 计算 的 结果 与 精确 值 的 绝对 误差 是 否 满足 10 
解 (1) 取 精 度 分 别 为 10 一 , 当 用 | 了 ya 一 了 | <e 作为 计算 停止 的 条 


件 , 输 入 程序 
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>>FR=inline(' 1./ (1+x)); 

[RT,R,wugu,h] =romberg(F,0,1.5,1.e-8,13) 

SymS X 

fi=int(1Z (1+xXx),x;0,1.5); FSs=aouble(fti)， 

wR = double(abs(fi -R))，wRL = wR - wugu 
运行 后 屏幕 显示 精确 值 7 的 近似 值 到 , 取 精 度 为 10 ,利用 龙 贝 格 求 积 公 式 的 
romberg .m 程序 计算 工 的 数值 解 妈 , 龙 贝 格 积分 表 RT, 误 差 估 计 wugu, 最 小 步 
长 疡 ,近似 值 尺 与 精确 值 上 的 绝对 误差 wR 如 下 


RT = 
Columns 1 through 4 

1.05000000000000 0 0 0 
0.95357142857143 0.92142857142857 0 四 

0 .92598357524828 0.91678762414057 0.91647822765470 0 
0.91874179909571 0.91632787371152 0.91629722368292 0 .9162943506040 
0.91690534165717 0.91629318917766 0.91629087687540 0 .91629077613242 
0.91644450130657 0.91629088785636 0.91629073443494 0 .91629073217398 


Columns 5 上 through 6 


0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0.91629076211489 0 


0.91629073200160 0.91629073197216 
R = wugu = h = 
0.91629073197216 2 .943623123030648e -011 0.04687500000000 
PS = WR = WwWR1 = 
0 .91629073187416 9 .800686628988125e -011 6 .857063505957478e -011 
由 此 可 见 , 用 | 了 7 -7 <e 作 为 计算 停止 的 条 件 ,递归 6 层 , 利 用 龙 
贝 格 求 积 公式 的 romberg .m 程序 计算 了 的 近似 值 尺 =0.916 290 73 ,所 得 的 相 
邻 两 次 迭代 的 绝对 误差 为 wugv =2. 943 623 12e -011 , 定 积 分 的 精确 值 的 近似 
值 态 =0.916 290 73 ,精确 值 /与 民 的 绝对 误差 wR = 9.800 686 63e -011 ,已 达 
到 所 要 求 的 精度 10 下 ,wR 与 zuegu 的 绝对 误 关 为 wR1 =6.8$7 063 $tle -011 , 即 
两 者 很 接近 . 
如 果 用 | 了 -7 <e 作 为 计算 停止 的 条 件 ,运行 的 结果 如 下 
RT = 
Columns 1 through 4 
TI.05000000000000 0 0 0 


0.95357142857143 ”0.92142857142857 0 0 
0.92598357524828 ”0.91678762414057 “0.91647822765470 0 
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两 者 很 接近 . 由 此 可 见 ,用 |7 .nn 
比 | 1 
(2) 取 精 度 分 别 为 10 ”, 当 用 |7vn 
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0.91874179909571 
0.91690534165717 
0 .91644450130657 
0 .91632918157305 


0.91632787371152 
0 .91629318917766 
0 .91629088785636 
0 .91629074166188 


Colurns 5 through 7 


0 
0 
0 
0 


0.91629076211489 
0.91629073200160 
0.91629073187442 
R = 


0.91629073187427 


WwR = 


1.142833611876187e -013 


品 叫 蔬 己 


0 
0.91629073197216 
0.91629073187429 


wugu = 


9.789258292869363e -011 


.WwWR1L = 


Fs=0.916 2930 731 874 16 


算 结 果 如 下 


RT = 


Colurmns 1 througnh 4 
1.0500 0000000000 


0 

0 

0 
0.91629076211489 


0.91629076211489 


FS = 


0.91629073187416 


由 此 可 见 , 取 精度 为 10 一 ,用 | 了 ，， 


wugu = 


1 .401753557672691e -008 


WR = 


3 .024073362534249e -008 


0 .91629722368292 
0.91629087687540 
0.91629073443494 
0 .91629073191558 


0.91629435060401 
0 .91629077613242 
0 .91629073217398 
0 .91629073187559 


尼 避 司 口 吓 


0.9162907373187427 
h = 


-9.777829956750600e -011 


递归 7 层 , 利 用 龙 贝 格 求 积 公式 的 romberg .m 程序 计算 7 的 近似 值 尺 = 
0.916 290 73 ,所 得 的 相 邻 两 次 迭代 的 绝对 误 关 为 wugv =9.789 258 29e -011， 
定 积分 的 精确 值 的 近似 值 Fs =0.916 290 73 ,精确 值 儿 与 丸 的 绝对 误差 zxR = 
1.142 833 6le -013 ,x 及 与 wugu 的 绝对 误差 为 wR1 = -9.777 829 96e -011 , 即 
-7 了 ,| <es 作 为 计算 停止 的 条 件 计算 的 结果 
-7 ,| <e 少 递归 一 层 , 并 且 其 结果 与 精确 值 的 绝对 误差 满足 10 
-人 ,| <e 作为 计算 停止 的 条 件 , 计 


= 


WwWR1 = 


龙 贝 格 求 积 公式 计算 的 结果 与 精确 值 的 绝对 误差 满足 10 ”. 


例 9.4.3 取 精 度 为 = =10 王 ,用 |7 


-7 <e 作为 计算 停止 的 条 


0.02343750000000 


0 .09375000000000 


1 .622319804861558e -008 


-Ti ,| <e 作为 计算 停止 的 条 件 , 用 


件 ,用 zcomberg.m 程序 计算 7 了 = 「 
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-2 


0. 125 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 比较 . 
解 (1) 首先 建立 并 保存 名 为 E.m 的 M 函数 文件 ; 


functiony=Ef(x) 


Yy=X?*3 枯 Sin(X); 


(2) 然后 取 | 密 wy - 


和 sin xdx, 龙 贝 格 积分 表 , 最 小 步 长 上 


1 | < wueha 作为 计算 停止 的 条 件 ,输入 程序 


> > [RT,R,wugu,h] =romberg(e f, -2,2,1.e-5,13) 


SymSX,fi=int(x*3*sSsin(x),x, -2,2)，EFs=- double (fi) 


wR = double (abs(fi -R))，wR1 = WwWR - wugtu 


运行 后 屏幕 显示 计算 结果 如 下 


RT = 


Coliumns 1 上 through 4 


29 .09751765842182 
14.54875882921091 
8 .95732138422125 
7 了 .90513446422483 
7.66180088583971 
了 .60216666191302 


0 
9 .69917255280727 
7.09350890255803 
7 了 .595440549089270 
7.58068969304466 
7.58228858727079 


Columns 5 上 hrough 6 


0 

0 

0 

0 
7.58234714404420 
7.58239441850117 

R = 
7 了 .58239446471276 
上 i = 


8*cos(2)+12*sin(2) 


wR1 = 


局 口气 口 


0 


7.58239446471276 


wugu = 


4.621159011009013e -008 


FS = 


-~1.102986723277096e -008 


即 7=8cos2 +12sin2=7.582 39 , 取 精 度 为 e=10 一 ,用 | 了 


7.58239442953104 


0 
0 
6.91979799254141 
7.58513193011501 
7 了 .58244197318813 
7.58239518021920 


hh = 


WwWR = 


0 
0 
0 
了 .59569278626697 
了 .58239927545913 
7 了 .58239443747367 


0.12500000000000 


3 .518172287731917e -008 


-了 ,| < 2 





作为 计算 停止 的 条 件 ,用 romberg.m 程序 计算 了 的 近似 值 尺 =7.582 39 , 龙 贝 
格 积分 表 为 RT, 最 小 步 长 产 =0.125 , 尺 与 精确 值 了 的 绝对 误差 wR =3.518 17e - 
008 ,满足 精度 e=10-5. 
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习题 9.4 





1. 分 别 用 手工 和 计算 机 计算 ,用 龙 贝 格 求 积 公式 计算 定 积分 了 = 人 dx, 取 精度 


0 ,作出 它们 的 积分 图 ,并 与 精确 值 进行 比较 ,估计 误差 . 

2. 在 某 次 实验 中 测 得 一 质点 在 某 几 个 特定 时 间 上 的 速度 "=z( 避 被 列 人 下 表 ,首先 根据 
下 表 中 给 定 的 数据 ,用 龙 贝 格 求 积 公式 计算 定 积分 在 这 段 时 间 内 质点 的 位 移 , 并 与 精确 值 
0.2(e' -e)=10.375 973 640 937 04 比较 ,估计 误差 . 

人 
_a(D(m/ sa)|10.4437 0.7963 1.8778 2.9365 4.0171 6.6231 10.9196 









1.0000 1.35000 2. 000 0 2. 500 0 3. 000 0 3.5000 4.0000 











二 贝 格 求 积 公式 计算 三 ; [dx, 取 精度 为 10 ,估计 误差 


4. Se e- 呈 av, 递归 17 次 ,估计 误差 ,并 将 计算 结果 与 精 
V2T.。 

确 值 比较 . 

5 分 别 用 复合 辛普森 公式 与 复合 梯形 公式 计算 积分 「 2cos xdx, 要 求 准确 到 10-* ,并 估 
计 误 差 ， 

6. 取 精 度 为 se = 10 一 ,分 别 用 |7T -Tvl<e 和 |7Th-7Tv|l<e 作 为 计算 停止 
的 条 件 , 用 romberg mn 程序 计算 了 = 人 5 xdr, 龙 贝 格 积分 表 , 最 小 步 长 4, 取 精度 为 10， 
并 与 精确 值 比较 . 然后 取 精度 为 10-7, 用 |T,，,，-T ,| <e 作为 计算 停止 的 条 件 , 观 察 用 


龙 贝 格 求 积 公式 计算 的 结果 与 精确 值 的 绝对 误差 是 否 满足 小 于 10-. 
7. 取 精 度 为 ==10-:, 用 |T -Ti|<e 作 为 计算 停止 的 条 件 ,用 romberg .nm 程 


序 计算 :edr, 龙 贝 格 积分 表 ,最 小 步 长 , 并 与 精确 值 比 较 . 


9.5 自 适 应 积分 及 其 MATLAB 程序 


为 了 提高 复合 积分 法 的 效率 ,人 们 还 提出 了 一 种 自 适应 算法 . 因为 复合 积分 
法 需要 使 用 等 距 节点 ,但 是 ,如 果 被 积 函 数 在 某 些 子 区 间 上 性 态 好 (如 函数 值 变 
化 不 大 等 ) ,而 在 另 一 些 子 区 间 上 性 态 不 好 (如 函数 值 变化 巨大 等 ) ,所 以 应 该 在 
被 积 函数 性 态 差 的 子 区 间 上 插入 较 多 的 节点 ,在 被 积 函 数 性 态 好 的 子 区 间 上 使 
用 较 少 的 节点 . 自 适应 积分 法 的 基本 思想 是 通过 数值 方法 辨识 被 积 函数 的 性 态 ， 
进而 进行 合理 地 剂 分 . 自 适应 积分 法 的 基础 是 辛普森 求 积 公式 . 
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假定 我 们 要 计算 定 积分 
7= | edx 


的 近似 值 ,使 误差 不 超过 预先 给 定 的 容 限 .用 自 适应 积分 法 数值 积分 的 具体 步 
又 如 下 : 
在 第 大 个 区 间 [ as, 久 1] 上 的 辛普森 求 积 公 式 为 





S(ac5) = 笠 (Kab +4KeoD +iD)， (9.47) 
Q14 十 已 忆 一 Q 
其 中 c = 从 于, 上 且 放 = 二 < 如 果 被 积 函数 无 z) 在 区 间 [at, 如 ] 上 具有 四 阶 连 
续 的 导数 , 则 至 少 存在 一 个 数 志 = [os 如] ,使 得 
三 HKDdaz=s(eb - 知 752060， (9.48) 


将 区 间 [os,b] 划 分 为 两 个 相等 的 子 区 间 [au ,2] 和 [oo,be] ,并 在 每 段 上 
递归 地 使 用 辛普森 求 积 公 式 (9.47) 实现 ,每 次 计算 只 需要 增加 计算 两 个 凡 x) 的 
值 ,得 


SCauypu) = 人 (aa +4Hca) + 所 bo)) (=1,2)， (9.49) 


其 中 Ga = axybo =aeo =crypo = 六 ,cu 是 [aesbu] (=1,2) 的 中 点 . 则 (9. 49 ) 式 
的 和 为 
S(an ,ba) +SCaoaybe) 


Ci 十 避 Qi 十 D 有 十 ci 
-站 [Koo + 人 (全 ] :2 人 (2 和 +4( 5 oo] (9. 50) 
如 果 被 积 函数 所 ) 在 区 间 [ou, 思 1 上 具有 四 阶 和 续 的 导数 ， 则 
凡 AnDd -SCan 5) +S(aavba) -二 :和 /5o2(6)， (9.50) 
设 /206) = 大 92( 志 ), 则 由 (9.50) 和 (9.51) 式 ,得 
号 ds _ 
S(ar，pi) - 呆 广 2 二 ) =S(anypba) +S(Capypeo) 一 
移 项 整理 ,得 
-向 Jeo(6) = 
科 (9 3) 式 代入 (9.50 式 中 有 
太 AKDdz =s(au ba) +S(aa:ba) + 





工 . 包 rc 
4 507 (如 ). 





pr) +SCapype) 一 S(as ,5 ) ] . (9.52) 





1 
42 二 bu) +SCaaype) -SCasyp)]. (9. 53 ) 
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(9. 53 ) 式 的 误差 估计 公式 为 
| 太 AaDu -3S(anypa) -SCaeybe) 
工 
4 -1 
自 适应 积分 或 者 通过 辛普森 求 积 公 式 (9.47) 和 (9. 50) 来 实现 ,或 者 通过 辛 
普 森 求 积 公 式 (9. 49), (9. 50) 和 (9. 53 ) 来 实现 . 在 区 间 [as,b] 上 ,要 使 
| ad 迁 (an ,ba ) +S(an ,ba) 的 误差 限 为 Ek( Ex >0) ,由 (9. 53 ) 式 知 , 只 要 


使 





| S( ab +S(Caoype) -SC(oak,pb) |. (9.54) 


1S(Cana bn) +S(Caeybe) 一 SCaeypo) | <e， (9.55) 

即 可 ,所 以 在 编程 序 时 ,如 果 |S(an ,bn) +SCae be) -SCobl<e 时 , 则 停 
止 运算 ， 

如 果 需 要 更 准确 的 精度 ,可 以 取 {[ao,bo],so}, 其 中 so 为 区 间 fao,b] 上 的 

数值 积分 的 误差 ,将 [ao ,bo] 细 分 为 两 个 子 区 间 [ao ,po] 和 [ao ,bo] ,如 果 满 足 

(9.55) 式 , 则 停止 运算 . 否则 ,这 两 个 子 区 间 记 作 [e ,和 fo: ,b] , 取 其 上 的 容 


差 为 s = e; = 包 , 如 此 下 去 ,直到 满足 (9. 55) 式 , 则 停止 运算 . 


MATLAB 系统 提供 的 suada.m 程序 就 是 根据 自 适应 积分 编写 的 .在 程序 
quad.m 中 ,通过 辛普森 求 积 公式 (9.49) ,(9.50) 和 (9 .53) 和 取 sx = ol, 即 用 户 
预先 给 定 的 数值 积分 的 精度 to! ,或 默认 值 10“ ,如果 满足 (9. 55) 式 , 则 停止 运 
算 . 


例 9 5.1 用 auad.m 程 序 计算 三 


比较 . 
解 ”输入 程序 


> >F -inliine('1.(1+x) ii [QIFCNT] = quad(F;0,1.5,1.e-7,3) 


1 
1 二 % 





dx , 取 精 度 为 10- ， 并 与 精确 值 作 


SyIQS X 
fi=int(1A(1+x),x,0,1.5)3 
Fs =double (fi),，wQ= double (abs(fi -Q)) 
运行 后 屏幕 显示 了 精确 值 严 , 取 精度 为 10… ,用 函数 suad 计算 了 的 近似 值 Q， 
递归 次 数 FCNT 它 与 精确 值 Fs 的 绝对 误差 w@ 如 下 
Q = FCNT = 
0 .91629073716847 29 
FS = wWQ = 
0 .91629073187416 5.294317803384376e -009 
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习题 9.5 





1. 用 自 适应 应 积分 计算 定 积分 /= 太 。 edxr, 取 精度 10… ,作出 它们 的 积分 图 ,并 与 精确 


值 进 行 比较 ,估计 误差 ， 

2. 在 某 次 实验 中 测 得 一 质点 在 某 几 个 特定 时 间 上 的 速度 "= "( 旭 被 列 人 下 表 , 首 先 根据 
下 表 中 给 定 的 数据 ,用 自 适 应 积分 计算 定 积 分 在 这 段 时 间 内 质点 的 位 移 , 并 与 精确 值 
0.2(e: -e)=10.375 973 640 937 04 比较 ,估计 误差 . 





克 S) 1.0000 1.5000 2.000 0 2. 500 0 3. 000 0 3.5000 4.0000 





zt sa) | 0.4437 0.7963 1.877 8 2.936 5 4.017 1 60.623 1 10.919 6 








3. 用 自 适应 积分 计算 | 1 元 dz, 取 精度 为 10 
4. 四 dx, 递归 7 次 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 比较 . 
vIT 


9.6 高 斯 (Gauss) 型 积分 公式 及 其 MATLAB 程序 


我 们 首先 介绍 代数 精度 的 概念 ,再 介绍 在 [ -1,1] 上 的 高 斯 - 勒 让 德 积分 
公式 ， 然后 分 别 介绍 常用 的 高 斯 求 积 公式 拉 道 (Radau) 和 洛 巴 托 (Lobatto ) 积分 
公式 及 其 MATLAB 程序 . 


9.6.1 代数 精度 
从 以 上 介绍 的 托 形 公式 .梯形 公式 和 辛普森 公式 等 数值 积分 公式 我 们 看 到 ， 
不 论 哪个 近似 求 积 公 式 都 可 以 写成 如 下 形式 
三 > 4 xir)， 《9.56) 
其 中 4 是 与 函数 妃 纪 无关 的 常数 ,矩形 公式 、 梯 形 公 式 和 辛普森 公式 等 数值 积 
分 公式 的 区 别 仅 在 于 4, 的 取 值 不 同 . 代数 精度 是 衔 量 求 积 公式 精确 程度 的 一 种 
指标 , 它 用 寡 函 数 作为 被 积 函 数 .Asx) ,以 近似 积分 与 精确 值 是 否 相 等 作为 精度 
的 度量 标准 ,有 如 下 定义 : 
定义 9.1 设 岂 如 = 以 ,用 (9.56) 式 计算 了 = | Daz, 若 对 于 上 =0,1，…， 


普 都 有 六 =1, 而 当 上 = 天 +1 时 克 关 7 则 称 刀 的 代数 精度 为 亚 . 
例 9.6.1 确定 系数 4.，4o,4 ,使 求 积 公式 
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「 ADaz=4- -月 + 和 0) + 在 有 用 (9.57) 
具有 尽 可 能 高 的 代数 精度 ,并 指出 所 得 求 积 公式 的 代数 精度 . 
解 ” 要 使 求 积 公式 (9.57) 至 少 具 有 2 次 代数 精度 ,其 充分 必要 条 件 为 
当 疙 z) =1 时 ， 「 1dz=4 ，+4+4 =27， 


丰 
当 Xx) =x 时 ， | xdz =4I( 一 加 +4o 0+4 =0， 


“ 3 
当 帮 zx) = 宅 时 ,| xdx =4.i( -有 + 0 ， 
一 天 


即 
4 ,+4+4 =26， 
( -4-+41)=0， 


3 
(4 +4)P = 全 - 


解 得 
天 4 刀 
4 =4， = 本， 4。 = 了 
代入 求 积 公式 (9.57) ,得 
ADaz= 寺 [月 +4XO) + 有 1 (9.58) 


当 矿 zj) = 巡 时 , 求 积 公式 (9. 58) 的 左边 = 「 aar=- 三 az =0,(9.58) 
式 的 右边 = 卫 [( -有 ?+4 :0 + 局 ] =0, 左 边 -= 右边 ; 


当 矿 zx) = 风 时 , 求 积 公式 (9. 58) 的 左边 = 「 madz= 三 xu-= 邱 





2 (9 58) 式 的 右边 = 去 [( 一 用 +4 0 十 玉 = 全 ,左边 关 右 边 ; 


天 
3 





所 以 , 当 求 积 公式 (1) 中 求 积 系 数 取 为 4-, =4 = 
公式 (9. 58) ,其 代数 精度 取 到 最 高 ,此 时 代数 精度 为 3. 


例 9.6.2 求证 :梯形 公式 T(P = -了 [oa) + 岂 们 ] 的 代数 精度 玫 = 1 


,4 = 人 时 ,得 到 求 积 





201+0)， 





证 明 因为 当 Kx) = 闪 =1 时 ,| 1dx =-a=T7T(1) = 


当 几 z) =x 时 ,| xdz = 二 (中 -@) =7(z) = 全 2(0+a， 
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当 A sx) = 安 时 ， 「 季 dx -= 可 记 -o) 天 7T(z2) = “< 刀 +a)， 
所 以 ,梯形 公式 T( 胜 的 代数 精度 m = 1 
类 似 的 可 以 证 明 , 辛 普 森 求 积 公式 SU ) = 和 [A(o) +4f (二 +] 的 


代数 精度 m = 3. 

上 面 几 种 求 积 公 式 的 共同 点 是 将 积分 区 间 等 分 ,将 分 点 作为 搬 值 节点 ,用 分 
段 插值 多 项 式 代替 妃 z) 做 积分 ,因而 节点 数 nm 给 定 后 节点 和 (上 =1,2,…,m 是 
固定 的 ,要 构造 求 积 公式 只 需 确 定 (9.56) 式 中 的 系数 4, 即 可 . 这 样 做 虽然 简单 ， 
但 代数 精度 低 . 下 面 介绍 的 方法 取消 区 间 等 分 的 限制 ,n 给 定 后 同时 确定 节点 如 
和 系数 4, ,使 代数 精度 尽量 高 . 


9.6.2 在 [-1,1] 上 的 高 斯 - 勒 让 德 (Gauss-Legendre ) 积分 公 
式 及 其 MATLAB 程序 


先 介绍 两 点 高 斯 - 勤 让 德 积 分 公式 ,然后 再 推广 到 个 节点 的 情形 ,最 后 
给 出 MATLAB 计算 程序 . 

(一 ) 两 点 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 

先 看 2 个 节点 的 情况 . 因为 只 有 2 个 节点 ,所 以 按照 固定 节点 的 办 法 只 能 用 
梯形 公式 ,代数 精度 为 1. 而 用 下 面 的 方法 在 区 间 内 适当 地 选择 节点 ,就 可 以 得 
到 具有 3 阶 代数 精度 的 公式 . 区 间 (e, 纪 经 过 适当 的 变量 代 换 可 以 化 为 ( -1， 
1) ,因而 只 需 计算 [= 「 mad 

要 构造 形 如 

cz =47x) +42 扎 za) 〈9.59) 

的 求 积 公式 ,确定 xm ,x: ,4 ,4 使 C: 的 代数 精度 为 3. 按照 代数 精度 的 定义 ,要 求 
对 于 Rx) =1,x,x ,xz ， 


厂 Kadz=4a) +47a) 


成 立 ,将 扎 沁 ) 代 人 计算 可 得 
4 +4;， =2， 
4ixi +42x =0， 
4x1 十 42X2 = 卫 ， 
4xz1 +42x2 = 0. 


了 4 =4: =1, 代 和 人 (9.59) 即 得 代数 精度 为 3 的 高 斯 公式 
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CC = | -万 | + 有 (9.60) 


定理 9.6( 两 点 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 ) ”如 果 函 数 扎 z 在 区 间 [ -1,1 上 
连续 , 则 有 代数 精度 为 上 =3 的 两 点 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 (9. 60). 
如 果 函 数 妃 妇 在 区 间 [ -1,1] 上 具有 4 阶 连 续 导 数 , 则 


ADu=cU)+rRU， 
其 中 两 点 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 (9. 60 ) 的 截断 误差 为 
RELA - 夺 旨 -1< 上 <1). 

例 9.6.3 分 别 用 两 点 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 (9. 60) \ 步 长 为 2 的 梯形 公 
式 和 步 长 为 1 的 辛普森 求 积 公式 计算 7= | 5-de ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进 
行 比较 

解 设 几 za) = , 则 由 两 点 高 斯 - 惑 让 德 积分 公式 (9. 60) ,得 


coD 1 ( -万 4 人 二] = 一 1 











=0.405 405 405 405 41. 
由 步 长 为 2 的 梯形 公式 ,得 

7 =A -1 +K1) =0.416 666 666 666 67. 
由 步 长 为 1 的 辛普森 求 积 公 式 ,得 


-1)+4HK0)+KRUDJ 11 4 1 
Si = 6 三 加 | 才 十 5 十 引 





=0.202 777 777 777 78. 
输入 程序 
>> xi=-1/sqrt(3);x2 =1/sqrt(3); ylL=1/(5+xl);iy2 =1/ (5+X2); 
G2 =yL +y2,= -1:2:143y =1./(5 +t);T=trapz(t,y) 
SyYTmS 艾 
fi =int(1/(5 +x),x, -1,1); Fs = double (fi),S1=(1Z4+4/5 +1/A6)/6; 
wS1 = double (abs(fi -Si1))，wG2 = double (abs(fi-G2))， 
wT = aouble (abs(fi-T)) 
运行 后 屏幕 显示 如 下 
G2 = 了 = 
0.40540540540541 0.41666666666667 
PS = wS1L = 
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0 .40546510810816 0.20268733033038 
WwWG2 = WE 
5.970270275897657e -005 0.01120155855850 

由 此 可 见 , 用 两 点 高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 比 步 长 为 2 的 梯形 公式 和 步 长 为 
1 的 辛普森 求 积 公式 计算 数值 积分 的 误差 都 小 ,而 且 两 点 高 斯 - 勒 让 德 积分 公 
式 只 需 计 算 两 项 ,但 是 步 长 为 1 的 辛普森 求 积 公 式 需 计算 三 项 . 

(二 ) 半 个 节点 的 高 斯 - 惑 让 德 积 分 公式 及 其 误差 分 析 

一 般 的 ,个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 的 代数 精度 为 2 - 1, 其 数值 积 
分 公式 为 


CC ) =4. 风 ) +4 克 加) + 二 4 和) ， (9.61) 
| AaoOde=cCD+RI， 
其 中 截断 误差 为 
全 
区, 抽 际 =， [25)1 wn(XY)dx ( -1<<<1l)， (9.62) 


其 中 mw(x) =(z -xi)(z 一 和)…( 和 一 X). 
将 所 需要 的 常用 的 高 斯 ~ 勒 让 德 积 分 公式 (9. 61) 中 的 节点 的 横 坐 标 *, 和 系 
数 4.x( 上 =1,2,…,m) 及 截断 误差 R,[ 月 已 经 制 成 表 9 -5, 用 时 直接 查找 即 可 . 
表 9-5 常用 的 高 斯 - 和 



































四 截断 误差 R.[y ] 
即 横 坐 标 3 系数 鸡 语 
| (-1<e<<1l) 
< 这 7 (6 
| 六 135 
3 多 | 3 8 35 全 
区 人 于 矶 15 750 
| +0. 861 136 311 6 0. 347 854 845 1 3 
土 0.339 981 043 6 0. 652 145 154 9 3 472 875 
土 0.906 179 845 9 0. 236 926 885 1 
六 (站 
5 土 0. 538 469 310 1 0. 478 628 670 5 下 .65 
0. 000 000 000 0 0. 568 888 888 8 
土 0. 932 469 514 2 0. 171 324 492 4 记 条 总 了 
， : 
6 土 0. 661 209 386 5 0. 360 761 573 0 全 大 ( 纪 
土 0.238 619 186 1 0. 467 913 934 6 《沙井 
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续 表 
3 
| Aauzs 2 4XstRU] 
了 2 。 
圭 0. 949 107 912 3 0. 129 484 966 2 
了 圭 0.741 531 185 6 0. 279 705 391 5 3 
土 0. 405 845 151 4 0. 381 830 050 5 (14!1) 15! 
0. 000 000 000 0 0. 417 959 183 7 
二 
下 土 0. 960 289 856 5 0. 101 228 536 3 
8 二 0.796 666 477 4 0. 222 381 034 5 办 汐 ER 生 
土 0. 525 532 409 9 0.313 706 645 9 (161)717! 
寺 0. 183 434 642 5 0. 362 683 783 4 
(三 ) ”个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 及 其 误差 分 析 的 两 个 MATLAB 程 
序 


根据 式 (9. 61) 和 (9. 62) 编写 的 用 ”个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 计算 
三 Ade 的 数值 积分 (代数 精度 为 2 - 1) 及 其 共 断 误差 公式 的 MATLAB 程 序 
如 下 : 
用 高 其 一 勒 让 德 积分 公式 (9.61) 计算 7- | /La dx 的 数值 积分 及 其 入 断 | 


误差 公式 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 :/un 是 被 积 函 数 F(x) ,下 是 寺 个 节点 的 横 坐 标 妈 的 1 x 半 维 向 量 
(可 以 从 表 9 -5 中 取得 ) ,4 是 来 自 表 9 -5 中 的 系数 4,e(E=1,2, ma) 的 1x 
! 维 向 量 . 

输出 量 :6GL 是 利用 个 节点 的 高 斯 - 勤 让 德 积 分 公式 (9. 61) 计算 7 的 数 
值 积分 值 ,代数 精度 为 2 -1,RCn 是 截断 误差 公式 ,其 中 M 是 所 xz) 的 2m 阶 导 
数 ,了 是 岂 z) 在 下 处 的 值 . 


function [GL,Y，RGn] =GaussR1(fun,X,RA) 














n =length(X);n2 =2*niY=feval(fun,X)3;GL =sum(RA.*Y); 
sun =1; su2n=1; su2nl =1; wome =1; 
SYmS 
OOE 凑 三 工 :这 
wome =wWome:#(X 一 X(Kk)); 

end 
wome2 = wome*2;FT =int(wome2,x, -1,1); 
EGzr 基 = 二 :2 

Su2n = SuU2Dm#k 上 ; 


end 
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SYmSs M 
RGn = ErkM/ Su2Di; 


例 9.6.4 用 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 (9. 61) 计 算 T= -| 。-sdz, 取 代 
v 元 上 


数 精度 为 3 和 5 ,再 根据 截断 误差 公式 (9. 62 ) 写 出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精 
确 值 进行 比较 . 
解 (1) 建立 并 保存 fun m 文件 命名 的 M 文件 函数 
functiony = fun(xy) 
y = exp((-x,*2)./2)./(sqGrt(2*pi)); 
(2) 建立 并 保存 GaussRl .m 文件 命名 的 M 文件 函数 
(3) 根据 表 9 -5 ,输入 程序 
>>Xl=f-1(3*(1Z2)),17(3” (1Z2))]; al=[1,1]; 
[GL1,Y1L1，Rnl] =GaussR1(e ftun,Xl1 ,AL) 
X2 =[-(3Z5)*(1Z2),0,(3/5)*(17Z2)]; RA2 =[5/v9,8/9,5/9]; 
[GcL2 ,Y2 ，Rn2] =GaussR1(@ fun,X2 ,RA2) 
SYS XX 
fi =int(exp((-x."2)./2)./(sqrt(2*Ppi)),x, -1,1); 
Fs = double (fi)，wGL1L = double (abs(fi -GL1L))，wGL2 = double 
(abs(fti-GL2)) 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 代数 精度 为 3 和 5 的 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 数值 计算 7 
的 结果 CD 和 CL。 .截断 误差 公式 Rn 和 Rn 、 精 确 值 Ps 和 Rs 及 其 两 者 的 绝对 误 
差 wGL 和 zw6C 天 依次 如 下 


Rn1 = GL1 = YL = 
/AZ135 # M 1754/2597 877 /2597 877 /2597 
Rn2 = GL2 = Y2 = 
1XZ15750 * KM 237 /347 451/1526 1056/2647 4517/1526 
FS = WwWGL1 = WwWGL2 = 
2315/3391 107 /14668 36/116971 
用 代数 精度 为 3 和 5 的 高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 数值 计算 了 的 结果 CL, = 
1 7534 237 2 315 、 107 
一 -一 一 二 一 -二 二 二 一 一 一 一 一 站 | 三 一 一 一 一 一 
7557 和 GL。 = 3 ,与 精确 值 1~ Ps = 了 3 的 绝对 误差 分 别 为 wCP = 1 668 和 
36 、 、 、 、 
wGL: =T5 67 根据 截断 误差 公式 (9. 62) 计 算 的 截断 误差 的 公式 为 





R[ 有 = 和 /9( 句 ， 司 [] -To( 旬 ( -1<6<1)， 
另外 ,根据 (9. 61) 和 (9.62) 编写 的 用 “个 节点 的 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 计 
算 1= | (sz)as 的 数值 积分 (代数 精度 为 2 - 1) 及 其 估计 绝对 误差 限 的 
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MATELAB 程 序 如 下 : 





用 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 计算 | /7(z)dz 的 数值 积分 和 误差 估计 的 
MATLAB 主 程序 

输入 量 :Jun2n 是 被 积 函数 的 的 2n 阶 导数 ,in 是 被 积 函数 Mtm) ,三 是 
个 节点 的 横 坐标 闷 的 1 xn 维 向 量 (可 以 从 表 9 -5 中 取得 ) ,4 是 来 自 表 9 -5 中 
的 系数 4 : (天 =1,2,…，,Pn) 的 虐 X 维 向 量 . 

输出 量 , Rn 是 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 (9. 61 ) 的 误差 估计 , CGL 是 公式 
(9.67) 计 算 六 岂 ade 的 数值 积分 值 ,代数 精度 为 2w - 1, 了 是 被 各 函数 人 ( 困 在 


天 处 的 值 . 


function [GL,Y,Rn]j =GaussR2 (fun,X,A,fun2n) 








n=length(X);n2 =2*xniY=feval(ftun,X); 
GL = sum(R.*Y);GL=sum(A.*xY); 
sun =1; Su2n =1;， su2nl =1; worme =1: 
SYS 买 
fcor K =1 :mn 
wome =wome *k(X-X(K))3 

end 
wome2 = wome^23;Fr =int(wome2,x，-1 ,1); 
for KK =1:nD2 

SU2Dn = SU2Dn 业 上 K; 
endQ 


mtun2n =max(Efun2n); Rn = Frykmtun2n/ su2Dni 
例 9.6.5 ”用 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 (9. 61) 计 算 | 5 dx, 取代 数 精度 为 


15 ,再 用 截断 误差 公式 (9. 62) 估 计 误 差 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 . 
解 (1) 建立 并 保存 fun .mm 文件 命名 的 M 文件 函数 
functiony = fun(x) 
yY=1./(5+X); 
(2) 建立 并 保存 GaussR2 .am 文件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 
> > SYmS 六 
fun2n=diftf(1./ (5 +Xx),x,16) 
(4) 运行 后 ,再 输入 程序 
> >X=[-0.9602898565，-0.7966664774， -0.5255324099 ， 
-0.1834346425, 0.9602898565,， 0.7966664774，0 .5255324099 ,0 .1834346425 ]; 
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RARA=[0.1012285363，0.2223810345，0 .3137066459，0.3626837834， 


0.1012285363,，0 .2223810345，0 .3137066459,， 0 .3626837834j; 
x= -1:0.00001:1; fun2n =20922789888000./(5 +X) .17; 


[GcL,Y,Rn] =GaussR2 (&e fun,X,R,fun2n) 


Syms 七 


运行 后 屏幕 显示 用 代数 精度 为 15 的 高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 数值 计算 工 的 结果 
CL 和 精确 值 Fs 及 其 两 者 的 绝对 误差 wgCL 依次 如 下 
RD = 


GL = 
0.40546510814876 


fi =int(1/(5+t),t, -1,1);Fs = double (fi),wGL = dqouble(abs(fti -GL)) 


2.709468201849595e -015 


了 YY 王 


本 
0 .24754251282336 0.23790641276104 0.22349027674545 0.20761682356139 


Columns 5 througn 8 
0.16777707528929 0.17251294410310 0.18097803538503 0.19292227431611 


WwWGE = 
4.059186608518054e -011 


FS = 
0.40546510810816 

用 代数 精度 为 15 的 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 数值 计算 了 工 的 结果 CC = 

0.405 465 108 1 与 精确 值 T= 天 = 0.405 465 108 1 的 绝对 误差 为 gGL = 

4.059 186 608 $e -011. 根据 截断 误差 公式 (9. 62) 估 计 的 绝对 误差 限 为 尺 = 


2.709 468 201 8e -015. 
9.6.3 在 [c,28] 上 的 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 及 其 MATLAB 程序 
(一 ) 权 4.,=1(k=1,2,…,m) 的 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 


进一步 提高 精度 有 两 条 途径 ,一 是 增 大 ,可 以 证 明 ,C,(F) = 2 4 7xs) 
的 代数 精度 可 达 2n -1, 但 是 要 解 由 (9.61) 式 得 到 的 更 复杂 的 非 线性 方程 组 ,m 
较 大 时 实用 价值 不 大 ;二 是 先 将 区 间 (e, 纪 分 小 ,在 小 区 间 上 上 用 6: CA ) ,具体 做 


法 如 下 ， 
将 区 间 (a, 电 mm 等 分 , 记 大 = 2 =a+ 肝 必 =0,1,…,mm, 作 变换 zx= 





Xi 十 和 1 下 
一 上 + 一 上 出 
二 5 坟 则 





7 玉 fi % 十 移 玉 
了 = dx = 4 -一 d. 
， ja x 二 | 1 





用 CC ) 近 似 到 ,就 有 
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,= 了 [Hz ) +Ka)]， 


0 -和 Xe (2) 2 
玫 2 2.5” 下 2 2 了 
于 是 
JADdz= 生 并 Da )1， (9.63) 
这 就 是 常用 的 高 斯 求 积 公 式 . 
(二 ) 一 般 型 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 
用 同样 的 方法 可 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 9.7( 一 般 型 高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 ) 如 果 函 数 F(z) 在 区 间 
[ -1, 上 有 P= 个 节点 , 且 代 数 精度 为 2n -1 的 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 的 节点 的 


横 坐 标 闵 和 权 4 (4=1,2,…, 沾 已 知 , 作 变换 1 = “> + 了 ax, 则 一 般 的 高 
斯 - 勒 让 德 积分 公式 为 

















六 -Ga 忆 CC+p bp-a 
| ADd= -下 二 41 人 (和 + (9.64a) 
其 中 截断 误差 为 
R[F] = 万 一 (各 oz(zJdz (ac<eE< 昌 ， (9.64b) 
(2n)1 |。 


其 中 mw(z) =(x 二 5)( 二 一 %2) (一 %n)， 


根据 (9. 64) 编写 的 用 一 般 型 高 斯 - 惑 让 德 积分 公式 计算 夏 7z)dx 的 数值 
积分 的 MATLAB 程序 如 下 : 





用 一 般 型 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 计算 | 7z)dx 的 数值 积分 MATLAB 主 
程序 

输入 量 : 记 n2n 是 被 积 函数 扎 ] 的 2n 阶 导数 , 记 n 是 被 积 函数 所 z) ,ab 分 
别 是 积分 下 ` 上 限 , 关 是 ”个 节点 的 模 坐 标志 的 1 xn 维 向 量 (可 以 从 表 9 -5 中 
取得 ) ,4 是 来 自 表 9 -5 中 的 系数 4.,( 丰 =1,2,…, 四 的 1 xn 维 向 量 . 

输出 量 : GL 是 利用 一 般 型 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 (9.64) 计 算 | 7a)dz 的 


数值 积分 值 ,了 是 让 12+8+2=az 的 值 , Rn 是 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 
2 2 


《9. 64b) 的 误差 估计 . 


function [GL,Y,Rn] =Gauss (fun,a,b,X,RA,fun2n) 
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nn=1length(X);yn2 =nx2;T=2eros(1,n); 
T=((a+b)v2) +((b-a)/2)*X; 
Y=feval(fun,T);GL=((b-a)2)*sum(RA.*Y); 
Sun=1; Su2n =1; Su2n1 =1; wome =13j 
SYmS 式 

for K =1 工 :nn 

wome =wome*(Xx-XCK)); 

emnaQ 

wome2 = wome 23;Fr = int(wome2 ,x,， -1,1); 
for K =1:n2 

SuU2DnR = SUZTn 本 大 ; 

eDndQ 


mftun2n =max(fun2n);， Rn = FLty#Imftun2nvsu2n; 


例 9.6.6 “利用 一 般 型 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 计算 7= -上 | 。-sdv, 取 代 
V2T:。 


数 精度 为 15 ,并 与 精确 值 比 较 
解 (1) 建立 fun.m 文 件 命名 的 M 文件 函数 ， 
functiony = fun(xX) 
YyY = exp( (-x.*2)./2)./(sqrt(2*pi)); 
(2) 输入 程序 

> >X=[-0.9602898565，-0.7966664774，-0.5255324099 ， 
-0.1834346425,， 0.9602898565,， 0.7966664774, 0.5255324099,0.1834346425 ] ; 

ARA=10.1012285363，0.2223810345，0.3137066459，0.3626837834， 
0.1012285363,，0.2223810345, 0 .3137066459, 0 .3626837834]; 

a=0;b=2; [GyY,Rn] =Gauss (8@ fun,a,b,X;A,fun2n) 

Syrms X，fti =int(exp(( -x"2)7X2)7(sGFE(C2 pi)),x ay pb) 

Fs =- double (fi), wGL = double (abs(fi -GD)) 
运行 后 屏幕 显示 分 别 用 代数 精度 为 15 的 一 般 型 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 数值 计 
算 了 的 结果 纺 、 高 斯 - 鞠 让 德 积分 公式 (9. 64b ) 的 误差 Rn 、 估 计 被 积 函 数值 了 
和 精确 值 gs 及 其 两 者 的 绝对 误差 wCl 依次 如 下 

GL = Rn = 

0 .47724986810026 2.709468201849595e -015 
、. ， 
0 .39862785922733 0.39077989968078 0.35647246460968 0.28583858238797 

0.058407374991356 0.07942486895803 0.12461041358066 0.19805761421327 

FS = wGL = 


0.47724986805182 4.843847992335364e -011 
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9.6.4 拉 道 (Radau) 积分 公式 和 洛 巴 托 (Lobatto ) 积分 公式 及 
其 MATLAB 程序 


如 果 预 先 给 定 普 +2m 个 节点 (xs,yt) 中 的 和 (=1,2,…, 严 +2m) ,要 构造 形 


如 
1 MKodz= 三 Bro+ 二 47Kso+RC (9.65) 
的 求 积 公 式 ,确定 系数 4. ,B, 和 xi(8E=1,2,…))， 使 
5.=- 2 BA + 它 汪 用 za (9.66) 
的 代数 精度 为 m+2n -1. 按照 代数 精度 的 定义 ,要 求 对 于 (zx) =1,x, 和 ,…， 
MXm 1 
| Road- 二 BoD+ 守 水 太 s) 
成 立 . 
有 时 为 了 确定 系数 4.,B 和 (=1,2,…,m), 用 著名 的 勤 让 德 正 交 多 项 式 
3 委 一 1 
P, =1,P， =x， 了， = 一 7 ， 
Sx”- 3x 35x”- 30x + 3 
人 
[ 引 


1 不 rm2CK nm 天 -2m 
忆 ，= 一 - (1)C”C X 


下 面 介绍 两 种 常用 的 高 斯 型 积分 公式 ,它们 都 是 将 区 间 的 端点 取 作 预先 给 
定 的 节点 ,分 别称 作 拉 道 积分 公式 和 洛 巴 托 积分 公式 . 
(一 ) 拉 道 积分 公式 





| Akon-D+ 工 41Keo+RD (9.67) 
己 和 ) 十 已 〈xX 工 一 入 
称 为 拉 道 积分 公式 . 其 中 内 是 多 项 式 所 - 呈 了 e( 人 的 根 ,4 = 于 和 1 
%+1 天天 (5 
误差 余 项 为 
R[ 有 = -2 aa-DU-Ko-p(e，-1<e<1 (9.68) 


[(22-1)1 
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(二 ) 洛 巴 托 积分 公式 
「 adr= TCD+ADI+ : 六 aeo RU (9.69) 
称 为 洛 巴 托 积分 公式 . 其 中 凡是 多 项 式 P。, (xz) 的 第 ] - 1 个 根 ,4， = 


2 
5 ,Ar 天 土 1. 误差 余 项 
na- 天 (xD 误差 余 项 为 


2” mn(7-1 于 一 2)1 2p -2 
R[ 记 = - NT 站 ]7 2( 间 ，-1<E<1， (9.70) 
(三 ) 用 洛 巴 托 数值 积分 公式 的 MATLAB 程序 
对 于 高 斯 型 积分 公式 ,在 实际 应 用 中 也 常用 复合 法 则 和 自 适 应 法 则 . 在 
MATLAB 系统 中 ,根据 自 适应 洛 巴 托 求 积 公 式 编写 了 数值 积分 的 程序 
quadl .m, 是 MATLAB 6.5 和 MATLAB 7.01 以 后 的 版 本 极力 推荐 的 程序 ,其 功 
能 和 调用 格式 如 下 : 
调用 格式 一 :Q = quadl (FUN,a,b) 
此 命令 用 于 高 阶 自 适 应 求 函 数 了 = FUN(T) 从 到 的 积分 ,误差 为 10 “, 输 
人 被 积 函 数 FUN 和 积分 下 .上限 c 和 ,运行 后 输出 积分 的 近似 值 向 量 Q. 运行 
时 ,被 积 函 数 将 接受 一 个 以 向 量 形式 的 自 变 量 互 ,并 且 返 回 在 互 的 每 个 元 处 的 积 
分 的 近似 值 所 构成 的 向 量 @ . 
调用 格式 二 :Q = auadl (FUN,a,b,TOL) 
此 命令 用 绝对 误差 限 TOL 代替 默认 值 10 “. 其 他 同上 . 
调用 格式 三 :[Qo,FCNT] = quadl (...) 
其 中 输出 量 CN7 是 递归 计算 的 次 数 . 其 他 同上 . 
调用 格式 四 :quaql (FUN,a,b,TOL ,TRACE) 
输入 非 零 数 7TR4CE , 则 屏幕 显示 在 递归 计算 期 间 的 向 量 L[fcnt ab-aQl]. 其 他 
同上 . 
调用 格式 五 :gauadl (FUN,A,B,TOL ,TRACE ,P1,P2,...) 
其 中 输入 量 P, ,P, ,… 是 附加 的 参数 . 其 他 同上 . 
调用 格式 六 :quadl FUN(X,P1,P2,...) 
对 于 TOL 或 TR4CE 使 用 默认 值 .其 他 同上 . 
说 明 :(1) 上 面 所 有 的 冰 数 RUN 的 调用 格式 ,都 必须 指定 被 积 函 数 RUN 为 
炭 人 和 人 对象 = inline('FUN') ,然后 调用 Q = quadl(F,a,b) 或 指定 为 函 
数 处 理 ,例如 ,将 被 积 函 数 FUN 作 一 个 名 为 fun.m 的 M 文 件 : 


functiony = fun(X) 








YY = FUN (X) 
然后 调用 Q = Guadl(e myfun,a,b,...). 
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(2) 在 定义 被 积 函数 FUN 中 的 运算 用 数组 算 子 : * ，./ 和. ; 

(3) 如 果 没 有 给 定 被 积 函 数 了 = FUN(X) 的 具体 表达 式 ,而 只 给 定 了 积 
分 变量 和 被 积 函数 的 离散 的 数据 下 = (xo,xzi，…,z,), 了 =(yo,yi,…,y) ,或 
数 表 








区 X0 Xi X2 X3 YXn 
了 六 J 和 % 交 7 
则 常用 的 处 理 方 法 如 下 : 


首先 利用 插值 方法 (如 分 段 样 条 插值 ,分 段 低 阶 的 拉 格 朗 日 插值 等 ) 求 出 分 
段 插值 函数 fun ,然后 用 说 明 (1) 中 的 方法 重新 指定 插值 函数 fun . 
(4) 在 MATLAB 6.5 中 可 以 计算 无 界 郴 数 的 反常 积分 . 


例 9.6.7 用 函数 auadl 和 auad8 及 quad 分 别 数值 计算 了 = 2 e-dx， 


分 别 取 精 度 为 10“ 和 10 “ ,将 计算 结果 分 别 与 精确 值 比 较 ,并 画 出 图 形 . 

解 (1) 建立 fun.m 文 件 命名 的 M 文件 函数 

Eunctiony = fun(x) 
太志 全文 贡 人 人 一 二 人 宝 7 几 2 人 三 GCC2 末 百 主人 尖 

(2) 输入 程序 
>> SUBELOLEL2 , 工 江 ) 7 
[ol ,FCNT1] =aquadl(@ fun,0,piX2,1.e-6) 
[0o8 ,FCNT8 ] =auad8(@ fun,0,pi/2,1.e-6,3) 
[oo,FCcCNT] =aquad(e fun,0,pi/2,1.e-6) 
SyYIS XX 
二 
Fs =double(fi),， wol =daouble(abs(fi-Ql)) 
wQ8 =dqouble(abs(fi-0Q8)), wo=adaouble(abs(fi-o)) 
xlabel(' 自 变量 X'), ylabel(' 因 变量 Y') 
title(' 取 精度 为 1.e -6, 被 积 函 数 f(x) =exp( -xx?*2/2)/ (sdart(2*Ppi)) 
在 [0,piZ2] 上 的 数值 积分 ') 
Legend(' 取 精度 1.e -6, 用 8. 阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 积分 过 程 的 递归 图 ') 
holdq on 
subplot(2,1,2) 
[oll4,FCNT114] =auadl(e fun,0,piv2,1.e-14) 
[0814 ,FCNT814] =dquad8(e fun,0,piZ2,1.e-14,3) 
[Ql14,FCNT14] =auad(e ftun,0,pi2,1.e-14,[],1) 
wQl14 =double(abs(fi-Qll4))，wo814 =double(abs(fi-Q814)) 
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wQl4 =dQouble(abs(fi-Ql4))， 

xlabel(' 自 变量 X') ,ylabel(' 因 变量 Y') 

title(' 取 精度 为 1.e-14, 被 积 函数 E(x) =exp( -x*27/2)A (sqrc(2 

pi)) 在 [o,piZ2] 上 的 数值 积分 ') 

Iegend( ' 取 精度 1.e-14, 用 8 阶 牛顿 - 科 茨 公式 计算 积分 过 程 的 递归 图 ') 

holQ off 、 
运行 后 屏幕 显示 图 9 -4 和 7 的 精确 值 忆 ,, 分 别 取 精度 为 10 和 10 “ ,分别 用 函 
数 quadl 和 quad8 及 quad 计算 7 了 的 近似 值 Q@， ,@s 和 QuCa ,Qu 和 Qi ,递归 
次 数 FCNT1 ,PFCNT78 和 FCNT,FCN7TI14 、FCN7814 和 FCN714 ,近似 值 分 别 与 精 


确 值 /的 绝对 误差 20Vw0 和 20,w0uwCsa 和 WO 如 下 


QL = FCNT1L = Q&8 = FCNT8 = 
0.44188501970377 18 0.44188501721659 33 
Q = FCNT = FS = 
0 .44188511819589 13 0 .44188501721659 
wQ1L =. wQ8 = 
2.487183090649321e -009 3.572753311048285e -015 
WwWQ = QL14 = 
1.009793004969618e -007 0 .44188501721659 ， 
PFCNT114 = Q814 = FCNT814 = 
138 0 .44188501721659 129 
Q14 = FCNT 14 = WwWQ1I14 = 
0.44188501721659 553 1 .310619347103004e -016 
wQ814 = waQl14 = 
9.098267021473094e -017 2.003963224778471e -017 


由 此 可 见 , 取 精度 为 10 一 ,用 8 阶 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 ,递归 33 次 ,计算 数 
值 积分 0. 441 885 017 216 59 与 精确 值 忆 =0. 441 885 017 216 59 的 误差 0， = 
3.572 753 311 048 28$e -015 最 小 ;用 洛 巴 托 求 积 公 式 ,递归 18 次 ,计算 数值 积 
分 0.441 885 019 703 77 的 误 盖 wO, =2.487 183 090 649 32e - 009 与 前 者 相差 
很 大 ;而 用 辛普森 求 积 公式 ,递归 13 次 ,计算 数值 积分 Q =0.441 885 118 195 89 
的 误差 wO =1. 009 793 004 969 62e - 007 最 大 ,但 是 这 三 种 计算 结果 都 达到 了 
预先 给 定 的 精度 10 ““. 取 精 度 为 10 ,用 8 阶 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 ,递归 129 
次 ,计算 数值 积分 0. 441 885 017 216 59 与 精确 值 瑚 的 误差 0 = 
9.098 267 021 473 094e -017 第 二 小 ;用 洛 巴 托 求 积 公式 ,递归 138 次 ,计算 数 
值 积分 的 误差 wOs =1:310 619 347 103 00e - 016 最 大 ;而 用 辛普森 求 积 公式 ， 
递归 553 次 ,计算 数值 积分 0,, 的 误差 wO,, =2.003 963 224 778 47e -017 最 小 ， 
但 是 这 三 种 计算 结果 都 达到 了 预先 给 定 的 精度 10-”. 

说 明 : 图 9 -4 中 的 点 个 数 等 于 用 函数 suad8 计算 数值 积分 的 递归 次 数 ， 图 
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中 的 点 是 用 quad8 计算 了 的 过 程 中 被 积 函数 Kx) = 一 e- 拉 的 值 在 积分 过 程 


的 递归 图 . 





曲 





1 


e -到 在 积分 过 程 的 递归 图 


图 9-4 用 guad8 计算 7 的 过 程 中 被 积 函数 败 x) = 
V2T 





例 9.6.8 用 辛普森 求 积 公 式 .8 阶 牛 顿 - 科 蒋 求 积 公式 和 洛 巴 托 求 积 公式 


分 别 计算 7= | er cos 2xdx, 取 精度 分 别 为 10 “和 10 ,并 与 精确 值 比较 . 请 再 


改 用 取 10 个 节点 ,分别 用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 三 次 样 条 构造 被 积 函数 ， 
然后 用 辛普森 求 积 公 式 8 阶 牛 顿 - 科 茨 求 积 公式 和 洛 巴 托 求 积 公式 分 别 计算 
7, 取 计算 精度 分 别 为 10. 再 改 用 100,， 1 000 ,10 000 个 节点 ,用 三 次 样 条 构造 
被 积 函 数 计算 ,观察 计算 结果 与 精确 值 的 绝对 误差 有 何 变化 . 

解 (1) 建立 名 为 fun am 的 M 文 件 


functiony = fun(x) 


PP 志 


Y = exp(Xx. ”3).#rcos(2 *X); 

取 精 度 为 10” ,输入 程序 
>> FE =inline(' exzp(x.*3).*cos(2*xXx)');Tol,FCNT1] = quadl 
(e@ fun,0,piZ2,1.e-4,3) 
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[Q@8 ,FCNT8] =quad8(@ fun,0,pi/2,1.e-4;,3) 
[Q,FCNT] =quad(e fun,0,pi/2,1.e-4,3) 
SYS XX 
fi =inat(exp(x. 3).*cos(2*X),x,0，pi2); 
Fs =double(Ei)，wQl =adouble(abs(fi-Ql) ) 
wo8 = double(abs(fi -Q8) )，wQ=adouble(abs(fti-Q) ) 
运行 后 屏幕 显示 了 的 精确 值 的 近似 值 已 , 取 精 度 为 10“ ,分 别 用 函数 quadl 和 
quada8 及 auad 分 别 计算 了 的 近似 值 CQ,,Q. 和 0@, 递 归 次 数 FCNT1,FCN78 和 
FCNT, 近 似 值 分 别 与 精确 值 上 的 绝对 误差 wQ ,mw0, 和 zwg0 如 下 
Q1 = 
-6.45505792320975 
PFCNT1 = 
48 
Q8 = 
-6.45505883179317 
FCNT8 = 
33 
Q = 
-6.45506213501363 
FCNT = 
33 
Warning: RERxplicit integtal couldG not be founa . 
> In C:\MATLRAB6pP5\toolboxA\symbolicA\e symANint.mat line 58 
ES = 
-6.45505792116786 
WwWQ1 = 
2.041896319084332e -009 
WwWQ8 = 
9.106253137107240e -007 
WwWQ = 
4.213845774426019e -008 
由 此 可 见 ,用 洛 巴 托 求 积 公式 ,递归 48 次 ,计算 数值 积分 的 精度 wQ, 最 高 ， 
用 8 阶 牛 顿 - 科 英 求 积 公式 ,递归 33 次 ,计算 数值 积分 的 精度 wQs 次 之 ,用 辛 普 
森 求 积 公 式 ,递归 33 次 ,计算 数值 积分 的 精度 wQ 最 低 . 这 三 种 方法 的 绝对 误差 
都 小 于 精度 10“ ,已 经 达到 给 定 的 精度 . 
(2) 取 精 度 为 10 -”, 输 入 程序 
>> 五 =inline(' exp(Xx. 3) .*cos(2 本 X))i; 


[Ql,FCNT1] =aquadl(e tun,0,pi/2,1.e-14,3) 
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[Qs ,FCNT8] =Guad8(e fun;,0,Pi/2,1.e-14,3) 

[Q,FECNT] =quad(e fun,0,piv2,1.e-14,3) 

SYmS X 

fi =int(exp(x. 3).*xcos(2*Xx),x,0，pPi/A2); 

Fs = double(fi)，wQl =daouble(abs(fi-Ql)) 

wo8 =daouble(abs(fi -0Q08))，wQ=double(abs(fti-Q)) 
运行 后 屏幕 显示 工 的 精确 值 的 近似 值 天 ,到 精度 为 10 -” ,分别 用 郴 数 suaal 和 
quaa8 及 quad 分 别 计 算 工 的 近似 值 O,,Q. 和 @ ,递归 次 数 FCNT1,FCNI78 和 
FCNT, 近 似 值 分 别 与 精确 值 矿 的 绝对 误差 wQ,zQs 和 wwQ@ 如 下 

Ql = 

-6.45505792116785 


FCNT1 = 
798 
Q&8 = 
-6.45505792116785 
ECNT8 = 
4273 
已 = 


-6.45505792116785 
FCNT = 
2961 
Warning: ExPlicit integral could not be founad . 
> In C;N\MRTLRAB6pP5\toolbox\symbolicA\e symA\int.mat 1ine 58 
FS = 
-6.45505792116786 
WwWQ1 = 
3.663345763769995e -015 
waQ8 = 
1.886988924369744e -015 
WwWQ = 
2.775167344069869e -015 
这 三 种 方法 计算 结果 的 绝对 误差 都 小 于 10 “ ,达到 所 要 求 的 精度 . 
(3) 取 10 个 节点 , 改 用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函 数 ,然后 用 辛 
普 森 求 积 公式 .8 阶 牛 顿 - 科 世 求 积 公 式 和 洛 巴 托 求 积 公 式 分 别 计算 /, 取 精度 
分 别 为 10 ,输入 程序 
>>X=[0,0.1745,0.3491,0.5236,0.6981,0.8727,1.0472,1.22117， 
1.3963,1.5708]; 
Y= exp(X."3).wcos(2* X);LL1=1fun(x(1:4),Y(13:4))， 





9.6 高 斯 (Gauss) 型 积分 公式 及 其 MATLAB 程序 663 


L2 =1fun(Xx(4:7),Y(4:7))，L3 =1fun(X(7:10),Y(7:10) ) ， 

运行 后 输出 多 项 式 六 , 疡 , 心 . 然后 输入 程序 
>> SyTmS 藉 

L1 = inline(， 
528475254238581253770784020141/1267650600228229401496703205376 yxX. "3 -21 
50921733462980567549357641495/1267650600228229401496703205376*#*xX. "2 -110 
805035875068143559156492912389/3318709271397504573118368991674368 *X+1l'); 

L2 = inline(， 
-32514595309399085335529842115599 /2535301200456458802993406410752 *Xx. "3 
+28880777683589964816385504370251/1267650600228229401496703205376 #X,. 2 
-9690424145215092365005571145155 /633825300114114700748351602688 *X+2118 
1277275320971857213583641339/5070602400912917605986812821504 '); 

L3 = inline(' 
-22347657567307906685985592460479 /39614081257132168796771975168 * X. “3 +1 
9439764627825105995989937383455/9903520314283042199192993792 *#X. "2 -4534 
6855519117547561405281365707/19807040628566084398385987584*X+17651524 
197374204698139309247929 /19807040628566084398385987584 '); 

[ol ,FCNT1] = quad(L1,0,0.5236,1.e-4); 

1Q2 ,FCNT2] =dquad(L2,，0.5236,1.0472,1.e-4); 

[Q3 ,FCNT3] = quad(L3，1.0472， pi 2,1.e-4); 
Q=Ql+Q2+ 0Q3 ,FCNT = FCNT1 + FCNT2 + FCNT3 
[Qsl1 ,FCcNT81] = auad8(L1,0,，0.5236,1.e-4); 
[82 ,FCNT82] =dquad8(L2,， 0.5236,1.0472,1.e-4)3; 
[Q83 ,FCNT83] = auad8(L3 ,1.0472, pi-2,1.e-4); 
Q8 = Q81 + Q82 + 0Q83 ,FCN8T = FENT81 + FCNT82 + FCNT83 
[ol1,FCNT11] = quadl(L1,0,0.5236,1.e-4); 
Lol12 ,FCNT12] =duadl(L2,0.5236,1.0472,1.e-4); 
[Q13 ,FCNT13] = quadl(L3,，1.0472，pi/A2,1.e-4); 
QL = QlL1 + Q12 + Q13 ,FCNT1 = FCNT1L1 + FCNT12 + FCNT13 





SYS X 

fi =int(exp(x. 3).*kcos(2*X),X,0，piA2)， 

Fs = double (fi)，,，wQol = dqouble (abs(fi-Ql) ) 

wQ8 = double (abs(fi-Q8) ), wQ= double (abs(fi-Q) ) 
运行 后 屏幕 显示 首先 用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函数 ,然后 用 辛普森 
求 积 公 式 .8 阶 牛 顿 - 科 蒋 求 积 公式 和 洛 巴 托 求 积 公 式 分 别 计算 了 的 近似 值 Q,， 
0. 和 0 ,递归 次 数 FCN71,FCN78 和 FCNT ,近似值 分 别 与 精确 值 上 的 绝对 误差 
wQ@ Cs 和 wQ@ 如 下 
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Q = FCNT = Q8 = FCN8T = 

-6.63556515894584 39 -6.63556515894593 99 
Ql = FCNT1 = 
-6.63556515894607 54 


Warning: Explicit integral could not be found . 


> In D:,\MRATLRAB6P5 \toolbox\symbolic\e symAN\int.m at Line58 


FS = WwWQ1 = 
-6.45505792116786 0.18050723777821 
WwWQO8 = WwWQ = 
0 .18050723777807 0.18050723777798 


虽然 三 种 计算 的 结果 都 没有 达到 要 求 精度 10“ ,但 是 它们 计算 结果 都 约 等 
于 -6. 635 565 158 900 00 与 精确 值 - 6. 455 057 921 167 86… 很 接近 . 如 果 增 加 
节点 的 个 数 ,就 能 够 达到 给 定 的 精度 (请 读者 仿效 此 例 完成 ). 
(4) 取 10 个 节点 , 改 用 三 次 样 条 构造 被 积 函 数 ,然后 用 辛普森 求 积 公式 、 
8 阶 牛顿 - 科 茨 求 积 公 式 和 洛 巴 托 求 积 公 式 分 别 计 算 7, 取 精度 分 别 为 10 
首先 建立 并 保存 名 为 scjftol8 姻 的 M 文 件 
function wQ = scjfQel8(n) 
a=0;ib=piv2i=0:pi/(2*xn-1):pi/2; fs = exp(X. “3).*cos(2* X); 
pp = spline(X,fs);Qsl =auadl(e ppval,ab,[],[],pP) 
os8 = quad8(e ppval,a,b,[],[],pp)， 
Qs = auad(@ ppval,a,b,[],[j,pp) 
SYImS XX 
fi =int(exp(x.^3).*cos(2+x),x,0，pi/2);EFs=dqouble(fi) 
waQl = double(abs(fi -Qsl))， 
waQ8 = double(abs(fi -Qs8)) 
wQ = double(abs(fi -Qs)) 
然后 输入 程序 
>> n=10;wQ=scjfQl8(n) 
运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 
Qsl = Qs8 = Qs = 
-6.33658113206801 -6.33658632890273 -6.33659053214403 
Warning: Explicit integral coula not be founad . 
> TinC:N\MATLAB6P5\toolbox\symbolicA\e symA\int.mat LIine 58 
InC:N\MATLRAB6pP5\workN\scjtQol8 .mat 1ine 7 
ES = 
-6.45505792116786 
WwWQ1L = wQ8 = wQ = 





9.6 高 斯 (Gauss) 型 积分 公式 及 其 MATLAB 程序 665 


0 .11847678909985 0 .11847159226513 0 .11846738902383 
虽然 三 种 计算 的 结果 都 没有 达到 要 求 精度 ,但 是 它们 计算 结果 都 约 等 于 
-6.336 6 与 精确 值 -6.455 057 921 167 8… 很 接近 ,其 绝对 误差 已 经 约 减少 到 
0.118 5 , 比 用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函 数 计算 的 误差 还 小 . 
(5) 如 果 节 点 数 增 加 到 100, 1 000, 10 000 个 ,用 三 次 样 条 构造 被 积 函 数 计 
算 ,计算 结果 和 精确 值 及 其 绝对 误差 如 下 表 9 -6 所 示 : 
表 9-6 节点 数 m=10, 100, 1 000, 10 000 ,用 三 次 样 条 构造 被 积 函数 计算 的 结果 

















-6.336 581 132 1 
En 一 一 


.184 767 89e -001 














100 -6.455 054 760 3 3. 160 878 71le -006 
1 000 | 一 06.455 057 922 0 7.520 685 19e -010 
10 000 一 6.455 057 923 2 .041 762 20e -009 








近似 值 




















10 -6.336 586 328 9 1.184 715 92e -001 
100 《 -6.455 023 632 1 3.428 907 30e - 005 
1 000 -6.455 058 827 5 9.063 243 78e - 007 
10 000 -6.455 058 831 8 9.106 248 99e -007 












近似 值 




















10 -6.336 590 532 1 .184 673 89e -001 
100 -6.455 052 169 0 5.752 139 57e -006 
1 000 | -6.455 057 977 0 5.587 255 62e -008 
10 000 =--6.455 057 977 9 5.671 284 59e - 008 





从 表 9 -6 可 见 , 随 着 节点 个 数 的 增加 , 定 积 分 的 近似 值 与 精确 值 的 绝对 
误差 在 不 断 地 减少 , 当 m =10 000 时 ,分 别 用 函数 gauadl ,quad8 ,quad 计算 的 
定 积分 的 近似 值 与 精确 值 的 绝对 误差 已 经 分 别 达 到 wQ@, =2.041 762 20e -009 ， 
WO0, =9.106 248 99e -007,wQO =5.671 284 59e - 008. 因此 ,选择 合适 的 节点 的 
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个 数 ”, 就 能 够 达到 要 求 的 精度 (请 读者 仿效 此 例 完 成 ) . 
例 9.6.9 用 MATLAB 函数 和 辛普森 求 积 公式 、8 阶 牛顿 - 科 茨 求 积 公 于 


和 将 巴 拭 求 积 公式 分 别 计算 无 办 函数 的 反 氏 积分 | dz, 并 与 精确 值 比较 
解 首先 将 下 面 名 为 funl .m 的 程序 保存 为 M 文件 


functiony = fun1l(x) 
YY =xX.( -17Z2); 
然后 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>[Q@l1 ,FCNT1] = quadl(e fun1,0,1,1.e-14,3) 
faQ ,FECNT] = quad(e fun1,0,1,1.e-14,3) 
symSs X,， fi =int(x.( -1X2),x,0,1)，wol = double (abs(fi-Ql) ) 
wQ = double (abs(fi -QQ) )，fo8 ,FCNT8] = quad8(& funl,0，,1， 
1.e-1l4,3) 
wQ8 = double (abs(fi-Q8) ) 
运行 后 屏幕 以 滚动 形式 显示 在 分 别 用 函数 suadl 和 quad 分 别 递归 求 积 分 的 
整个 过 程 的 [ fcnt ab -aQl 的 值 , 计 算 了 的 近似 值 CO, 和 0 ,递归 次 数 FCNT1 
和 PCNT ,近似 值 分 别 与 精确 值 拓 的 绝对 误差 wgQ, 和 zw@ 如 下 
Warning:; Minimum Step size reachedi;i singularity possible . 
(Type "warning off MARATLRARB:Guadl:MinStepSize" to Stppress this 
warning .) 
Ql = FCNT1 = 
1 .99999999937036 5089 
Warning: Minimum step size reached; singularity possible. 
(Type "warning off MATLAB:Gauad:MinStepSize" to Suppress this 
warring.) 
Q = FCNT = fi = waQl = 
1 .99999999979330 6146 2 6 .296390075988256e -010 
WwQ = 
2.066991022786624e -010 


可 见 ,用 函数 quad8 不 能 计算 此 无 界 函数 的 反常 积分 . 


例 9.6.10 测 得 定 积分 7= Madz 中 被 积 函 数 了 = 屹 x) 在 积分 变量 x 的 


某 几 个 特定 不 =0, 0. 157 1, 0. 471 2，0. 549 8 ，0. 628 3，0. 863 9，1. 021 0， 
1.099 6, 1.570 9 处 的 值 分 别 为 了 =0, 0.156 5，0. 454 0，0. 522 5，0. 587 8 ， 
0.760 4, 0.852 6, 0.891 0, 1.000 0 , 试 根 据 这 些 值 首先 分 别 用 分 段 二 .三 阶 拉 
格 朗 日 插值 多 项 式 和 三 次 样 条 插值 构造 被 积 函数 ,然后 分 别 用 辛普森 和 洛 巴 托 
求 积 公式 计算 , 取 精 度 分 别 为 10 “和 10“ ,并 与 精确 值 1 进行 比较 . 
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解 下 面 分 别 用 分 段 二 阶 、 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 三 次 样 条 插值 方法 
分 别 构 造 被 积 函数 ,计算 数值 积分 . 
方法 1 用 二 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函 数 ,输入 程序 


>>X =[0,0.1571, 0.4712,0.5498 ,0 .6283,0.8639, 1.0210,1.0996， 


1.5708]; 
Y=[0,0.1565,0.4540,0.5225,0.5878,0.7604,0.8526,0.8910， 
1.0000]; 4 


L1 =1fun(X(1:3),Y(1:3))，L2 =1fun(X(3:5),Y(33:5))， 

L3 =1fun(xX(5:7),Y(5:7)),，L4 =1fun(xX(7:9),Y(73:9))， 
运行 后 输出 多 项 式 忆 , 疡 , 户 , 广 ,然后 输入 程序 
>> SYmS 六 
L1 = inline(' -14644281526214207/140737488355328000 * X. “2 + 
2280009553133670687 /2251799813685248000* x+) 





L2 = inline('， -88810055001957943/351843720888320000 * X. “2 + 
15892292661979563 /14073748835532800*X-15511422992738729/ 
703687441776640000 0 

L3 = inline(' -261101353037957127/703687441776640000 :X. “2 + 
362054074498830351/281474976710656000*X-207985426949036897/ 
2814749767106560000 ') ; 
L4 = inline(' -131688789655946847/281474976710656000 站 X. “2 + 
1041934349457991917/70368744177664000*X-9309740592764125768759/ 
54295819320043765760000 ); 
[Ql41,FCNT141] = quad(L1,0,，0.4712,1.e-14); 
[ol42 ,FCNT142] =dauad(L2,， 0.4712,0.6283,1.e -14); 
[Q143 ,FCNT143] = quad(L3，0 .6283 ,1.0210,1.e-14); 
[Ql44,FCNT144] = quad(L4，1.0210,， Pi 2,1.e-14)3; 





Ql4 = Ql41 + Ql142 + Q143 + Q144， 

FCNT14 = FCNT141 + FCNT142 + FCNT143 + FCNT144 
[Q41 ,FCNT41] = auad(L1,0,0.4712,1.e-4); 

{o42 ,FCNT42]】 =quad(L2,，0 .4712，0 .6283,1.e-4); 
[Q43 ,FCNT43] = quad(L3，0 .6283，1.0210,1.e-4)3; 
[Q44 ,FCNT44] = quada(L4,1.0210,， pi 2,1.e-4); 

Q4 = Q41 + Q42 + Q43 + Q44 ， 

FCNT4 = FECNT41 + FCNT42 + FCNT43 + FCNT44 
[ol41,FCNT141] = auadl(L1,0,0.4712,1.e-4); 
[Ql142 ,FCNT142] =auadl(L2,，0.4712 ,0.6283,1.e-4); 
[ol143 ,FCNT143] = auadl(L3，0.6283,，1.0210,1.e-4); 
[Ql44,FcNT144] -= quaal(L4,1.0210，piv2,1.e-4)i 
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Ql4= Qi41+ Q1l42 + Ql143 + Q144， 

FCNT14 = FCNT141 + FCNT142 + PFCNT143 + FCNT144 
[Qll41,FCNT1141] =- quadl(L1,0，0.4712,1.e -14,2); 
fol1142 ,FCNT1142] =aquadl(L2,，0.4712 ,0.6283,1.e-14,2 ) ; 
[eli143 ,FCNT1143] = quadl(L3,， 0.6283,，1.0210,1.e-14,2)i 
[el144,FCNT1144] = auadl(L4,1.0210, pi/2,1.e-14,2); 
Qlti4= Q1141 +421142 + QIL1L43 + Q1L144 ， 

FCNT114 = FCNT1141 + FCNT1142 + FCNT1143 + FECNT1144 

wol4 =double(abs(1 - Q14)), wo4 =aouble(abs(1 - Q4) ) 
wol4 = daouble(abs(1 - Ql14)),，wQlli4 = double(abs(1 - Qlil4)) 


运行 后 屏幕 显示 如 下 


Q1L4 = FCNT14 = Q4 = PFCNT4 = 

0 .99957595925413 ， 52 0 .99957595925413 52 
Q14 = FCNT14 = Qll4 = FECNT114 = 

0 .99957595925413 72 0 .99957595925413 72 
wQ14 = WwWQ4 = 

4.240407458748763e -004 4.240407458748763e -004 
wQ1L4 = wQ1L14 = 

4.240407458748763e _004 4.240407458748763e -004 


方法 2 ”用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函 数 ,输入 程序 

>> X=[0,0.1571,0.4712,0.5498,0.6283,0.8639,， 1.0210,1.0996， 

1.5708]; 

Y=[0,0.1565,0.4540,0.5225,0.5878,0.7604,0.8526,0.8910， 

1.0000]; 

L1L =1fun(x(1:4),Y(1:4))，L2 =1fun(X(4:7),Y(4:7))， 

L3 =1Ifun(X(7:9),Y(7:9))， 
运行 后 输出 多 项 式 忆 , 志 2 ,六 ,然后 输入 程序 

>> SYymS 芭 

L1 = inline(， -9070382563990323/56294995342131200 * X. “3 - 
793956227651389 /281474976710656000*X. “2 +22531519616977366917 
2251799813685248000*#x'); 

L2 = inline(， -41118170146065463/351843720888320000 * X. “3 - 
1700780706742359/21990232555520000*X. "2 +735208215754549839 / 
703687441776640000*x-25688208496779769/2814749767106560000 '); 

L3 = inline(!， -131688789655946847/281474976710656000 *# X. 2 + 
1041934349457991917/70368744177664000*#*X-9309740592764125768759 7/ 
54295819320043765760000'); 

[el41,FCcNT141] = quada(L1,0,0.5498,1.e-14)4 
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[8Q142 ,FCNT142] =quad(L2,，0.5498,1.0210,1.e-14); 

[Q143 ,FCNT143 ] Guad(L3，1.0210,，piv2,1.e-14); 

Ql4 = Q141 + Q142 + Q143 ,FCNT14 = FCNT141 + FCNT142 + ECNT143 
[Q41,FCNT41]】 = quad(L1,0,，0.5498,1.e-4); 

[42 ,FCNT42] =quad(L2，0.5498,1.0210,1.e-4); 

[Q43 ,FCNT43] = auad(L3，1.0210，piv2,1.e-4); 

Q4 = Q41 + Q42 + Q43 ，FCNT4 = FCNT41 + FCNmT42 + FCNT43 
[&Q141,FCNT141] = quadl(L1,0,0.5498,1.e-14); 

[Q142 ,FCNT142] =auad1(L2, 0.5498, 1.0210,1.e-14); 
[ol43 ,FCNT143 ] quadl(L3, 1.0210,， piv2,1.e-4); 

Ql14 = Q141 + Q142 + Q143 ，FCNT14 = FCNT141 + FCNT142 + FCNT143 
[Qlli41,FCNT1141] = quadl(L1,0,0.5498,1.e-14); 

[Q1142 ,FCNT1142] =quadl(L2,，0.5498, 1.0210,1.e-14); 

[EQ1143 ,FCNT1143] = quadl(L3,， 1.0210，piv2,1.e-4); 

Qll4 = Q1141 + Q1142 + Q1L143 ，FCNT114 = FCNT]1141 + FCNT1142 + 
FCNT1143 

wQl4 = dcouble(abs(1 - Q14)),，wQ4 =dqouble(abs(1 - Q4)) 

wQl4 =aouble(abs(1 - Q14))，wQl1li4 = Gaouble(abs(1 - Q114)) 


运行 后 屏幕 显示 如 下 


呈 


Q14 = FCNT14 = Q4 = FCNT4 = 
0.99975250938584 39 0.99975250938584 39 
Ql4 = FCNT14 = Q1l14 = FECNT114 = 
0 .99975250938584 54 0.99975250938584 54 
wQl14 = wO4 = 
2.474906141644029e -004 2.474906141644029e -004 
wQl4 = WwWQ114 = 
2.474906141642919e -004 2.474906141642919e -004 
方法 3 三 次 样 条 插值 多 项 式 计算 数值 积分 . 
输入 程序 


>> a=0;ib= Di72; 

X=[0,0.1571,0.4712 ,Q0 .5498 ,0 .6283 ,0.8639,， 1.0210,1.0996,1.5708]; 

fs =[0,0.1565 ,0 .4540 ,0 .5225 ,0 .5878 ,0 .7604,0 .8526,0 .8910 ,1 .0000 ] ; 

PP =SPline(X,fs); 

Qsl =quadl(8@ ppval,a,b,[],[],pp),wQsl =double(abs(1 -Qsl)) 

Qs8 =quad8(e@ ppval,a,b,[]j,[],pp),wQs8 =double(abs(1 -Qs8)) 

Qs =guad(e ppval,a,b,[],[],pp),waos =double(abs(1 -Qs)) 
运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 

Qsl = Qs8 = QSs = 
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1 .00012614786269 1 .00012598484705 1.00012589347894 
wWQs1 = wQs8 = wQsS = 

1.261478626870538e -004 工 .259848470498426e -004 工 .258934789407640e -004 
由 上 面 的 三 种 方法 可 以 看 出 :在 不 等 距 节点 的 情况 下 ,用 样 条 插值 构造 被 积 
函数 ,然后 用 自 适应 辛普森 公式 计算 的 误差 w0s =1.258 934 789 407 640e -004 
最 小 ,用 洛 巴 托 求 积 公式 计算 的 误差 wQs, =1.261 478 626 870 538e - 004 也 很 
小 ;用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函数 比 用 二 阶 拉 格 朗 上 日 插值 多 项 式 构 
造 被 积 函 数 计 算 的 误差 小 ,并 且 计算 时 取 的 精度 10 “和 10 对 计算 结果 的 误 
差 影响 不 大 . 用 上 面 的 三 种 方法 计算 数值 积分 的 结果 与 精确 值 1 很 接近 ,有 实际 
例 9.6.11 在 某 次 实验 中 测 得 一 质点 在 某 几 个 特定 时 间 上 的 速度 "=z(b) 
被 列 人 下 表 ,首先 根据 下 表 中 给 定 的 数据 分 别 用 分 段 二 阶 .三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 
项 式样 条 插值 构造 被 积 函 数 ,然后 用 分 别 用 洛 巴 托 求 积 公 式 计 算 在 这 段 时间 内 

质点 的 位 移 ,并 与 精确 值 0.2(e* -e)=10.375 973 640 937 04 比较 . 


2. 000 0 













]1.0000 3.5000 4.0000 






1. 500 0 2. 500 0 3. 000 0 













4.017 1 





oO9Caza 0.5437 0.8963 1.4778 2.4365 6.623 1 10.9196 


解 因为 所 求 在 这 段 时 间 [1.0000,4.0000] 内 质点 的 位 移 为 
下 二 | "Dud ,所 以 下 面 分 别 用 分 段 二 阶 、 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 、 分 段 埃 尔 


米 特 插值 、 样 条 插值 这 四 种 方法 分 别 构造 被 积 函 数 ,计算 数值 积分 . 
方法 1 用 二 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构 造 被 积 函数 ,输入 程序 

>> 上 =[1.000,1.5000,2.0000,2.5000,3.0000,3.5000,4.0000]; 
v 三 [0.5437,0.8963,1.4778,2 .4365,4.0171,6.6231 ,10 .9196]; 
二 ES 35 
忆 三 二 让 (2 CD 

运行 后 输出 多 项 式 局 , 疡 , 户 ,然后 输入 程序 
>> SYmS 医 
L1 = inline('2289/5000 *X. "2 -4393/10000 *X+1313/2500 1); 
L2 = inline('6219/5000*xXx. "2 -36797/10000*Xx+1931VZ500); 
L3 = inline('3381/Z1000*x. "2 -33529/2000*X+14926/625 '); 
[ol141 ,FCNT141] = auadl(L1,1,2.0000,1.e-14); 
[ol142 ,FCNT142] =auadl(L2,2.0000,3.0000,1.e-14); 
[o143 ,FCNT143] = auadl(L3,3.0000,4.0000,1.e-14); 
Ql4= Ool41 + Q142 + Q143 ，FCNT14 = FCNT141 + FCNT142 + FEFCNT143 
[Q41 ,FCNT41] = auadl(L1,1,2.0000,1.e-4); 
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[Q42 ,FCNT42] = quadl(L2,2.0000,3.0000,1.e-4); 
[Q43 ,FCNT43 ] quadl(L3,， 3.0000, 4.0000,1.e-4); 

Q4 = Q41 + Q42 + Q43 ，FCNT4 = FCNT41 + FECNT42 + FCNT43 
wQl4 =double(abs(10.37597364093704 - Q14)) 

wQ4 = daouble(abs(10.37597364093704 - Q4)) 


运行 后 屏幕 显示 用 分 段 二 阶 拉 格 朗 上 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函 数 ,然后 用 洛 巴 托 
求 积 公式 计算 在 这 段 时 间 内 质点 的 位 移 的 近似 值 O,,0, 和 和 迭代 次 数 FCN714 ， 
FCN7T4 , 取 精 度 分 别 为 10 -2 和 10 -如 下 


上 下 


&L4 = FCNT14 = Q4 = FCNT4 = 
10 .37944999999999 54 10 .37944999999999 54 
wQl14 = wQ4 = 
0.00347635906295 0.00347635906295 


方法 2 用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构 造 被 积 函 数 ,输入 程序 
>> 上 t=[1.000,1.5000,2.0000,2.5000,3.0000,3.5000,4.0000]; 
v=[0.5437,0.8963,1.4778,2.4365,4.0171,6.6231,10.9196]; 
LL=1fun(t(1:4),v(1:4)),，L2 =Ifun(t(4:7),v(4:7))， 
运行 后 输出 多 项 式 忆 , 疡 ,然后 输入 程序 
>> SYmS 芭 
L1 = inline('1483 /7500*x.^3 -54/125*#X,*2 +25379/30000#X- 
177/250 ,) ; 
L2 = inline('2217/2500*x.*3 -7413/1250*x.*2 +156037/10000 
#X-3341/250 1，); 
[Ql41,FCNT141] = quadl(L1,1,，2.5000,1.e-14); 
[Q142 ,FCNT142] =quadl(L2,2.5000,4.0000,L1.e-14); 
Ql14 = Q141 + Q142 
FCNT14 = FCNT141 + FCNT142 
[o41 ,FCNT41] = guadl(L1,1,2.5000,1.e-4)， 
[Q42 ,FCNT42] =quadl(L2,，2.5000,4.0000,1.e-4); 
Q4 = Q41 + Q42 ， 
FCNT4 = FCNT41 + FCNT42 
wol4 =double(abs(10.37597364093704 - Q14)) 
waQ4 = daouble(abs(10 .37597364093704 - Q4) ) 


运行 后 屏幕 显示 用 分 段 三 阶 拉 格 朗 日 播 值 多 项 式 构造 被 积 萎 数 ,然后 用 洛 巴 托 
求 积 公 式 计 算 在 这 段 时 间 内 质点 的 位 移 的 近似 值 0.,0,. 和 选 代 次 数 FCN714， 
FCN74 , 取 精 度 分 别 为 10-4 和 10… 如 下 


Q1L4 = FCNT14 = Q&4 = FCNT4 = 
10.38360000000001 36 10 .38360000000001 36 
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wQl14 = WwWQ4 = 
0.00762635906297 0.00762635906297 
方法 3 三 次 样 条 捅 值 多 项 式 计算 数值 积分 . 
输入 程序 
>> a=l1ib=4;t=[1.000,1.5000,2.0000,2.5000,3.0000, 3.5000， 
4.0000]; 
v-=[0.5437,0.8963,1.4778,2 .4365,4.0171,6.6231,10 .9196]; 
pp = spline(t,v); Qsl =auadl(e ppval,a,b,[],[],pp) 
Qs8 = auad8(e@ ppval,a,p,[],[],PP) 
Qs =Gauad(@ ppval,a,b,[],[],PP) 
wQs1 = aouble(abs(10 .37597364093704 -Qsl)) 
wQs8 = double(abs(10 .37597364093704 -Qs8 ) ) 
waQs = aouble(abs(10 .37597364093704 -Qs)) 
运行 后 屏幕 显示 用 分 段 样 条 插值 构造 被 积 函数 ,然后 用 洛 巴 托 求 积 公 式 计算 在 
这 段 时 间 内 质点 的 位 移 的 近似 值 Q,.,Q,. 和 和 迭代 次 数 FCNT14 ,FCNT4 , 取 精 度 分 
别 为 10 “和 10 一 如 下 


Qsl = Qs8 = 


10 .37862711220329 10 .37863802976191 
Qs = wQs1 = 

10 .37862431698066 0.00265347126625 
wWQs8 = wQs = 

0.00266438882486 0.00265067604361 


在 等 距 节点 的 情况 下 ,由 上 面 的 三 种 方法 可 以 看 出 :用 三 次 样 条 插值 构造 被 
积 函数 ,计算 数值 积分 的 结果 与 精确 值 的 误差 约 为 0.002 7 最 小 ;其 次 是 用 二 阶 
拉 格 朗 日 插值 多 项 式 构造 被 积 函数 ,然后 用 洛 巴 托 求 积 公式 计算 在 这 段 时 间 内 
质点 的 位 移 的 近似 值 (递归 54 次 ) 与 精确 值 的 绝对 误差 约 为 0.003 5; 最 后 是 
用 三 阶 拉 格 朗 日 播 值 多 项 式 构造 被 积 函 数 ,递归 36 次 ,计算 数值 积分 的 结果 
与 精确 值 的 绝对 误差 约 为 0.007 6 ,与 精确 值 很 接近 ,三 种 方法 计算 结果 有 实 

例 9. 6. 12( 卫 星 轨道 长 度 ) 人造 地 球 卫星 轨道 可 视 为 平面 上 的 椭圆 . 我 国 
第 一 颗 人 造 地 球 卫 星 近 地 点 匠 地 球 表面 439 km ,远地点 距 地 球 表面 2 384 km ， 
地 球 半径 为 6 371 km , 求 该 卫星 的 轨道 长 度 . 

解 ” 卫 星 轨 道 桶 圆 的 参数 方程 为 x = acos t,y =bsint (0<i<2m) ,ab 分 别 
是 长 ` 短 半 轴 . 根据 计算 参数 方程 的 弧 长 的 公式 ,椭圆 长 度 可 表 为 如 下 积分 


可 
了 =4 | (a?sin2t + 82cos2t dt， 
0 
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称 椭圆 积分 , 它 无 法 用 解析 方法 计算 . 根据 所 给 数据 e =6 371 +2 384 =8 755 ， 
=6371+439 =6810. 下 面 是 用 梯形 公式 .辛普森 公式 和 洛 巴 托 求 积 公 式 计 算 
的 具体 方法 
在 MATLAB 工作 区 输入 程序 
>> t=0:pivlo:pi/2;ia=8755;b=6810; 
YyY=Ssqrt(a”`2*ksSsin(t). 2 +b*2*xcos(t). 2); 11 =4*+xtrapz(t,y) 
SYms 七 
Y=inline('sdqrt(8755?2 +*Ssin(t). 2 +6810”2*cos(t). 2)); 
[Qadgl ,FCNT1] =guadl(Y,0,pi2,1e-6) 
QlL=4*xQgGl，[og,FcNT] =quada(Y,0,piv2,1e-6),Q=4*xQdq 
输出 结果 为 
11 = FCNT1 = QL = FECNT = 吕 = 
4.9090e +004 48 4.9090e +004 109 4-9090e +004 
可 以 看 出 ,用 梯形 公式 .辛普森 公式 和 洛 巴 托 求 积 公式 计算 的 结果 相差 无 
凡 , 且 梯形 公式 ( 仅 将 区 间 5S 等 分 ) 给 出 了 很 好 的 结果 . 轨道 长 度 为 
4. 909 x 10”km. 


习题 9.6 





如 
了 
作 


1 用 自 适应 积分 计算 定 积分 = | edx, 取 精度 10 ,作出 它们 的 积分 图 ,并 与 精确 


值 进行 比较 ,估计 误差 
2 分 别 用 三 点 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 , 步 长 为 3 的 梯形 公式 和 步 长 为 2 的 辛普森 求 积 


公式 计算 | 5 dr, 并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 





S 十 区 





3 用 五 点 高 斯 - 勤 让 德 积分 公式 计算 | -2 dv, 取 精度 为 10 


1 + 


4. 用 七 点 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 计算 了 = e- 双 dx, 并 将 计算 结果 与 精确 值 


1 [ 
AZ2T 0 
比较 . 

5 利用 一 般 型 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 计算 1= -二 | 。- 圣 qz, 取代 数 精度 为 13 ,并 与 精 
AQ2T YI 0 


确 值 比较 . 

6. 在 某 次 实验 中 测 得 一 质点 在 某 几 个 特定 时 间 上 的 速度 ="( 被 列 人 下 表 ,首先 根据 
下 表 中 给 定 的 数据 分 别 用 分 段 三 阶 埃 尔 米 特 播 值 .分 段 二 阶 .三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 .三 次 
样 条 捅 值 构造 被 积 函 数 ,然后 用 分 别 用 洛 巴 托 求 积 公 式 计 算 在 这 段 时 间 内 质点 的 位 移 , 并 与 
精确 值 0. 2(e: - e) = 10. 375 973 640 937 04 比较 . 
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Re 
并 s) 1.0000 1.5000 2.000 0 2. 500 0 3. 000 0 3.5000 4.0000 








Bt)(m s) |0.5437 0.8963 1.477 8 2.436 5 4.017 1 8023 工 105%196 





7 用 MATLAB 函数 和 辛普森 求 积 公式 .8 阶 牛 顿 _ 科 蒋 求 积 公式 和 洛 巴 托 求 积 公式 分 
别 计算 无 界 函 数 的 反常 积分 | -de 并 与 精确 值 比较 
。 0 \/X 


8. 用 辛普森 求 积 公式 .8 阶 牛 顿 - 科 蒋 求 积 公 式 和 洛 巴 托 求 积 公 式 分 别 计算 
六 渤 | se 3xdx , 取 精 度 分 别 为 10 -8 和 10 ,并 与 精确 值 比较 . 


9 用 函数 suaal 和 quad8 及 quad 分 别 数值 计算 1= 一 「 。- 抒 dx, 分 别 取 精度 为 
V3TJ。 


10-“ 和 10-" ,将 计算 结果 分 别 与 精确 值 比较 ,并 夯 出 图 形 ， 
10， 用 函数 quadl 和 quad8 及 quad 分 别 数值 计算 != | -全 dz, 分 别 取 精度 为 10… 和 


10-” ,将 计算 结果 分 别 与 精确 值 比较 ,并 画 出 图 形 . 

11. 用 辛普森 求 积 公 式 .8 阶 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 和 洛 巴 托 求 积 公 式 分 别 计算 7 = 
三 seos 2xdx 和 7 = ees 2xdx , 取 精 度 分 别 为 10- ”和 10”, 并 与 精确 值 比 较 . 如 果 计 算 结 
果 严 重 失真 ,请 改 用 取 10 个 节点 ,分别 用 三 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 三 次 样 条 构造 被 积 函 
数 ,然后 用 辛普森 求 积 公式 .8 阶 牛 顿 - 科 茨 求 积 公式 和 洛 巴 托 求 积 公 式 分 别 计算 1/, 取 计算 
精度 分 别 为 10“. 再 改 用 100, 1 000,，10 000 个 节点 ,用 三 次 样 条 构造 被 积 函 数 计算 ,观察 计 
算 结 果 与 精确 值 的 绝对 误差 有 何 变化 . 

12. 用 抵 形 .梯形 .高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 和 辛普森 四 种 求 积 公式 计算 由 下 表 数 据 给 出 


的 积分 了 - 三 y(dr ,并 将 计 算 值 与 精确 值 作 比 较 - 












0. 389 5 0. 659 8 0.914 7 det 397 1] 1.621 2 1.832 5 


13. 选择 一 些 函 数 用 梯形 .辛普森 求 积 公 式 .8 阶 牛 顿 - 科 茨 求 积 公式 . 洛 巴 托 求 积 公式 、 
高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 ` 利 用 插值 方法 分 别 计算 数值 积分 . 改变 步 长 ( 对 梯形 ) ,改变 精度 要 
求 (对 辛普森 ) ,改变 节点 数目 ,进行 比较 、 分 析 . 如 下 函数 供 选择 参考 : 





有 5 下 (2) y=e-cos 3x,， 0 大 x<2; 
X 十 1 
5 一 1)2 
二 二 
5 V2T 


14. 用 数值 积分 方法 选 六 种 途径 计算 
15. 在 节点 数目 同样 多 的 条 件 下 ,分 别 用 精度 为 10 "的 辛普森 求 积 公 式 和 代数 精度 为 





9.7 反常 积分 的 计算 及 其 MATLAB 程序 675 


15 的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 计 算 7= | sin xdx, 并 将 计算 值 与 精确 值 作 比 较 . 


16.， 弹簧 在 周期 性 外 力作 用 下 (忽略 阻力 ) 其 位 移 x( 纪 满足 微分 方程 mx" + ie = Fcos wf， 
在 初始 条 件 *(0) =* (0) =0 下 的 解 为 


2 到 Oo 一 刀 ， 0 十 包 下 
X(t) 三 SIm tsin 1，0w0 = ，/ 一 和 
《 ) 站 (ol -ww?) 2 2 0 阮 


已 知 玫 =1 ,=9, 天 =1o=2, 求 0<is<s2 内 x( 幻 的 平均 值 , 作 *( 纪 和 这 个 平均 值 的 图 形 . 
17. 确定 系数 4 _，,4。 ,4: ,使 求 积 公式 


矿 Adz=4-ND +4aKO) + 
具有 尽 可 能 高 的 代数 精度 ,并 指出 所 得 求 积 公式 的 代数 精度 . 
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积分 区 间 为 无 穷 区 间 ,或 被 积 函 数 为 无 界 函数 的 积分 , 称 之 为 反常 积分 . 本 
节 主 要 介绍 反常 积分 的 符号 计算 和 数值 计算 及 其 MATLAB 程序 . 


9.7.1 无 穷 积分 的 符号 计算 及 其 MATLAB 程序 


无 穷 区 间 上 的 反常 积分 的 符号 计算 可 以 用 计算 机 软件 MATLAB 系统 提 
供 的 函数 int 来 实现 .下 面 通过 实例 介绍 用 MATLAB 软件 计算 反常 积分 的 
方法 . 

无 穷 区 间 上 的 反常 积分 有 三 种 如 下 基本 类 型 ; 


(1) 「 AGz) az 可 以 用 MATLAB 程序 FL = int(t(x),x,a, +inf) 
计算 ， 

若 lim | 7(x) dz 存在 , 则 称 反常 积分 | ”7(z) dz 存在 或 收敛 , 且 
三 Keyaz = im Ja)de ,否则 称 反常 积分 不 存在 或 发 能 

C) Fx)dxz 可 以 用 MATLAB 程序 F1 =int(Ef(x),x,，- inf,b) 
计算 . 

若 lim | 7(z) dz 存在 , 则 称 反常 积分 | 7(z) dx 存在 或 收敛, 且 
太 AnDas = Jaas ,否则 称 反常 积分 不 存在 或 发 艇 


(3) 计算 三 Ke)dz= 「 Cs)dz+ 厂 7z)dz 可 以 用 下 面 的 MATUAB 








676 第 九 章 ”数值 积分 


程序 : 
>> FE1 =int(t(x),x, -inf，+inf) 
或 >> F1 =int(f(x),x, -inf,0) 
F2 =int(E(x),x,0,+inf) 
已 = 了 1 + F2 


反常 积分 | (xz) dz 收敛 的 充 要 条 件 是 反常 积分 | zx)dx 与 三 7z)dz 
同时 收 伍 , 且 
三 maou= [adzriim[ Ma)dz 





例 9.7.1 讨论 反常 积分 1= | 
解 ” 输 入 程序 


>> SYImS 


:dx 的 伍 散 性 


MX 十 


F1 =int((5*#*X)/(x*4+2);,x,1,+int)，LimF1l = Qouble(F1) 

F2 =int((5*#*X.^ 2) (x*4+2),x,1,+inf),，LimF2 = double(F2) 
F3 =int((5*X. 3) (x*4+2),x,1,+inf)，LimF3 = double(F3 ) 
F8 =int((5*X.^8)/(x*4f+2),x,1,+inf)，LimF8a = double(F8) 


运行 后 屏幕 显示 计算 了 的 结果 已 (=1,2,3,8) 及 其 近似 值 imP(=1),2,3,8) 


依次 如 下 
F1 = 
5/X8*piyr2*(1Z2) -5/4xatan(1/2*2 人 (1ZX2))*2*(1Z2) 
LirmF1l = 
1.6888 
F2 = 


57《4*x2*(174)*pi-5/8x2*(17X4) slog(1 -2 人 (374) +2”(17 
2))+5/A8y2” 人 (14)*1log(1 +2” 人 (3《4) +2(17Z2)) -574*2 (17Z4)*atan(2” 
(1《Z4) +1)-5《X4+*2(174) acan(2(174) -1) 
LimF2 = E3 = LimE3 = F8 = LimF 8 = 
3 .9734 In Inf 荆 Dn 于 In 工 


由 输出 的 结果 可 知 , 当 = 1,2 时 ,反常 积分 | -和 dz 收敛, 且 





2 








十 四 十 加 2 
| 2 dx~1.688 8，| 3 _dx~3.973 4. 
1 % 二 2 1 











X +2 
十 加 5 哺 、 
当 P=3,8 时 ,反常 积分 | -这 dz 发散, 且 
1 % 二 2 
+ SSx + SS 
= dx=o. 
| 0 = ,上 0 
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例 9.7.2 讨论 反常 积分 | - 去 dz (P = -2,0.2,0.5,1,4) 的 伍 散 性 . 
解 当 p= -2,0.2;0.5,1,4 时 ,输入 程序 


>> SYmSs X 
Ff2 =int(1Ax”( -2*2),x，-int, -1)，F02 =int(1AxXx” (2*#0.2)，,X， 
-intf, -1) 

LimF02 = daoupble(F02)，F05 = int(1Zx2 (0.5*2):,x，-inf，-1) 

F1 =int(1Zx (1*2),x，-inft,-1),F4=int(1Zx (4*2),x，-inf, -1) 


运行 后 屏幕 显示 
Ff2 = F02 = LimF02 = F05 = 
Inf -(-1)”*(3/5) * inf Inf - Infi -inf 
F1 = F4 = 
1 17Z7 


即 当 记 = -2 时, | 点 dz = m ,所 以 反常 积分 发 散 ; 当 p =0.2 时 , | 忆 te = -=， 


所 以 反常 积分 发 散 ; 当 P=0.5 时 , | 忘 dz = - m ,所 以 反常 积分 发 散 ; 当 p = 1 时 ， 


厂 吉 az = 1 所 以 反常 积分 收 伍 ; 当 P =4 时 ,| 三 dz = 于 ,所 以 反常 积分 


“ 收 伍 . 
例 9.7.3 讨论 反常 积分 | -dx (8 = +3) 的 化 散人 性 ， 


2X 二 了 
解 ”输入 程序 如 下 
>> ”SSYms X 
F1 =int(1(x?*2 +2*Xx+3),x, -int，+inf)，LimFl = double(F1) 
FE2 =int(1/(x?*2 +2+*x-3),x， -inf,0)，LimF2 = qdqouble(F2) 
F3 =int(1/(x*2 +f2*x-3),x,0,+inf)，LimF3 = double(F3) 
PF =F2 +F3 ,LimF = 工 mE2 + LimF3 


5 后 屏幕 显示 计算 | -一 -dx (8= +3) 的 结果 已 (=1,2) 及 其 近似 值 
lm G=1,2) 依 次 如 下 
F1 = LimF1 = 
17Z2*piy2^(1Z2) 2 .221441469079183e +000 
F2 = LimF2 .= F3 = LimF3 = 
NaN NaN NaN NaN 
忆 = DimF = 
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二 一 dx 不 存在 ,发 散 . 为 什么 呢 ? 


1 
邮 | 3 -7 收 生 ,而 | 二 
看 了 被 积 函 数 Kx) = -= 二 -的 图 形 ( 见 图 9 - 5) 就 明 
自卫 
输入 程序 
>> subplot(1,2,1)， 
x =-10:0.01:10;YyY=1./(x.*2+2*#x+3)i 


PlLot(x,yY)，grid ,title('yY=1XZ(x” 2 +2x+3)7) 
subplot(1,2,2)， 
天. 三 =102.0..0 TD 世 三 二 (3 计 2 束 珀 三 放 


二 让 二 二 芭 丰 下 区 二 区 康 本 三 二 [三 贡 丰 全 人 二 检 芝 朱 全 有 Eee 研 交 


(X “2 证 2 文 一 377) 


运行 后 屏幕 显示 图 9 - 5. 


1 
了 
， 
1 
1 
于 
1 
4 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
+ 
， 
村 
站 
下 
于 
证 
1 


图 9-5 被 积 函数 Kx) = 一 和 &(z) = 一 
zx +2x+3 


9.7.2 无 穷 积分 的 近似 计算 及 其 MATLAB 程序 





计算 反常 积分 的 近似 值 的 方法 很 多 . 例如 , 作 变 量 置换 法 ,无 穷 区 间 的 截断 
法 ,累积 求 和 无 穷 积 分 法 等 将 反常 积分 化 为 有 限 区 间 上 的 有 界 函 数 的 定 积分 . 另 
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外 ,还 可 以 将 本 章 前 面 介 绍 的 数值 积分 的 搬 值 型 公式 ,高 斯 型 积分 公式 等 推广 到 
反常 积分 的 近似 计算 . 下 面 通过 实例 加 以 介绍 . 
(一 ) 累积 求 和 无 穷 积 分 法 及 其 MATLAB 程序 


无 穷 区间 上 的 反常 积分 的 定义 |” (sx) dz = lim | (sx) dz 提供 了 极限 过 
程 的 原始 模式 . 设 数列 ec =m <rm <m<…<r<… 收 伍 于 +o , 记 
三 Foxz)dx = 三 maar+ 三 madazr…， (9.71) 


其 中 (9.71) 式 右 端的 每 项 都 是 正常 的 定 积分 , 当 | | ”7(z)dz| <e 时 ,计算 就 可 


以 停止 . 用 这 种 方法 求 无 穷 积 分 近似 值 的 方法 称 作 累 积 求 和 无 穷 积 分 法 . 当然 ， 
这 只 是 一 种 实用 性 的 计算 终止 条 件 , 而 在 理论 上 并 不 准确 . 例如 ,无 穷 积 分 


厂 二 dz 是 发 散 的 ,但 是 用 此 方法 计算 结果 是 一 个 有 限 大 的 数 ,这 与 实际 结果 


相 矛 盾 . 为 了 解决 这 个 问题 ,采取 计算 每 一 步 ,积分 区 间 放 大 一 倍 的 方法 , 即 r, = 
2 ” ,加 快 计算 速度 . 另外 ,附加 运算 所 得 的 值 可 能 小 于 e, 则 运算 过 程 终止 . 
下 面 根据 累积 求 和 无 穷 积 分 法 ,由 下 面 公式 计算 ， 


厂 zyadx = 六 moar+ 三 Kaaz+…+ 三 adr， (9.72) 





其 中 必 =2", 当 | 厂 ” Ka)das| <e 时 , 停 上 计算 . 编写 的 具体 MATLAB 计算 程序 如 下 ， 


累积 求 和 无 穷 积 分 法 计算 无 穷 积 分 的 近似 值 的 MATLAB 主 程 序 
输入 量 :a 是 积分 下 限 ,m 是 最 大 累加 次 数 ,zxceha 是 计算 终止 的 条 件 , 即 


| 三 Ama 
输出 量 小 是 累加 次 数 ( 即 (9.72) 式 右 端的 项 数 ) ,sw 是 利用 暴 积 求 和 无 穷 
积分 公式 (9. 72) 计算 「” 7(z) ds 的 近 仆 值 ,wuegu = | ”sa)dr 











委 20LCha， 


， 天) 二 





| zx)dx ,BC = | 书 -5 节 |， 





名 为 wajfjx.m 的 累积 求 和 无 穷 积 分 法 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 
function [k,suj,wugu,FJjj,NWC] =wdajftjx(a,Wuchaymy) 
=aik=0;wugu =1; 

Syms 七 
Y = input('" 计 算 没 有 结束 ,请 输入 被 积 函 数 E(x) =')38 exp( -t).A (LT+E 4)i; 
su=int(Y,t,a,a+2) 


suj = doupble(suy) 
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while ((wugu >Wucha)&(k <m)) 
k =k+l,=a+22 人 krl=a+2(k+1l) 
SyYIS 七 
Y = input(' 计 算 没 有 结束 ,请 输入 被 积 函 数 f(x) ='); 
FL =int(Y,t,z,rl)，intF1 = doupble(CEF1 ) 
suj = suj + intFl,wugu = abs(intFl) 
Fj =int(Y,t,0，+inft) 
Fjj = double(Fj)，WC =abs(Fjj - suj) 
endQ 
aisp('k 是 际 加 次 数 ,suj 是 利用 累积 求 和 无 穷 积 分 法 计算 E(x) 从 a 到 正 无 穷 
的 无 穷 积 分 的 近似 值 ,wugu 是 f(x) 在 fr(n),r(n+I)] 上 的 积分 的 绝对 值 ,Fjj 是 开 (x) 
从 a 到 正 无 穷 的 无 穷 积分 的 值 ,Wc = |Fjj - suj |) 

说 明 : 用 此 程序 时 ,需要 用 户 根 据 计 算 机 屏幕 的 提示 在 MATLAB 工作 窗口 
输入 被 积 函数 (例如 ,exp( -t)./(1+t. 4)), 输 入 以 后 , 回 车 才 继续 运行 . 
如 果 计 算 结果 不 满足 给 定 的 计算 终止 的 条 件 ,计算机 屏幕 会 给 出 提示 :计算 没 
有 结束 ,请 输入 被 积 函数 E(x) = ;输入 被 积 函数 以 后 , 回 车 才 继 续 运行 ,…… 如 
此 继续 下 去 , 当 wugu <10 -或 术 加 次 数 大 于 给 定 的 最 大 累加 次 数 时 ,计算 机 停 
止 运算 ,屏幕 显示 输出 量 的 说 明和 计算 结果 . 

实际 上 ,有 时 计算 的 近似 值 sy 与 精确 值 万 的 截断 误差 小 于 要 求 的 精度 
e. 但 是 ,有 时 计算 的 近似 值 sw 与 精确 值 瑟 的 截断 误差 也 可 能 大 于 要 求 的 精 
度 s. 如 果 对 于 计算 结果 的 精度 的 要 求 非常 高 ,这 是 不 行 的 . 解决 这 个 问题 的 
常用 方法 有 两 种 ,一 种 方法 是 给 定 的 wucha 大 于 实际 要 求 的 精度 ;另外 一 种 方 
法 是 先 求 出 (9.72) 式 的 项 数 不 , 然 后 再 计算 ,这 样 近似 值 与 精确 值 就 达到 要 求 
的 精度 . 


例 9.7.4 计算 7= | 


” __ 1_， dx, 使 精确 度 为 10-*, 并 与 精确 值 比较 . 
o er(1+2x ) 
解 取 - =2", 根 据 (9.72) 式 计算 1= 袜 厂 


程序 


1 
FT 输入 下 面 的 


>> a=0; Wucha =1.e-6sim=100; 
[k,suj,wugu,Fjj,WC] =wqjfjx(a,Wucha,m) 
运行 后 屏幕 显示 
计算 没有 结束 ,请 输入 被 积 函 数 Ef(x) = 
输入 函数 
exp( -t).A(L1+t. 4)3 
运行 后 屏幕 显示 


Warning: Explicit integral could not be founa . 
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> InC:\MATLAB6P5\toolbox\symbolicA\e symA\vintmat line 58 
InC:N\MATLAB6P5\work AN\wdjfjx.m at Line5 


SU = 
int(exp( -t)/ (1+t*4), 上 =0..2) 
SuU]j = 
0.62745967782312 
k = 
工 
L = 
2 
Fl = 
4 
计算 没有 结束 ,请 输入 被 积 函 数 E(x) = 
输入 函数 
exp( -tt).- (1+t. 4)3; 
运行 后 屏幕 显示 提示 ,……, 如 此 继续 下 去 , 当 wugu <10-* 时 ,屏幕 显示 如 下 


内 容 
x 是 累加 次 数 ,suj 是 利用 累积 求 和 无 穷 积 分 法 计算 f(x) 从 a 到 正 无 穷 的 无 穷 积 
分 的 近似 值 ,wugu 是 E(x) 在 [z(n),r(n+1)] 上 的 积分 的 绝对 值 ,Fjj 是 E(x) 从 a 到 正 
无 穷 的 无 穷 积 分 的 值 ,wC = |Fjj - suj | 
K = 
3 
SU]j = 
0.63047783491711 
WuUgGU = 
5.598881094648278e -008 
FEF3]j = 
0.63047783491850 
WC = 
1.386668557756821e -012 
3 1 
取 前 三 项 的 和 作为 近似 值 , 即 [~ 之 | ET = 书 ,一 0. 630 478. 
用 计算 机 计算 , 态 与 精确 值 0. 630 477 834 918 50… 的 绝对 误差 约 为 


三 Ka ~ 5. 598 88le - 008 ,都 达到 预先 给 定 的 精度 





1.386 669e -012 ， 





10 . 
(二 ) 无 穷 区 间 的 截断 法 


对 无 穷 区 间 的 积分 | Kxz)dz, 可 以 将 被 积 函 数 .Kx) 的 “尾巴 " 截 去 ,化 为 有 








682 ”第 九 章 ”数值 积分 
限 区 间 的 积分 ,正确 运用 此 法 的 关键 是 要 事先 用 某 种 简单 的 解析 方法 估计 出 截 
断 部 分 的 数值 ,使 之 满足 精度 要 求 . 


例 9.7.5 ”用 数值 方法 计算 7= | 。 ”dx, 使 精确 度 为 10 -”, 并 与 精确 值 
比较 . 
解 “为 估计 截断 部 分 |。 。 ”dx 的 值 ,利用 吧 >Nx (*>N) 时 
| e -dx 去 三 edx = 1077 

将 下 面 的 函数 保存 为 名 为 nm.m 的 M 文 件 
function y =nm(x) 
Y=exp( -3#kxXx. 2)./ (3*X)i 

输入 程序 
>> N=2:53j3y =nm(N) 

运行 后 屏幕 显示 如 下 

Y= 1.0e-0095 站 


0.00000002088365 0.00000000000000 0.00000000000000 


0.10240353922214 
< 1072. 


由 此 可 见 , 如 果 不 计算 误差 传播 , 取 N = 3 ,可 满足 | 7 _ 「u 





输入 程序 


>> xX=0:0.1:3;Y=exp( -3*xx."2);z=trapz(Xx,Y) 
symst 上 ,Fl1 =int(exp( -3*t.*2),,0,finf)， 


F3 =int(exp( -3*+t.2), 上 ,0,3) 
intF1 = double(EF1)，wuchaz =abs(intF1 -2Z) 
intF3 = double(F3)，Wwucha3 = abs(intF1 - IntF3) 


行 后 屏幕 显示 当 N =3 时 ,分 别 用 梯形 公式 和 int 函数 计算 f e-=dx 的 近似 


运行 
值 * 和 精确 解 忆 ( 或 intP ) 及 其 与 了 的 误差 Wuchaz 和 Pucha3 如 下 
Z = PF1 = IntEF1lL = 
0.51166335397311 1ZX6+x3^(17Z2)*pi(1/2) 0.51166335397324 
F3 = intF3 = 
176*xert(3*3”(17Z2))*3*(LZ2)*pi(12) 0.51166335397314 
Wuchaz = Wucha3 = 
1.025846074753645e -013 


1.294520046712933e -013 


由 输出 结果 可 见 ,z 和 intP, 分 与 了 的 误差 Wuchaz 和 Wucjha3 都 小 于 10- , 故 


1= 殷 工 ~0. 511 663 353 973 ， 
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例 9%.7.6 如 果 取 疡 =2pm ,=0,1,2,…, 根 据 (9.72) 式 ,当天 取 何 值 时 ， 
- 厂 问 和 dx 的 近似 值 的 截断 误差 为 10 ,计算 其 近似 值 ,并 与 精确 值 


1 
比较 , 
解 〈1) 首先 求 上 的 值 . 
取 关 =2p 尖 =0,1,2,…, 根 据 (9.72) 式 计算 


。 +o 
十 四 sin 和 2(K+1)T 
了 dx 二 

2kmr 二 十 和 


输入 下 面 的 程序 


>> kK=ceil(sdqrt(1026A (4+Ppi))) 
运行 后 屏幕 显示 


K = 


Sin X 
j 让 
人 1 JJ 2km 革 二 X 

















283 
因此 , 当 & 关 283 时 ,7 的 近似 值 的 截断 误差 为 10“. 
(2) 然后 计算 了 的 近似 值 ,使 截断 误差 为 10 ,并 与 精确 值 比较 . 
编写 并 保存 名 为 wdqjfjxl .m 的 计算 主 程序 如 下 
function [k,suj,wugu] =wqjfjxl(a,m) 
=ajiKk=0iWwugu=1;SYyms 蕊 
fun =sin(t). (1+t."2); su=int(tunt,a;2*+*Ppi);suj = double(su); 
while (kk <) 
K=KkK+1,=2*xKkxpiirl=2*x(Kk+1)*Ppii 
SYms 七 
F1 =int(ftun,t,zx,rl); intF1 = qdqouble(F1); suj = suj + intF1 ，wugu 
= abs(intFl) ， 
ena 
输入 下 面 的 程序 
>> a=0im=283,[k,suj,wugu]l =wa]jfjx1(aym) 
SyYyms 七 
fun = sin(t)./(1 +t."2);Fj=int(ftun,t,0,+inft),，F]jj = aouble(F]j) 
WC =abs(Fjj - sujy) 


运行 后 屏幕 显示 计算 过 程 和 结果 如 下 : 


K = Su]j = wugu = 

工 0.64068026831490 - 0.000000000000001 0.01602703309687 
K = Su]j = wuUgu = 

2 0.64399926393154 - 0.000000000000001i1 0.00331899561664 
K = suj = wugu = 


3 0.64519499777913 ~ 0.00000000000000i 0.00119573384758 
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KK = Suj = WuUgU = 
283 0.64676080872636 - 0.000000000000001i 2.223370580497967e -009 
FJ = 


-ixsininc(i) xcosh(1) -cosint(i)*sinh(1) +1Z2#1iyrsinh(1)*Dpi 
FJjj = WC = 
0.64676112277913 - 0.000000000000001 3 .140527699008189e -007 
由 上 面 的 输出 结果 可 以 看 出 , 当 大 = 283 时 ,计算 机 计算 出 的 了 的 近似 值 5 = 
0. 646 760 808 726 36 与 精确 值 已 = 0. 646 761 122 779 13… 的 截断 误差 约 为 
3. 140 527 699 008 19e -007 小 于 要 求 的 精度 10 “. 故 


283 204+1) 




















一 二. 和 dz0， 646 761， 
满足 
三 Sin Xy - 三 Sin Saz| _ 三 Sin “dx| -10- 
0 1 + 和 0 1+x 568r 于 十 和 ” 
且 


2 大 +1)T sin 和 


Tad 


如 果 对 于 计算 结果 的 精度 的 要 求 非常 高 , 求 出 (9.72) 式 的 项 数 丰 ,使 近似 值 
与 精确 值 达到 要 求 的 精度 是 十 分 必要 的 . 

(三 ) 高 斯 - 拉 盖 尔 (Gauss-Laguerre ) 求 积 公 式 及 其 MATLAB 程序 

在 无 穷 区 间 [0, + mw ) 上 的 m 次 正 交 多 项 式 一 一 拉 盖 尔 多 项 式 


一 2.223 371e -009 < 10 . 








(xz) -ed Xe 一 )，0 达 wx < + oo (9.73 ) 
dx" 
满足 递 推 关 系 式 
局 (xz) =(1+2n-x)U(x) -有 OOx) =12，…， 
LVo(x) =1， 
LU(Cx) =1-x. 
计算 可 得 
UVo(x) =1， 
LN(Cxz) =1 一 x， 


已 (xz) = 和 -4x+2， 

DCxz)= - 妇 +9o-18r+6， 

LU (x) = 入 -16z +72x -96x +24， 

UN(x) = -2 +2Sx -200x: +600x” -600x +120， 

DCx) =x -36x5 +450x' -2 400x +5 400x” -4 320x +720， 
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世 (xz) = -x+49x' -882x +7 350x” -29 400x” +52 920x” -35 280x +5 040， 
取 次 正 交 多 项 式 一 一 拉 盖 尔 多 项 式 (9.73 ) 的 零点 妈 作 求 积 节点 , 则 形成 
的 函数 xz) 在 [0, +m ) 上 的 于 个 节点 的 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 数值 积分 公式 


GCC) =4x) +4a 帮 0) + 十 7xn)， 





(mm1) 


e 一 [ 关 (xz)dx， 


FE) (0<E< +o). 


其 中 
二 
和 由 (和 一 向 )C7 (2 人 
使 得 
汪 ez)dz=GCPD +R,LAGC,]， 
其 中 截断 误差 为 
FE) + 
R,LA,G,] 人 
得 
了 : 
及 ,[C，] 一 人) 


下 =1;2 ,… 


(9.74) 


《9573S7 


将 所 需要 的 常用 的 函数 败 z) 在 [0, + m ) 上 的 半 个 节点 的 高 斯 - 拉 盖 尔 无 

穷 数值 积分 公式 (9.74) 中 的 节点 的 横 坐 标 % 和 系数 4,e(E=1,2,…,6) 已 经 制 
成 表 9 -7, 用 时 直接 查找 即 可 . 
表 9-7 常用 的 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 数值 积分 公式 表 





[snake 


EC 和 





1 0. 263 560 319 718 14 | 0. S21 755 610 582 81 





3.414 213 562 373 09 
0. 585 786 437 626 90 


0. 036 611 652 351 68 
0.213 388 347 648 32 





6. 289 945 082 937 48 
0.415 774 556 783 48 
2. 294 280 360 279 04 


L 


0. 010 389 256 501 59 
0.7110 930 099 29 17 
0.278 517 733 569 24 


3. 596 425 771 040 72 
7. 085 810 005 858 84 
12. 640 800 844 275 78 









1.413 403 059 106 52 


0. 398 666 811 08 317 
0. 075 942 449 681 71 
0. 003 611 758 679 92 
0. 000 023 369 972 39 





9.395 070 912 301 13 
4. 536 620 296 921 13 
1.745 761 101 158 35 
0. 322 547 689 619 39 











0. 000 033 705 919 10 
0. 002 430 494 282 19 
0. 022 338 668 277 36 
0. 037 697 131 521 35 












0. 222 846 604 179 26 


2. 992 736 326 059 31 
5.775 143 569 104 51 
9. 837 467 418 382 59 
15. 982 873 980 601 70| 0. 000 000 024 959 66 


1. 188 932 101 672 62 





0. 012 749 018 720 83 
0.011 583 356 410 34 
0. 003 149 260 613 17 
0. 000 288 866 595 92 
0. 000 007 250 477 86 
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根据 (9.73) 式 (9.74) 式 和 (9.75) 式 编写 的 求 = 次 正 交 多 项 式 一 一 拉 盖 尔 
多 项 式 .节点 的 横 坐 标 zx 和 系数 公式 4 (E=1,2,…,m) 及 其 在 所 处 的 值 的 
MATLAB 程序 ,读者 也 可 以 用 这 些 程序 计算 . 








角 标 . 


计算 ”次 正 交 多 项 式 一 一 拉 盖 尔 多 项 式 (xz) 和 系数 公式 4 5 = 1， 

. ,mn) 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 :” 是 正 交 多 项 式 一 一 拉 盖 尔 多 项 式 U(x) 的 次 数 . 

输出 量 :UK 是 0 至 次 正 交 多 项 式 一 - 拉 盖 尔 多 项 式 (xz) ,4K 是 系 
数 公式 4 (FE =1,2,…,n), 开 是 每 个 多 项 式 【 反 的 次 数 和 系数 公式 4K 的 








function [K,UK,AK] =1Laguerre(Dn) 

SYmS 入 

K=0,U0 =1,K=1,U1 =1 -Xul =1T3ua2 = 工 一 X; 

duk =difft(u2,x);n=n-1lirsunl =1; 

auk2 = duk"24 

AL =(sunl*2)/(x*kauk2);RL =simple(RAlL)， 

Su =13 

for K =1:2 :mn 
u3 =(1+2*K-x)*u2-(Kk*2)*ul3K=k+1I，UK =simplektu3)， 
aukl = aiff(u3 ,x); 
SUn2 =SUn1L * 攻 ; 
duk21 = quk1 > 23; 
ARAkl1 =(sunl*2)/(xsaduk21);RAK =simple(RAki)， 
u4=(1+2*(KkK+1)-x)*ru3-((KkK+1) 2)*#u2; 
=k+2,，UK =simple(u4)， 
duk =diff(u4,x); 
sun3 = Sun2 * KiSsunl = SuUn3 ; 
Quk2 = auk ”24; 
Ak2 =(sun3*2)/ (xyrduk2); AK =Ssimple(RAk2)， 
ul =u33iu2 =u4; 

if Kk >ny,break,end; 

en 


区 =K+23 UK AK; 


例 9.7.7 根据 (9.73) 式 (9.74) 式 和 (9.75) 式 ,计算 1 至 7 次 正 交 多 项 
人 节点 的 横 坐 标 x (1 =1,2,3,4,5,6,7) 和 系数 4. (=1， 
…,7) 公 式 及 其 在 (7=1,2,3,4,5,6 ,7) 处 的 值 4,. 


解 


(1) 建立 并 保存 以 laguerre .nm 文件 命名 的 M 文件 函数 - 
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(2) 计算 1 至 7 次 正 交 多 项 式 
7) 公 式 . 输入 程序 


>>D=7,[K,U,AK] =1aguerre(nl) 


拉 盖 尔 多 项 式 和 系数 4. (E=1,2,…， 


运行 后 输出 结果 
K = 
0 

UO = 
工 

民 = 
工 
UL = 
工 一 
和 1 = 
工 / 区 
K = 
2 

UK = 


2 -4#X+X 2 
和 区 = 
1ZXxA( -4+2#X) 2 


UK = 
6 -18*Xx+9#kXx 2 -X7 3 


及 区 = 
47AxXA(6 -6*X+X 2) ”2 
K = 
4 
UK = 


-16#X 3 +72:#kX 2 -96#kX+24+X 4 


AK = 
9/4AxA( -24 +36:*X-12*#X2+X^3) 2 
区 = 
5 
UK = 
-200*X`3 +600*rX 2 -600*X+1l20+25:#yx^4 -X5 
AK = 


576/Xx/A (120*X"2 -240+*X+120 -20*X3 +X 4) 2 
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720 -4320*X+5400*X 2 -2400*#*X`3 +450y#X 4 -36*X 5 +X 6 
人 多 = 
400/xA( -720 +1800*X-1200#kX2 +300*X"3 -30*x"4+X 5) “2 


民 = 
了 
UK = 
5040 -35280*X+52920*#kX 2 -29400*#X 3 +7350#X ”4 -882*#X ”5 
+49:X 6 -X 7 
AK = 


518400/xvA(-15120+X+5040 -4200*XxX”3 +12600>*X`2 -42*X5 
+630*#X 4+X 6) 2 
(3) 求 1 至 7 次 正 交 多 项 式 一 一 拉 盖 尔 多 项 式 的 零点 w%, 即 求 积 节 点 ， 输 
人 程序 
>> SYmS X Y 
yl1 =(1-Xx=09) 
Yy2 =('x?2 -4+*X+2=0 
Yy3 =('-X?3 +9*kX2 -18*Xf+6=009) 
Yy4=(x*4-16*Xx*3+72*kX2 -96*+xX+24=01) 
y5-=-((_x*5+425yx*4 -200*x*3+600+*x*2 -600*x+l20=01 
Yy6 =(:720 -4320#X+5400#X 2 -2400 妆 X 3 +450:#X 4 -36 冰 X 5 +X” 
6 -0 
Yy7 =('5040 -35280*#X+52920#kX 2 -29400#X 3 +7350 汪 X 4 -882 
X*5 +49+#kX 6 -X 7 =0)) 
Yy11 =Ssolve(yl,x)，xl = Gouble(y1l11l) 
Yy22 =SsSolve(y2 ,x) ，x2 = double(y22 1) ， 
Yy33 =solve(y3 ,x) ，x3 = daouble(y33 ) ， 
Yy44 =sSolve(y4,x) ，x4 =double(y44) ， 
Yy55 ~ solve(y5 ,xX) ，x5 = Gouble(y55) ， 
Y66 =solve(y6,x) ，x6 =qouble(y66) ， 
Y77 =Solve(y7 ,x) ，x7 =GQouble(y77 ) ， 
运行 后 可 以 得 到 (9.74) 式 中 的 节点 的 横 坐 标 wx (E=1,2,3,4,5,6,7)( 略 ). 
(4) 求 在 节点 的 横 坐 慰 罗 (1 =1,2,3,4,5,6,7) 处 的 系数 4(E =12，…,7) 输 
和 程序 
>> xlL =[1],aAL =1./X1L 
x2 =[3.41421356237309 ,0 .58578643762690],R2 =1./x2./( -4+2 尖 
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X2 ) .2 
x3 =[6.28994508293748 0.41577455678348 2.29428036027904】]， 
R3 =4./xX3./(6-6*X3+X3. 2).2 
x4 =[9.39507091230113 
0 .32254768961939]， 


4.53662029692113 1.74576110115835 
RAR4 =9/-4.-x4.-(-24+36*Xd-12*Xx4.^2+Xx4. 3).2 
x5 =f0.26356031971814 
7.08581000585884 


.41340305910652 
12 .64080084427578 ] ， 


3.59642577104072 


A5 =576./x5./(120 -240*x5 +120*Xx5. 2 -20+x5. 3+XxS. 4). 2 
x6 =[0.22284660417926 1.18893210167262 
5.77514356910451 9.83746741838259 


2.99273632605931 
15 .98287398060170 ] ， 
ARA6 =400.x6.-(-720+1800:*yX6 -1200*X6. ”2 +300 光 X6. 3 -30 
X6 .4 +X6. 5) .2 
x7 =[0.19304367656036 1.02666489533919 2.56787674495075 
4.90035308452648 8.18215344456286 12 .73418029179782 19 .39572786226254] ， 
A7 =518400./x7 ./(5040 -15120*Xx7 +12600*X7 .2 -4200 二 X7 .3 
+5630*#X7. 4-42*+Xx7. 54+X7. 6). 2 


2,…,7) 如 下 
X1 = 
工 
Al = 
工 
X2 = 


3 .41421356237309 
Aa = 

0.03661165235168 
X3 = 

6.28994508293748 
和 3 = 

0.01038925650159 
X4 = 


9 .39507091230113 


0.32254768961939 


有 4 = 
0.00003370591910 


0.03769713152135 


X5 = 


0 .58578643762690 


0.21338834764832 


0.41577455678348 


0.71109300992917 


4.53662029692113 


0.00243049428219 


2.29428036027904 


0.27851773356924 


1.74576110115835 


0.02233866827736 
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Columns 1 through 4 
0.26356031971814 1.41340305910652 3.59642577104072 
7.08581000585884 
Column 5 
12 .64080084427578 
&A5 = 
Columns 1 through 4 
0.52175561058281 0.39866681108317 0.07594244968171 
0.00361175867992 
Column 5 
0.00002336997239 
X6 = 
Columrns 1 through 4 
0.22284660417926 1.18893210167262 2.99273632605931 
5.77514356910451 
Columns 5 through 6 
9.83746741838259 15.98287398060170 
RA6 = 
Columns 1 throughn 4 
0.01274901872083 0.01158335641034 0 .00314926061317 
0.00028886659592 
Columns 5 上 through 6 
0.00000725047786 0.00000002495966 
X7 = 
Columns 1 throughn 4 
0.19304367656036 1.02666489533919 2.56787674495075 
4.90035308452648 
Colurns 5 上 through 7 
8.18215344456286 12.73418029179782 19.39572786226254 
RA7 = 
Columns 1 through 4 
0.40931895170127 0.42183127786172 0.14712634865750 
0.02063351446872 
Columrns 5 throughn 7 
0.00107401014328 0.00001586546435 0.00000003170315 


根据 函数 Kx) 在 [0, + mw ) 上 的 m 个 节点 的 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 数值 积分 公 
式 编写 的 计算 阅 e-*f(xz)dx 的 数值 积分 及 其 截断 误差 公式 的 MATLAB 程序 
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如 下 : 





用 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积 分 公式 计算 三 e -xz)dx 的 数值 积分 及 其 截断 误 
差 公 式 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 :/un 是 被 积 函 数 中 的 因子 扎 x) ,下 是 个 节点 的 横 坐 标 闷 的 1 xn 
维 向 量 ,4 是 系数 4 ,(E =1,2,…,n) 的 1xan 维 向 量 ,其 中 瑟 和 4 可 以 从 表 
9 -7 中 查 取 或 用 上 述 的 MATLAB 程序 求 得 . 

输出 量 : C/ 是 利用 个 节点 的 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积 分 公式 计算 
Ka)d 的 数值 积分 值 ,Rcn 是 截断 误差 公式 ,其 中 下 是 几 z) 的 2n 阶 导 


数 , 了 是 几 x) 在 瑟 处 的 值 . 


function TGL,Y，RGn] =GaussLL(ftun,X,A) 








nn=1length(X);n2 =2*niY=feval(tun,X); 
GL =sum(A.*Y);，sun=1;su2n=1; Su2n1l =1; 
for K =1:m 
Sun =SuUn 半 上 Kj; 
emndq 
fcor K=13:n2 
SU2n =SU2D 灶 Ki; 
enmdQ 
SYmsS M 


RGn= (sun?*2)*MA( su2n)， 


另外 ,根据 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积 分 公式 编写 的 用 m 个 节点 的 高 斯 ~- 拉 盖 尔 
无 穷 积 分 公式 计算 三 e “A(x)dx 的 数值 积分 及 其 估计 绝对 误差 限 的 MATLAB 
程序 如 下 : 





用 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积分 公式 计算 阅 e-:F(xz)dx 的 数值 积分 和 误差 估计 


的 MATLAB 主 程 序 
输入 量 :Aun 是 被 积 函数 中 的 因子 F(x) ,jin2n 是 /xz) 的 2n 阶 导数 ,下 是 
个 节点 的 横 坐 标 必 的 1 xnm 维 向 量 ,4 是 系数 4,(E=1,2,…,n) 的 1xnm 维 向 
量 , 其 中 X 和 4 可 以 从 表 9 -7 中 查 取 或 用 上 述 的 MATLAB 程序 求 得 . 
输出 量 :Rn 是 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积分 公式 的 误差 估计 ,6L 是 高 斯 - 拉 盖 


尔 无 穷 积 分 公式 计算 厂 e-Fxz)dx 的 数值 积分 值 . 
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function [GL,Y,Rn] =GaussL2 (fun,X,A,fun2n) 
mn=length(X)in2 =2+*niY=feval(fun,X); 
GL = sum 人 (有 A.*Y);i sun=1;isu2n=1t1;i su2nl =1; 
fEor K = 工 :DTn 
Sun =SuUn 灶 Ki; 
enQ 
for KK=1:n2 
SU2n = SU2T 灶 上 ; 
endaQ 
mfun2nl =max(fun2n)3; 
mtfun2n = abs(mfun2nl ) ; 
Rn= (sun*2)*kmfun2n / ( su2n)s; 
例 9.7.8 用 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积分 公式 计算 | ” -La dz, 取 半 =7， 
o er (5+x ) 
再 根据 截断 误差 公式 写 出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 . : 
解 (1) 建立 并 保存 以 fun.m 文件 命名 的 M 文件 函数 
Eunction Y = fun(x) 
Y=1./(5+X. 2); 
(2) 建立 并 保存 用 GaussL2 .m 文件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 


>> SyYmS X 
fun2n =qQiftt(exp( -x)./(5 +x?*2),x,10); fun2ns =simple(fun2n) 
(4) 运行 后 ,再 输入 程序 
>>X=[0.19304367656036,1.02666489533919,2.56787674495075， 
4.90035308452648,，8 .18215344456286 ,12 .73418029179782 ,19 .39572786226254]; 
A=[0.40931895170127 ,0 .42183127786172,0 .14712634865750 ， 
0.02063351446872 ,0 .00107401014328 ,0 .00001586546435,0.00000003170315 ] ; 
xX=03:0.001:1000; 
fun2ns = exp( -xx).*(50889062500 *X -29608750000 # X. “2 + 
89352450000*x.*5 +69284490000*xX. “6 +9796290000+X. 7 -185554687500 
x.^3 -70161046875 * x. “4 -6677396250 * xX. “8 - 868165200 + X. “10 - 


半 


3734325000*X.*9 +14759850*XxX.^12 +1748400*X. 14 -79569000 站 和 .11 + 
7568400*xX.*13 +36675*#X.^16 +320*X. 18 +X. 20 +285840 #X. 15 +3780 水 
x.^17 +20*#*X."19 +7000234375)./(5 +X. 2). 11; 

[GL,Y, Rn] =GaussL2(8@ fun,X,RA,fun2ns) 

SyYms 七 

fi =int(exp( -t)/ (5 + 2),,0,，+inf); 

Fs = double (fi), wGL = daqouble (abs(fi-GL)) 
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运行 后 屏幕 显示 取 =7, 用 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积 分 公式 计算 了 工 的 结果 CGL 和 精 
确 值 玉 ,及 其 两 者 的 绝对 误差 wCL 依次 如 下 
GEL = 
0.16435187219536 
YY = 
Columrns 1 上 through 4 
0 .19852039332099 0.16517893285268 0.08625157652455 0.03446676087003 
Colurmns 5 上 through 7 
0.01389899751582 0.00598231575880 0.00262333436453 
RD = 
0.06539672874780 
FS = 
0.16435041671009 + 0.000000000000001 
WwWGEL = 
1.455485269162850e -006 
(四 ) 高 斯 - 埃 尔 米 特 ( Gauss-Hermite ) 求 积 公 式 及 其 MATLAB 程序 
如 果 在 无 穷 区 间 ( - ,+o ) 上 , 取 次 正 交 多 项 式 一 一 埃 尔 米 特 多 项 
式 为 


玉 (D)=( -Dreca(e) (9.76) 


的 零点 忆 作 求 积 节点 , 则 函数 xz) 在 ( - m ,+ om ) 上 的 王 个 节点 的 高 斯 - 埃 尔 
米 特 无 穷 数值 积分 公式 为 








及 (CD =4. 拟 和) + 人 入) + 二)， (9.77) 
其 中 
_ + mo e 一 瑟 (xz) 2"7VTnal _ 
4 和 = | (xz 一 和 ) 互 (zt ) X 二 [万 (x， )]2， 下 =1,2,，… ,了 
使 得 
三 ex)dxz = 下 (CP +R [LA ]. (9.78) 


因为 (9.76) 式 的 最 高 次 数 项 的 系数 .=2 ,所 以 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 数值 积分 
公式 (9.77) 的 截断 误差 为 


2nm) 
R.[A 册 ] = 万 一 (的 


om) 1 e 一 (x)dx (一 om < 有 < +o)， 


即 
RH = 六 (的 (<E< ta) (9.79) 
将 所 需要 的 常用 的 函数 护 z) 在 ( - ，+ om ) 上 的 m= 个 节点 的 高 斯 - 埃 尔 米 
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特 无 穷 数 值 积分 公式 中 的 节点 的 横 坐 标 xx 和 系数 4e(E=1,2,…,n) 已 经 制 成 
表 9 -8, 用 时 直接 查找 即 可 . 
表 9-8 常用 的 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 数值 积分 公式 表 





三 wwaa 之 4 




































































1.772 453 850 0 2. 350 604 973 7 0. 004 530 009 9 
0.707 106 781 2 0. 886 226 925 5 -2.350 604 973 7 0. 004 530 009 9 
-0.707 106 781 2 0. 886 226 925 5 1.335 849 074 0 0. 157 067 320 3 
1.224 744 871 4 0. 295 408 975 2 -1.335 849 074 0 | 0.157 067 320 3 
-1.224 744 8714 | 0.295 408 975 2 0. 436 077 411 9 0.724 629 595 2 
0 1.181 635 900 6 -0.436 077 4119 | 0.724 629 595 2 
2. 651 961 356 8 0. 000 971 781 2 
-2.651 961 356 8 | 0.000 971 781 2 

1. 650 680 123 9 0.081 312 835 5 
1.673 551 628 8 0.054 515 582 8 

一 1.650 680 123 9 | 0.081 312 835 5 
-1.673 551 628 8 0.054 515 582 8 

0. 524 647 623 3 0. 804 914 090 0 
0. 816 287 882 9 0. 425 605 252 6 

-0.524 647 623 3 0. 804 914 090 0 
-0.816 287 882 9 0. 425 605 252 6 
0 0.810 264 617 6 
2. 930 637 420 3 0. 000 199 604 1 
-2.930 637 420 3 0. 000 199 604 1 

2. 020 182 870 5 0. 019 953 242 1 
1.981 656 756 7 0.017 077 983 0 

-2.020 182 870 5 0. 019 953 242 1 
一 1.981 656 756 7 0.017 077 983 0 

0.958 572 464 6 0. 393 619 323 2 
1. 157 193 712 4 0. 207 802 325 8 

-0.958 572 4646 | 0.393 619 323 2 
-1.157 193 712 4 | 0.207 802 325 8 

0 0. 945 308 720 5 
0. 381 186 990 2 0. 661 147 012 6 
-0.381 186.9902 | 0.661 147 012 6 


根据 函数 Kx) 在 ( - ,+o ) 上 的 个 节点 的 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 数 值 积 


分 公式 ,编写 的 计算 7= 「 
LAB 程序 如 下 : 


e“(x)dx 的 数值 积分 及 其 截断 误差 公式 的 MAT- 
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高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 数值 积分 公式 计算 三 e-”F(z)dx 及 其 蕉 断 误差 公 
式 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 :An 是 被 积 函数 中 的 因子 几 x) ,下 是 二 个 节点 的 横 坐标 么 的 1 xn 
维 向 量 ,4 是 系数 4,(E =1,2,…,nm) 的 1xm 维 向 量 ,其 中 下 和 4 可 以 从 表 
9 -8 中 查 取 或 自 编 MATLAB 程序 求 得 . 

输出 量 :CE 是 利用 m 个 节点 的 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积 分 公式 计算 了 的 数 
值 积 分 值 ,REn 是 截断 误差 公式 ,其 中 扩 是 /xz) 的 2n 阶 导数 ,了 是 疙 z) 在 下 处 
的 值 . | 


function [GH,Y,RHn] =GaussH1(fun,X,RA) 











Dn=length(xXx);in2 =2*niyiY=fteval(fun,X);，GH=sum( 和 A.*Y); 
Sun =1; Su2n=1; Su2nl =1; 
for k =1 :mn 
Sun =SuUn 半 上 K; 
endQ 
for K =1:n2 
SuU2n = SUu2Dnz+kkK; 
enaQ 
SYmS M 


RHn = (sun*#ksqrt(pi))*MA(2 nyrsu2n)i 


o 


例 9.7.9 ”用 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积分 公式 计算 7= 一 | ” eresin 3xdx , 取 
V2T : - 


mn =5, 再 根据 截断 误差 公式 写 出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 . 
解 (1) 建立 并 保存 fun .m 文件 命名 的 M 文件 函数 
Eunctiony = fun (x) 
YyY = sin(3*x)./saqrt(2*pi); 
(2) 建立 并 保存 GaussH1 .mm 文件 命名 的 M 文件 函数 ， 
(3) 根据 表 9 -8 ,输入 程序 
>> X=[2.0201828705 -2.0201828705 0 .9585724646 -0.9585724646 0]; 
A=[0.0199532421 0.0199532421 0.3936193232 0.3936193232 
0.9453087205]; 
[GH,Y，RHn] =GaussH1(Q@ fun,X,A) 
SYIRS . 
fil = int(exp( -x?*2).yxsin(3*kx)./ (sqrt(2*pi)),x,0,，+inf); 
fti2 =int(exp( -x*2).*xsin(3+Xx).A (sqrt(2*pi)),x，-int,0); 
fi=fil+fi2;iFs= double (fi),wGL = double (abs(fi-GH)) 
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运行 后 屏幕 显示 取 =5, 用 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积 分 公式 数值 计算 工 的 结果 
C 截断 误 差 公 式 RE 和 精确 值 天 及 其 两 者 的 绝对 误差 wCZ 依次 如 下 


Colurmns 1 through 4 


-0.0880872558 3239 0.08808725583239 0.10482362982925 
-0.10482362982925 


Colurmn 5 


及 HTDn = 


2494507032021713/1361888527316837990400 * M 


即 , 取 ”=5S, 用 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积 分 公式 数值 计算 了 的 结果 C 如 =0 与 
精确 值 7~ Fs =0 的 绝对 误 关 为 wCL = 0. 根据 截断 误差 公式 (9.79) 计 算 的 截断 
误差 的 公式 为 

51! 吕 
RRs [六 瑟 ] =7r010y (二 ) 
<-1.831 652 871 719 490 x10- .Fo(E) (-o <E< +o). 
另外 ,根据 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积 分 公式 ,编写 的 用 个 节点 的 高 斯 -~ 埃 尔 


米 特 无 穷 积 分 公式 计算 三 erF(x)dx 的 数值 积分 及 其 估计 绝对 误差 限 的 
MATLAB 程序 如 下 : 





高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 数值 积分 公式 计算 三 。 A(x)dx 及 其 误差 估计 的 


MATLAB 主 程序 

输入 量 :fun 是 被 积 函数 中 的 因子 几 xz) ,An2w 是 /xz) 的 2n 阶 导数 ,X 是 n 
个 节点 的 横 坐 标的 1 xn 维 向 量 ,4 是 系数 4.(E= 1,2,…,a) 的 1 xn 维 向 
量 ,其 中 互 和 4 可 以 从 表 9 -8 中 查 取 或 自 编 MATLAB 程序 求 得 . 

输出 量 :Rn 是 ， 个 节点 的 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积分 公式 的 误差 估计 ,CH 
是 计算 | 。- ”7(z)dx 的 数值 积分 值 ,RHm 是 截断 误差 公式 ,了 是 (xz) 在 下 处 


.的 值 . 
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function [GH,Y，RHn] =GaussH2(ftun,X,A,fun2n) 
n =length(X);in2 =2+niY=feval(fun,X); 
GH=Ssum(RA.*kyY);i sun=1l1;isu2n=1i su2nl =13; 
for k =1:n 
Sun=SunxrxKi 
end 、 
for K =1:nm2 
Su2n = SU2Dnk 上 ; 
enaQ 
mfun2n =max( fun2n); 
RHn = (sunssdqrt(pi))* mtun2n (2n+su2n) 
+ 
例 9.7.10 用 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积分 公式 计算 | -二 一 二 dx, 取 
-ae (SA+X ) 
mn=5, 再 根据 截断 误差 公式 写 出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 . 
解 (1) 建立 并 保存 fun .m 文件 命名 的 M 文件 函数 
functiony = fun(x) 
Y=1./ (5+x.”2); 
(2) 建立 并 保存 SaussH2 .m 文件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 
>> SyIS X 
fun2nmn =dQifft(exp( -x. "2)./ (5 +X. 2),X,10)j 
fun2ns =Ssimple 人 (fun2n) 
(4) 运行 后 再 输入 程序 
>> X=[2.0201828705 -2.0201828705 0 .9585724646 -0.9585724646 0]; 
A=[0.0199532421 0.0199532421 0.3936193232 0.3936193232 
0 .9453087205]; 
XxX= -10003:0.001:1000 
fun2ns =32 * exb( -X.^2).*(425471484375*Xx. “2 +26348013150 * 
x. "10 -35644522500 * X. “8 -290495953125 +X. “4 -262342473750 :X. “6 + 
13793263150*Xx.^12 +2639594700*X. “14 +34752150 +*X: ”16 -88200525 :X. 
18 -18517905*X. “20 -1466910*X. “22 +32520*#X. “24 +15840 :X. 26 +T200 站 
X. 28 +32*X. "30 -32395781250)./(5 +X. 2). ”11; 
[GH,Y，RHn] =GaussH2(Q@ fun,X,A，fun2ns) 
SyYms 上 
fil =1int(exp( -t.*2).- (5 +t. 2), 上 ,0,，+inf)i 
fi2 = int(exp( -ct. 2)./(5+t. 2), 凸 ，- inf,0)3; 
fi=fil+fti2;yFs= double(fti)，wGL = aouble (abs(fi-GH)) 


运行 后 屏幕 显示 分 取 m=5, 用 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积 分 公式 计算 了 的 结果 C 刀 
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和 精确 值 天 及 其 两 者 的 绝对 误差 wC1 等 依次 如 下 
GH = 
0.32646126745168 
Y = 
Columns 1 thzoughn 4 
0.11011834734512 0.11011834734512 
0.16895142009535 
Colurmn 5 
0.20000000000000 
RHn = 
0.02897468774679 
FS = 
0.32640983502878 
WwWGL = 
5.143242289669318e -005 


取 m”= 5, 用 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积 分 公式 数值 计算 工 的 结果 CE = 
0.326 461 267 451 68 与 精确 值 天 =0. 326 409 835 028 78 的 绝对 误 善 为 CE = 
5.143 242 289 669 318e - 005. 根据 截断 误差 公式 估计 的 绝对 误差 限 为 及 = 


0.028 974 687 746 79. 


0.16895142009535 


9.7.3 ”无界 函 数 反常 积分 的 符号 计算 及 其 MATLAB 程序 


无 界 函数 7z) 的 反常 积分 1 = | Kxz)dz 有 三 种 基本 类 型 如 下 ; 


(1D) Fa) 在 (a, 拉 上 连续 , 且 imz) =m 时, 若 j| 7(z)az (se>0) 存 


在 , 则 称 反常 积分 / 存在 或 收敛 , 旦 7 = lim | sz)dx, 否 则 反常 积分 7 不 存在 或 


发 散 . 


性 
(2) (xz) 在 [o,b) 上 连续 , 且 lim(z) =m 时 , 若 Iim| AMz)daz (es>0) 存 


在 , 则 称 反常 积分 | 7(z) dx 存在 或 收敛, 且 7 = lim | “7(z) dz, 否 则 反常 积分 


「 maydz 不 存在 或 发 散 . 


(3) (sx) 在 [a, 如 上 除 点 外 连续 ,是 limf(x) = om 时 ， 


「raoar= 「 aarJ roar， 
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反常 积分 | Kx)dx 收敛 的 充 要 条 件 是 反常 积分 au 与 「raa 同时 收 
敛 , 且 
三 redz= lm | Kxz)dx+ im Hz)dx (ee >0) 


用 MATLAB 软件 计算 无 界 函 数 扩 xz) 的 反常 积 分 | (xz) dx 的 方法 有 两 类 ; 


一 类 方法 是 用 定 积 分 的 方法 计算 , 另 一 类 方法 是 根据 无 界 函 数 ,Ax) 的 反常 积分 
的 定义 计算 . 

1 

例 9.7.11 求 | dx 
解 (1) 输入 程序 


>> SyYyms 飞 
FE=1imit(1 (scrt(1 -x*2)),x1，'1eft+) 


运行 后 屏幕 显示 结果 为 





工 m 下 


即 当 x 一 1 时 ,被 积 函 数 





一 >oo . 
二 
一 区 
(2) 输入 程序 
>> ”SyIS X 
F1 =intct(1(sqrt(1 -x*2)),x,0,1)，LimFl = double(F1) 


运行 后 屏幕 显示 结果 为 





F1 = LimFt = 
17Z2 关 Pi 1 .5708 
1 
即 | 1 _ux-= 开 ~1.5708 
0 V1 一 和 
例 9.7.12 求 | 3 元 dx 





解 (1) 因为 被 积 函数 记 在 [ -1,1] 上 除 x*=0 外 连续 ,输入 程序 


>> SyIns XX 
FE=1limit((3*x*5 -8)/(x*2),x;0) 
运行 后 屏幕 显示 结果 为 
FF = 
-In 


即 当 x0 时 ， 被 积 函数 2- -3 ， 





一 > 一 oo 
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〈2) 输入 程序 
>> ”SSyms 区 
FE1 =inc((3*x*5 -8)/(x*2),x, -1,0)， 
FE2 =int((3*x*5 -8)/(x*2),x,0,1)，F=F1L +F2 


运行 后 屏幕 显示 结果 为 








F1 = FE2 = 下 = 
- mn 35 /4 - inf 
1 5 __ 0 ] _ 
即 | 尖 二 dx = 六 收敛 ,但 是 | 2- 寺 dx = -发 散 ,所 以 按 反 常 积分 定义 ,有 


达 二 san 发 散 
例 9.7.13 讨论 反常 积分 | 点 dv (9 = 0.5,1,2) 的 伍 散 性 . 


解 (1) 因为 被 积 函 数 必 在 (0,1] 上 连续 ,在 = 0 无 定义 ,输入 程序 


>> 。 SYmS X 
LEF05 = Timit(1Z(x*0.5),x,0，，right )， 
LEF1 =1imit(1LAx,x,0，':right ') 
LEF2 =1imit(1Z(x?2),x,0，'Tight 
运行 后 屏幕 显示 结果 为 
LE05 = DLPE1 = LEF2 = 


Tt inft 并 于 
即 当 9 =0.5,1,2, 日 x-*0* 时 ,被 积 函数 二 -+ om 
和 
(2) 输入 程序 


>> SyrmS X 
F05 =int(1Z(x*0.5),x,0,1)，F1 =int(1/x,x,0,1)， 
E2 =int(1Z(x?*2),x;,0,1) 
运行 后 屏幕 显示 结果 为 
F05 = FL = F2 = 


2 in 上 Et In 


即 , 当 9 =1 时 ，| 二 az = + m ,反常 积分 发 散 ; 当 9 =2 时 ,| 点 dz = + m ,反常 


积分 发 散 ; 当 9 =0.5 时 ， 「 总 dz = 2 反常 积分 收 伍 
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9.7.4 无 界 函数 反常 积分 的 近似 计算 及 其 MATLAB 程序 


我 们 除了 可 以 用 MATLAB 软件 中 的 函数 int 对 无 界 范 数 反常 积分 进行 符 
号 计算 以 外 ,在 其 收敛 的 前 提 下 还 可 以 讨论 其 近似 计算 方法 .计算 反常 积分 的 近 
似 值 的 方法 很 多 ,例如 , 作 变 量 置 换 法 “ 控 去 ”法 ,累积 求 和 积分 法 等 将 无 界 函 
数 反常 积分 化 为 有 限 区 间 上 的 有 界 函 数 的 定 积 分 .另外 ,还 可 以 将 本 章 前 面 介 绍 
的 数值 积分 的 插值 型 公式 ,高 斯 型 公式 等 推广 到 反常 积分 的 近似 计算 .下 面 通过 
实例 加 以 介绍 . 

(一 ) 无 界 函数 的 反常 积分 的 “ 控 去 "法 及 其 MATLAB 程序 


对 于 无 界 函数 的 反常 积分 | /xz)dx (1 在 某 点 ce [a, 缮 无界 ) 形 式 的 积分 ， 
要 “ 挖 去 "ce 点 附近 一 邻 域内 的 积分 ,其 关键 也 是 要 估计 出 这 一 部 分 的 积分 值 . 
例 9.7.14 近似 计算 7= 好 | x|d。 ,误差 在 10-“ 左 右 . 


解 ”被 积 函数 在 x =0 处 无 界 , 对 在 小 区 间 [0, 上 CCc[0,1] 内 的 积分 作 如 下 
估计 





| 作 . Imxldx< | lnxldx<r(1-inr) =10-8<10-5. 
0 工 + 多 0 


。 |ln x|dx 和 10 一 或 10 一. 





说 明 :要 使 了 的 误差 在 10 -左右 , 则 需要 「 二 
输入 程序 


>> SYmSs 工 
上 =sSolve('ryk(1l-(log(Cr)))=10”(-8)r)，R= daouple(r) 
运行 后 屏幕 显示 r 的 值 为 
zx = 
[ exp(1ambertw( -1/100000000* exp( -1)) +1)] 
[ exp(1ambertw( -1, -1Z100000000*exp( -1))+1)] 
及 = 
2.71828181845905 
0.00000000044374 
输入 程序 
>> =[2.71828181845905,， 0.00000000044374]; 
Y=Lr.k(1-(1iog(Fr))) 
运行 后 屏幕 显示 > 处 的 函数 值 为 
Y = 
1.0e -007 亲 
0 .09999995049004 0.10000028042507 
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取 -=0.000 000 000 443 74 时 ,使 | 


,了 ， |mnx|ldx <10 ,所 以 只 需 用 数 


估 方 法 计算 |2 Da 地 |dx 用 梯形 公式 计算 7 的 近似 值 ,输入 程序 
>> X=0.000000000443743:0 .0001 :1 
YyY=(2*#*xXx).*#abs(1log(x))./(1 +x. “2)3z = 上 rapz(x,y) 
运行 后 屏幕 显示 
> = 
0.41123349222004 
用 洛 巴 托 求 积 公 式 计 算 ,在 MATLAB 工作 区 输入 程序 
>> SYmS 区 
Y=inline('(2*#*X).*#abs(1og(x)).- (1+x. 2).; 
Y1=(2*#*x).kabs(1og(x)). (1+x. 2)3 
[oal ,FCNT1] =Gquadl(Y,， 0.00000000044374,1)， 
Qil =int(Y1, 0.00000000044374,1)，Qlda =double(Q1 ) ， 
juewuQdql = Ql1Q -QGl， 
运行 后 屏幕 显示 
Qql = 
0.41123345753925 
FCNT1 = 
78 
Q1lLlQ = 
0.41123351671206 
JuewuQdql = 
5.917280476719355e -008 
(二 ) 高 斯 - 切 比 雪 夫 ( Gauss-Chebyshev ) 求 积 公式 及 其 MATLAB 程序 
如 果 在 区 间 [ -1,1] 上 , 取 次 切 比 雪 夫 多 项 式 


了 (x) =cos(m arccos x) 


= (=1,2,，…，) 为 节点 , 则 计算 在 区 间 [ -1,1] 上 





的 个 零点 冯 = -cos 到 


的 无 界 函 数 - 帮 2) 的 反常 积分 的 二 个 节点 的 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 为 
A/T 一 和 好 
CCP =4.z) +4m)++4 en)， (9.80) 
其 中 


1 了 ， 
4x= | (9 x = (FE=1,2,，…, 有 )， 


(xD (X) VI1 
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az=c.00 +R[IAC (9.81) 


因为 次 切 比 雪夫 多 项 式 7?,(x) 的 最 高 次 数 项 的 系数 ec =2"-: ,所 以 高 
人 人 的 本 可 














(和 ) 2 
玉 ,[.A,C,] = 的 LT (-1< 上 <1)， 
即 
RN,CJ = 元 (人 (的 (-1<6<D)， (9.82) 
例 9%.7.15 求 7= bxx*dx 的 数值 公式 和 截断 误差 公式 . 
贱 圳 二 六 
解 根据 (9.81) 式 ,得 
1= 了 工 > (Die 二 5] +R [Ac ] 
人 丈 。 1-[eos 纪 = ] 
(9.83) 
因为 (9. 83 ) 式 中 的 截断 误差 为 
kV(2n) 7 
R.[/,C,] = -去 (0 1<&<1)， (9.84) 


(1) 当 严 为 奇数 时 ,mm 次 多 项 式 扩 x) = > 忆 t 的 玫 +1 阶 导数 恒 等 于 零 ， 
所 以 , 取 呈 = 于 时 ,(9.84) 式 R,[A,C.] =0， 


2-1 1 
Dee 


(到 +1) 。 1 -foos 公 二] 


2T 








-位 


和 


习 





二 





(2) 当 普 为 偶数 时 ,因为 m= 二 
式 及 ,[/C.] =0, 从 而 
1= 了 2 > (-D 和 [es 


(mr2) -[eos 乞 -dm] 
根据 函数 Kx) 在 [ - 1,1] 上 的 个 节点 的 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 编写 的 
计算 | -2 dx 的 数 全 积分 及 其 共 电 误差 公式 的 MATLAB 程序 如 下 ; 


不 是 正 整 数 , 所 以 取 m 





丰 


5 ， 




















704 第 九 章 ”数值 积分 









2 
乞 





商 姑 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 1 厂 本 及 其 截断 误差 公式 的 
MATLAB 主 程序 


输入 量 :Hum 是 被 积 要- 的 因 式 人 (2) 忆 是 节点 的 个 数 . 


输出 量 :CC 是 利用 个 节点 的 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 /的 数值 积 
分 值 , 向 量 天 的 元 素 是 吨 个 节点 岂 = -cos 些 -1r (E=1,2,…,n) ,向 量 了 的 


孜 
元 素 是 几 x) 在 呈 个 节点 由 (上 =1,2,…,n) 处 的 值 ,RCn 是 截断 误差 公式 ,其 中 
op 是 Fx) 的 2n 阶 导数 . 


function [GC,X,Y,RCn] =GausscCcl(ftunyny) 











n2 =2*niX=2zeros(1l,n);RA=(pin)*ones(1t,n); 
for K = 工 :z 

X(k) = -cos((2*Kk-1)*pi (2*n)); 
endQ 

Y=feval(fun,X);GC=Ssum(A.*+Y); su2n=1; 
for K =T:n2 

su2n = SuU2Dnkk; 
end 


su2n;i syms df2n,RCn = (2*pi)*aft2n (2 人 (2*xn)*su2n)i 


_ 切 比 雪 公 武 计算 JT= 「 _Y2+ 和 - 
例 9.7.16 用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公 式 计 算 T= | 证 dx, 取 m= 15， 
再 根据 截断 误差 公式 写 出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进 行 比较 . 
解 (1) 建立 并 保存 fun .m 文件 命名 的 MX 文件 函数 
functiony = fun(x) 
Y = SQLTE(2 +Xx); 
(2 建立 并 保存 Gausscl .m 文 件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 
>> nmn=15;[GC,X,Y,RCn] =Gausscl(e funn) 
SYmS 闵 
fi=int(sdqrt(2 +X) .sqrt(1 -xX. 2),x, -1,1L1);Fs= double (fiy) 
WwWGL = double (abs(fi- GC)) 
运行 后 屏幕 显示 取 "==15 ,用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 了 的 结果 CC .截断 误 
差 公式 RCn 和 精确 值 s 及 其 两 者 的 绝对 误差 wCL ,节点 夺 和 V2 +x 值 如 下 
GC = 
4.36887628549240 
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又 = 
Columns 1 hrough 9 
-0.99452189536827 -0.95105651629515 -0.86602540378444 
-0.74314482547739 
-0.58778525229247 -0.40673664307580 -0.20791169081776 
-0.00000000000000 0.20791169081776 
Columns 10 through 15 
0.40673664307580 0.58778525229247 0.74314482547739 
0-86602540378444 0.95105651629515 0.99452189536827 
立 = 
Columns 1 throughn 9 
1.00273531135177 1.02417941968429 1.06488243304863 
.1J2109552426303 
1 工 .18836641979969 1.26224536320170 1.33868902631726 
1.41421356237309 1.48590433434248 
Colurmns 10' through 15 
工 .55136605708511 工 . 60865945814907 1. 65624419258677 
1.69293396320838 1.71786393998336 1.73046869239760 
RCR = 
1~142406544757979148169424935503213094764544*Pixaft2Dn 
ES = 
4.36887628549240 
wGr = 
8.919048090161604e ~016 
即 , 取 二 =15, 用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 7=4.368 876 285 492 40 ,与 精确 
值 4.368 876 285 492 40 的 绝对 误 善 为 8. 919 048 090 161 60e - 016. 根据 截断 


误差 公式 (9. 82 ) 计 算 的 截断 误差 的 公式 为 


妈 Ci5] -元 [和 ”人 多 
~2.206 073 224 323 33 x10- .0(E) (-o<eE< +o). 
另外 ,根据 函数 护 z) 在 [ -1,1] 上 的 二 个 节点 的 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 ， 


还 可 编写 计算 「 LA 的 数值 积分 及 其 估计 绝对 误差 限 的 MATLAB 程序 


如 下 : 
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1 一 入 


" 个 节点 的 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 | -dx 及 其 误 基 估计 的 


MATLAB 主 程序 
输入 量 :in 是 被 积 函数 -2 因 式 扎 z) ,是 节点 的 个 数 ,dPn 是 /xz) 


隐 


的 2 阶 导数 
输出 量 :RCn 是 截断 误差 估计 ,GC 是 利用 ”个 节点 的 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 
公式 计算 | -Ad 的 数值 积分 值 ,向 量 X 的 元 素 是 m 个 节点 x = 
此 = (t=1,2,…,n) ,向 量 了 的 元 素 是 A(x) 在 个 节点 头 (= |， 
已，……,m) 处 的 值 


function [GC,X,Y,，Rcn] =GaussCc2(fun,n ,Qf2n) 





一 CO0S 











n2 =2*niX=zeros(1,n);A=(pin)*ones(1n); 
for k =13:n 
X(k)= -cos((2*k-1) 本 PiA(2 未 卫 ) ); 
endQ 
Y = feval(fun,X);GC=surmn(A.*Y);i Su2n=1; 
for kk =1:n2 
Su2n = SU2DnK; 
endQ 
su2ni mfun2n =max(df2n);RCn = (2*pi)#mfun2n / (2 人 (2 站 了 ) * 
Su2n); 


例 9.7.17 ”用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 1= | 一 -dz, 取 mn =6, 人 





计 其 误差 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 . 
解 (1) 建立 并 保存 fun .m 文件 命名 的 M 文件 函数 
functiony = fun(x) 
Y = exp(-X. 2); 
(2) 建立 并 保存 Gaussc2 .m 文件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 


>> SYmS X 
fun2n =difft(exp( -x."2),x,12); aft2n =simple(fun2ny) 
(4) 运行 后 再 输入 程序 
>> X= -130.00013:1; 
df2n=64yexp( -x.*2).*(10395 -124740 相 X. 2 +207900 六 X. “4 - 
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110880 xxX. “6 +23760*X. “8 -2112 *X. 10 +64#X. 12); 
n=6;[Gc,XY,Rcn]=Gaussc2 (e fun,n ,Gf2n) 
Syms 上 ab 
fil = int(expb( -t."2)./sGrt(l -t. 2),,0,a); fia=1Limit(ftil,a,1) 
fi2 =inct(exp( -t.*2)./sdart(L1-t. 2) 下 ，-b,0); fib=1limit(tiz2， 
b,L1),fi=fia+fibi 
Fs = daqouble (fi),wGL = aouble (abs(fti- Gc)) 
运行 后 屏幕 显示 结果 依次 如 下 
GC = 
2.02643676313532 
又 = 
Columns 1 throughn 4 
-0.96592582628907 -0.70710678118655 -0.25881904510252 
0.25881904510252 
Columns 5 through 6 
0 .70710678118655 0.96592582628907 
Y = 
Columns 1 hrough 4 
0.39336682642326 0.60653065971263 0.93520708016087 
0 .93520708016087 
Columns 5 through 6 
0.60653065971263 0.39336682642326 
RCn = 
2.130528872063391e -006 
Warning: Explicit integral could not be found . 
下 1a = 
1ZX2*xpiykhypergeom([1Z2],[1],-1) 
Warning，Explicit integral could not be touna . 
fib = 
int(exp( -ct*2)/(1-t*2)” (17X2) 上 = -1 ..0) 
FS = wGL = 
2.02643806694936 1.303814033355041e -006 
即 , 取 m”=6, 用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 7~2.026 436 763 135 32 与 精确 值 
Fs =2.026 438 066 949 36 的 绝对 误差 为 wgCL =1.303 814 033 355 04e - 006. 根 
据 截 断 误 差 公 式 估 计 的 误差 为 RCn =2.130 528 872 063 39e - 006. 
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习题 9.7 





1 近似 计算 | 二 av, 误 差 在 10… 左 右 。 
2. 分 别 用 = 点 商 - 惑 让 德 积分 公式 , 步 长 为 3 的 梯形 公式 和 步 长 为 2 的 辛普森 求 积 
公式 计算 | 5 dv, 并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 





3. 近似 计算 了 = 三 edx ,使 精确 度 为 10 7. 


4 近似 计算 7= 了 eecos 2zdx, 取 精度 分 别 为 10-“ 和 10… ,并 与 精确 值 比较 . 


用 MATLAB 软件 完成 下 列 问 题 ,并 用 一 个 文件 名 存盘 . 
5. 下 列 反常 积分 中 收敛 的 是 ( ). 














及. 三 ln xdx B. 三 : 工 dx C， 三 二 dx D. 三 edx 
上 上 区 上 
6. 下 述 结 论 错误 的 是 ( ) . 
。 ,1 
人 dx 发 散 3 人 ] 二星 收 伍 
, 加 
c | 这 dz=0 D. | 二 de 发散 
7. 讨论 下 列 无 穷 区 间 上 的 反常 积分 的 敛 散 性 . 
三 7 dv (p=1,2,3,8); 2 矿 _ 记 dz (p= -2,.0.25,0.5,1,4)i 
2 +1 


1 1 
3 一 一 一 dxi 4 一 一 -一 d 
) | 本 纺 上 ) 厂 二 2 


8. 讨论 下 列 反 常 积 分 的 剑 散 性 . 











(1) 「 1 dv， (2) 「 一 -dv 
-4 VT 一 好 1MLL- (lnx) 
本 友 1 2 1 

(G3) 上 机 《4) 二 

9. 讨论 下 列 反常 积分 的 敏 散 性 . 

三 ; 二 2) 三 上 dc 
0 一 0 所 

G)| ed 09=0.3,1.3) (4) 三 二 da 


10， 个 于 本 的 长 度 分 别 为 4.3 2 求 它 的 要 面积 
11. 近似 计算 了 = 厂 e -2dx ,使 精确 度 为 10 
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12. 近似 计算 「 [z dz, 使 精确 度 为 10-， (提示 :用 梯形 公式 可 得 结果 为 


0. 822 343， ,而 精确 值 是 | -1 lzla dz= 丐 ~0 822 467 ) ， 








13. 用 数值 方法 计算 7 = 全 dx, 使 精确 度 为 10“ ,并 与 精确 值 比较 


14. 如 果 取 , =24r =0,1,2,…, 根 据 (9.72) 式 , 当 大 取 何 值 时 ,7 = 央 -2 生 dx 的 近 
似 值 的 截断 误差 为 10 ,计算 其 近似 值 ,并 与 精确 值 比较 . 

15 用 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积分 公式 计算 1= -方才 。“eos 5zdr, 取 ”=5, 再 根据 入 断 误 
差 公式 写 出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 

16. 用 高 斯 - 拉 盖 尔 无 穷 积分 公式 计算 | 
误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 . 

17. 用 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积分 公式 计算 1= | 。”eos Tzdx, 取 ”=4, 再 根据 截断 误 
关公 式 写 出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 

18. 用 高 斯 - 埃 尔 米 特 无 穷 积分 公式 计算 | 5 





二 dr , 取 =6, 再 根据 截断 误差 公式 写 出 





-dx, 取 n =6, 再 根据 共 断 误差 公式 
写 出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 进行 比较 
导出 误差 公式 ,并 将 计算 结果 与 精确 信 进 行 比较 ， 

20. 用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 计算 | 





二 dr， 取 m=9, 估 计 其 误差 ,并 将 计算 结果 


与 精确 值 进行 比较 . 


9.8 多 重 积分 的 计算 及 其 MATLAB 程序 


将 本 章 前 面 各 节 讨论 的 数值 积分 和 符号 积分 的 方法 稍 加 修改 , 便 可 用 米 计 


算 重 积 分 . 本 节 主 要 介绍 二 重 积分 和 三 重 积分 的 符号 计算 和 数值 计算 及 其 
MATLAB 程序 . 


9.8.1 二 重 积 分 的 符号 计算 及 其 MATLAB 程序 


为 了 将 多 重 积分 的 数值 计算 与 对 应 的 精确 解 比较 ,我 们 首先 介绍 用 软件 
MATLAB 做 二 重 积分 的 符号 计算 的 方法 . 
因为 二 重 积分 可 以 转化 为 二 次 积分 运算 , 即 
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YY2(x) 
人 ws,ac= | 本 yz,7)dy， 


YICx) 


或 


df x2(Y) 
mx)ar= | dy | xsy)dx. 
Dw 8 xiCY) 
所 以 ,我 们 可 以 用 MATLAB 函数 int 计算 两 个 定 积分 的 方法 计算 二 次 积分 . 具 


体 步 又 参考 下 面 的 实例 . 
例 9.8.1 计算 ‖eos(s +y)dc ,其 中 了 ,是 由 曲线 2xy =1,7 = MVDx ,x 三 2.5 


所 围 成 的 平面 区 域 . 
解 (1) 画 出 积分 区 域 的 草图 . 输入 程序 
>>X=0.001:0.001;3; yl =1./(2*x);y2 =Sdrt(2*xX); 
克 开 辣 攻 人 区 7 开赴 玫 三 天 2 可 5 二 二 王浆 症 (由 三 05 3 二 有 全] 
title('" 由 yl =1/(2x),y2 =sdqrt(2x) 和 x=2 .5 所 围 成 的 积分 区 域 Dxy ") 
运行 后 屏幕 显示 图 9 - 6. 






图 9-6 由 ?xy=l,y= WwW2x,x =2.5 所 


(2) 确定 积分 限 . 输 入 程序 


>> SYImS 基 Y 


书 


成 的 积分 区 域 D。 


y1=('2*Xxxy=l');yY2=(Y-sqrt(2*x)=0 ); 


[x,y] =solve(yY1,Y2 ,x,y) 


运行 后 屏幕 显示 两 条 曲线 2xy =1,y = V2x 的 交点 如 下 


Ar 
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关 吉 测 天 基 二 出 

(3) 输入 计算 程序 
>> SYmS X Y 
f =cos(x+Yy);iylL =1/(2*xX);Yy2 =sqrt(2*x); jfy=int(f,y,yl,y2); 
jftx =int(jfy,x,0.5,2.5); jf2 =double(Jjfx) 

运行 后 屏幕 显示 如 下 
Warning: Explicic integral could not be founad . 
芷 2 三 
-1 .83209375329577 


因此 ;所 求 的 和 cos(x +y)de 的 近似 值 为 -1. 832 093 753 295 77. 
例 9.8.2 计算 】 Sm 人 + de ,其 中 四 是 由 曲线 *= 闪 ,=x -2 所 围 成 的 


平面 区 域 . 
解 (1) 画 出 积分 区 域 的 草图 . 输入 程序 
>> SYImS X Y 
fl =X-Y 2;f2 = 区 -YY -23 ezplot(fl) ,hola on 
ezplot(f2) ,hold off,axis([ -0.55 -1.53]) 
title(' 由 x=y*2 和 Y=x-2 所 围 成 的 积分 区 域 Dxy ') 


运行 后 屏幕 显示 图 9 - 7. 





图 9-7 由 两 条 曲线 <*= 刀 ,y=x-2 所 围 成 的 积分 区 域 D。 
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(2) 确定 积分 限 . 输入 程序 
>> Syms X Y 
yl1=('x-y*2=0');iy2=('x-y-2=0"); [xy]=solve(y1,y2,x,y) 
运行 后 屏幕 显示 两 条 曲线 x = ,Y =x -2 的 交点 如 下 
X = Y = 
[1] [ -1 
[4] [ 21 
(3) 输入 计算 程序 
>> Syrms X Y 
f-sin(x+y)/(x+y)ixl =y*234x2 =yY+2;jfx=int(,x,xl,x2)3 
jfy = int(jfx,y, -1;,2); jf2 =double(Jjftyy) 
运行 后 屏幕 显示 如 下 
Warning: Explicit integral could not be found . 
Jft2 = 
1.97124962844910 


因此 ,所 求 的 人 sin(x+y)dr~1.971 249 628 449 10. 
， 和 十 和 


9.8.2 ”二 重 积分 的 梯形 公式 及 其 MATLAB 程序 
数值 计算 二 重 积分 的 方法 很 多 ,这 里 主要 介绍 将 二 重 积分 转化 为 二 次 积分 
运算 的 数值 方法 ， 如 果 二 重 积分 ‖ (zx,y) do 的 积分 区 域 D 是 矩形 区 域 "<“ 


< cs<y<d , 则 可 以 将 二 重 积分 转化 为 二 次 积分 运算 , 即 
rD =『mzrar=] dz xm)dy， (9.85) 


1 ms.mac= 「 r| zz)dx (9.86) 


这 样 . 我 们 可 以 用 本 章 介绍 的 数值 积分 的 各 种 方法 计算 两 个 定 积分 即 可 . 下 
面 介绍 如 何 将 梯形 公式 推广 到 数值 计算 二 次 积分 及 其 MATLAB 程序 . 
(一 ) 二 重 积分 的 基本 梯形 公式 及 其 MATLAB 程序 
利用 基本 梯形 公式 ,将 (9. 86) 式 中 的 第 一 层 定 积分 化 为 
6 六 一 ， D， 
六 epa (2 一“) Leo) +7D,7) ] 


将 (9.87) 式 代 和 人 (9.86) 式 , 得 





(9.87) 
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Je =- af renar> [epary [red 
再 利用 基本 梯形 公式 (9.28) ,得 


人 rear= 拓 -人 -Ka read) +7be) + 1， 


(9.88 ) 
称 (9. 88 ) 式 为 数值 计算 二 重 积 分 7LP) 的 基本 梯形 公式 、 


例 9.8.3 ”根据 基本 梯形 公式 编写 MATLAB 程序 ,计算 7 了 = 站 的 





近似 值 , 并 将 计算 结果 与 精确 值 比 较 . 其 中 D， ,是 矩形 区 域 0<x<4， -1T 么 7 窑 2. 
解 根据 (9.88) 式 编写 并 输入 下 列 MATLAB 程序 
>> a=0;b=4;c= -1;3Q=2; ftac=sin(a+c)(a+c)iftada=sin(a+ 
QG)A(ar+da)i; 
fbc =sin(b+c) (b+c)ifbda=sin(b+a)/ (pt+d);ih=(b-a)*x(da-c)i 
F=fac+fad+fbc+fbd;T2=(hrEFR)A4 
SymS X y 
bjh=sin(x+y) (x+y)yjfx=int(bjh,x,a,b)i; 
jfy = int(jfx,y,c,d); I2 =double(jfty)，juewu =abs(I2 -T2) 
运行 后 屏幕 显示 二 重 积分 了 的 精确 值 六 ,根据 (9. 88 ) 式 计算 工 的 近似 值 也 ,近似 
值 刀 与 精确 值 天 的 绝对 误 善 juerxou 如 下 
T2 = I2 = Juewu = 
3 .88977135362262 3 .64403676611252 0 .24573458751009 
(二 ) 二 重 积分 的 复合 梯形 公式 及 其 MATLAB 程序 
为 了 提高 精度 ,用 两 组 等 距 平 行 直线 族 








MX =Q+ 久 (=0,1,2，……) 几 ,有 = ) 
了 
、y ， 过 -ec 
条 =C+ 央 (7=0,1,2，…, 杰 , 户 = 奴 ) ， (9.89 ) 
将 积分 区 域 
站 ,={(Cxz:y)1asxsbcsysd} (9.90) 
分 割 成 mxm 个 子 矩 形 域 
2Dw =T(xz,y) xx 和 0 
(=0,1,2，,. =0,1;,2,…, 普 一 1)， (9.91) 


则 称 两 组 等 距 直 线 族 的 交点 (和 ,7)) (K = 0 ,1 ,2，… ,于 一 1 = 0 ， 1,2,… :有 -1) 
为 求 积 节点 . 如 果 在 每 个 子 矩 形 域 Du 上 应 用 数值 计算 二 重 积分 所 六 的 基本 梯形 
公式 (9. 87) , 便 得 到 如 下 定理 . 
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定理 9.8( 二 重 积分 复合 梯形 公式 ) 如果 函 数 F(x,y) 在 积分 区 域 (9. 90) 
上 的 mxm 个 子 矩 形 域 (9.91 ) 的 交点 (xz 四) (=0,1,2,…,m -1 =0,1， 
2,…, 站 -1) 处 有 定义 , 且 其 函数 值 为 Fxs,y) ,其 中 (xu,7) 满 足 (9.89) , 则 在 积 
分 区 域 D, 上 有 


R-1 六 -1 


人 






1 、 


: 了 [Kxzsyr) +Kzsys) +Kzz) tx ] 
(9.92) 





本 ~1 
二 下 > Po xi 太 ) ， 〈9.93 ) 
了 = 人 0 
其 中 
Poo 二 Po = 三 Pao 二 忆 。m = 工 ， 
Pio =Ppin =2， 下 =1,2,，…， 于 一 1， 
Po =Pw=2， J=1,2,…，, 玫 一 |， 
Po =4， =1),2,， 有 -1J=1;2, 到 一 1， 
称 (9.93 ) 式 为 数值 计算 二 重 积分 7( 门 的 复合 梯形 公式 . 


例 9.8.4 眼 据 (9. 93) 式 编写 MATLAB 程序 计算 7 和 和 





礁 +7) 
dc 近似 


值 ,分 别 取 (nmm) = (2,2),(12,12),(112,112) ,1112， 1112) ， 并 机 计算 结果 
精确 值 比 较 . 观察 节点 的 个 数 与 误 善 的 关系 . 问 取 (nm) = 
{(111112,111112) } 时 ,计算 机 能 计算 吗 ,为 什么 ? 其 中 D。, 是 矩形 区 域 0 生 x 友 
4,1 反 7 和 2. 
解 (1) 根据 (9.93) 式 编写 下 列 MATLAB 主 程序 并 保存 名 为 2trapf2 .mm 
的 M 文件 
function [T2,I2 ,juewu] =zr2trapf2(a,b,nyc,d,m) 
x=zeros(1l,n);iy=zeros(1,m);P=zeros(nim);i fyx=zeros(n,m); 
hx=(b-a)v(n-1l);hy=(da-c)/ (nm-1);，x(1) =aix(n) =biy(1) =ci 
Yy(m) =Qi 
for K=1:mn 一 1 
X(KkK+1) =a+Kk 和 hx 
fcor Jj =1:m 开 
Y(j+1l)=cr+ 了 jykhyi 
fyx(k +1,j+1l)=exp(-(x(k+1)*2+Y() “2))/(x(k+TI) +Y(Cj)); 
fyx(1,j+1)=exp(-(x(1)*2+y(j+l) "2))/(x(1) +YCj+TL)D)i 
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fyx(Kk+1,1)=exp(-(x(k+1)*2+y(1)*2))7(x(K+1) +Yy(L)); 
fyx(1,1) =exp(-(x(1) “2+y(1) 2))/(x(1) +Yy(1)); 
fyx(1,m) =exp( -(x(1) “2 +Yy(m) 2))/(x(1) +Yy(m))i 
fyx(n,1) =exp(-(x(n) “2 +y(1) “2))/(x(n) +y(1)); 
fyx(n,m) =exp(-(x(n) 2 +Yy(m) 2))/(x(n) +y(m) ); 
P(k+1,j+1)=4;P(1,j+1)=2;pP(n,j+l) =2| 
P(kK+1,1)=2;，P(K+1,m) =2; 
P(1,1)=1;P(1,m)=1;Pn,L1)=1;，P(nm) =1; 
endq 
end 
Pifyxjiy 了 =P.y fyx;i F1 =Sum(F); FEF2 =Sum(EF1);T2 =hxykhykF2A4; 
SyYmS 七 W 
bjh =exp(-(w"2+t?2))/(w+t);Jjftx=int(bjh,w,a,b); 
Jfy = int(Jfx,t,c,d); I2 =daouble(jfy); juewu =abs(I2 -T2); 
(2) 输入 下 列 MATLAB 程序 
>> a=0yb=4in2=2ic=1lida=2;jm2 =2;[T2,I2,juewu2] =r2trapf2 
(ab,n2,c,d,m2) 
n12 =12;jml2 =123;[T12,I12,juewul2] =r2trapf2(a,b,n2,c,d,m121) 
nl112 =1123;;jml12 =112;[?112,I2 ,juewul12] =r2trapf2(a,b,nl12，,c， 
a,ml112) 
nl1112 =1112 | 
ml1112 =1112;[TL112,I2,Jjuewu1l112 ] = x2trapt2 (ab,nlli12,cy,da， 
ml1112) 
运行 后 屏幕 显示 分 别 取 (mmm) = (2,2),(12,12),(112,112),(1112,1112) 时 ,用 
(9. 93 ) 式 编写 MATLAB 程序 计算 二 重 积分 的 值 ?. ,Ta ,7 ,Tu ,精确 值 的 近似 
值 天 ,及 其 误 盖 产 exozs ,je ,juetutziy juevuiiy 结 果 如 下 
Warning: Explicit integral could not be founaG . 
T2 = I2 = Juewu2 = 
0.37703726923921 0.06889208904324 0.30814518019597 
T1L12 = Juewul2 = fT112 = 
0.21706671440746 0.14817462536422 0.07079360039872 
juewu1l12 = T1L112 = Juewulil2 = 
0.00190151135548 0.06908616401326 1 .940749700208577e -004 
由 此 可 见 ,节点 的 个 数 越 多 ,近似 值 与 精确 值 的 绝对 误差 越 小 . 但 是 , 取 
(nm)={tCIIL112，111 112)} 时 ,计算 机 就 不 能 计算 了 ,因为 计算 机 内 存 不 
够 . 见 下 例 : 
>> a=03b=4;n2 =111112jcC=13da=2;jm2 =111112 1; 
[T2 ,TI2 ,juewu2] =zr2trapft2(a,b,n2,c,d,m2) 
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?3?3?3 FrTOT USing = = > ZeroSs 


Proqaquct cf Qimensions is 9reater than maximum integer . 


Error in ==> D: NMRATLAB6P5 work \r2trapf2 .mm 
On line2 ==>X=zeros(l1,n);iy=zeros(1,m);iP=zeros(n,m)ji fyx 


=Zzeros(n,ml); 


根据 复合 梯形 公式 (9. 93 ) 式 编写 了 如 下 数值 计算 由 y) dc 的 近似 值 


MATLAB 主 程序 . 数值 计算 调用 前 ， 首先 要 建立 被 积 函数 F(x， 7y) 的 M 函数 文件 
或 指定 被 积 函 数 Kx,y) 为 戏 人 对 象 F= inline(' fun') ,然后 调用 . 


用 复合 梯形 公式 (9. 93) 数 值 计算 二 重 积 分 却 = fn y)de 的 MATLAB 


Dr 








主 程序 
输入 量 :jn 是 被 积 函数 .六 x,y),a,b,c,d 分 别 是 积分 变量 *,y 的 积分 下 、 
上 限 ,nm” 和 mm 表示 将 积分 区 域 D. = {(x*,y)1lesx<b,cs<7ysd 人 分割 成 xm 个 
子 矩 形 域 . 
输出 量 : 刀 是 利用 复合 梯形 公式 (9. 93 ) 数值 计算 产 的 近似 值 , 是 二 重 积 
分 瑟 的 精确 值 ,juevwu 是 精确 值 六 与 近似 值 也 的 绝对 误差 . 


function [T2,I2,juewu] =z2trapf2(fun,a,bn,c,dq,m) 





X=zeros(1,n);y =zeros(1,m)iP=zeros(nm);i fyx=zeros(n,m); 
hx=(b-a)vn-l)ihy=(da-c)vm-1);x(1)=aix(n) =biy(1) =ci 
YY(m) =Gi 
for KkK=135mn 一 1 
X(K+1) =a+Kkykhxi; 
for j =1:m 
Y(J+1l)=c+jyrhyi 
fyx(k+1,j+1l)=feval(fun,x(k+1),y(3)); 
fyx(1,j+1)=feval(fun,x(1),y(J+1l1)); 
fyx(k+1,1) =feval(fun,x(k+1),y(L1)); 
fyx(1,1) =feval(fun,x(1),Yy(TI))i; 
fyx(1,m) = feval(fun,x(1),ytm) ); 
fyx(n,1) =feval(fun,x(n),y(1))3; 
fyx(n,m) = feval(fun,x(n),y(m)); 
PE(k+1,j+1)=4;P(1,j+l)=2;P(n,j+1l)=2;P(k+l,1)=2; 
P(K+T1, mm) =2; 
P(1,1)=1;P(1,m) =1; P(n,1) =1;P(n,m) =1; 
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ena 
endq 
Pifyx;PFR=P.+kfyxiFl=SsumF);iF2=sum(F1);，T2 =hx+rhy*yrF2 4; 
SYmS 七 W 
bjph = fevaIl(ftun,w');Jjfx=int(bjh,w,a,b);Jjfy=inc(Jfx,t,c,G); 
TI2 =dqouble(Jjfty); juewu =abs(I2 -T2); 


9.8.3 算 形 域 上 的 位 普 森 公 式 及 其 MATLAB 程序 


我 们 可 以 利用 将 定 积 分 的 梯形 公式 推广 到 二 重 积分 的 方法 ,将 定 积分 的 辛 
普 森 公式 推广 到 二 重 积分 . 下 面 我 们 从 另 一 个 角度 ,按照 二 次 积分 的 计算 次 序 ， 
用 定 积 分 复合 辛普森 公式 推导 出 二 重 积分 的 复合 辛普森 公式 的 方法 . 

(一 ) 和 抢 形 域 上 的 复合 辛普森 公式 及 其 误差 分 析 

考虑 计算 (9.85) 式 , 即 


1 = rsryac= 上 [msg 





首先 用 两 组 等 距 平 行 直 线 族 

ao+ 肌 人 =0122n= 本 人， 

7 =e + 矶 人 1=012， ,2m, 用 = 《9.94) 
将 积分 区 域 (9. 90 ) 分 割 成 (22) x (2m ) 个 子 和 矩形 域 

有 = | (xy) 1 和 生生 Ni 和 力 魏 y 科 和 力 | ， 〈9. 95 ) 
=0,1,2,…,2n-1jJ=0,1,2,…,2m -1. 先 计算 定 积分 

过 
PCz) = | My)dy (9.96) 


将 * 看 作 常 数 ,用 定 积分 复合 辛普森 公式 (9. 11) 计 算 (9.96) 式 ,得 
瑚 及 -1 到 -1 
PCx) = 本 [Kx,o) + 帮 xd) +22> xyz) +42 xyss0)] 十 尺 (下 ,3S。) ， 


(9.97) 
其 中 的 截断 误差 E(F,S。) 为 
ji(d- 4 
R(F,S。) = -全 一 2 人 ee red， 


将 (9.97) 式 代入 (9.85) 式 ,得 
天 也 6 本 -1 
5 = 子 | Kx,e)ar+ | Kx,a)dz+2 陪 | MXzrmr)dzt+ 


4 「 remoe]+ 尼 ( 严 ,S。)dx， (9.98) 
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已 





在 节点 x = e+ 须 ,( =0,1,2， 2n ~ 
都 有 
古 
CCx,)) = | Maxsyr)dz 


] 处 ,对 每 一 个 7=0,1,2，…，2m 


一 人 @ 
2 


及 nm-1 
二 椰 LKa,yi) + byi) +2 2 太 zaso) 十 


42 mocry)]- 名 二 “ 2 E [a,p] 
作 和 , 便 得 到 如 下 定理 . 
定理 9.9( 二 重 积 分 复合 辛普森 公式 ) 如 果 函 数 J(x,y) 在 积分 区 域 
(9.90) 上 的 2n x2m 个 子 和 矩形 域 (9. 95 ) 的 交点 (zy) (=0,1,2，… 于 -17 = 
0,1,2,…, 权 -1) 处 有 定义 , 且 其 函数 值 为 /xy) ,其 中 (x ,7) 满 足 (9. 94) , 则 
在 积分 区 域 D., 上 存在 二 重 积分 复合 梯形 公式 


See = 2e[Mloie) re) +Kaia) +KUE) +2 卫 Cuio) +2 斌 Liao) + 





2 六 as) +2 交 osd) 44 oassye) +4 袜 ayao) 十 


m-1 mn-1 
4 > byarl) +4> zttyd) 十 
全 ft 


4 了 灾 ooryya) +8 之 /Caxatn ,72 ) 十 
8 > > ARCxzaryyari) 十 16 六 亲 HKasssms)]， (9.99 ) 
7=0 =1 和 0 和 =0 
使 得 
和 Mrs)dc = Sn +ECPSosom)， (9. 100) 


了 zy 


推论 9.7( 二 重 积分 复合 辛普森 公式 的 误差 分 析 ) ”如果 被 积 函数 成 x,7) 在 
积分 区 域 (9. 90) 上 具有 连续 的 四 阶 偏 导数 , 则 二 重 积分 复合 辛普森 公式 (9.99) 
式 的 截断 误差 , 即 (9. 100) 式 中 的 忆 (Sn) 为 





(ea -DC(d-cTia8T 二 ) 487 守 ) 
BC, Soao) = | 生 3 ] ,9.100) 


其 中 ( 厅 ,二 ) (个 ,ie ) el(xzyy)ilaesxsbcsysd. 
(二 ) 复合 辛普森 公式 的 MATLAB 程序 


计算 机 软件 MATLAB 系统 提供 了 数值 计算 二 重 积分 人 Kx,y)dxdy 的 函数 
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blguad, 其 中 积分 区 域 D. = 1(x*,y)iesxsbce<sysdi 是 矩形 域 , 它 的 具体 
调用 格式 一 :92 = ablquad(FUN,a,b,c,d) 
输入 量 :FUN 是 被 积 函数 (xz,y),a,b,c,d 是 矩形 区 域 D。 中 <x 大 中 ， 
< 委 y 委 dL. 


输出 量 :0: 是 用 自 适应 辛普森 公式 和 MATLAB 函数 quad 计算 二 重 积分 
和 Msyydray 的 估计 值 ,其 误差 限 为 10 


调用 格式 二 :Q2 =dadblauadq(EFEUN,a,b,c,d,tol) 
同上 ,但 指定 绝对 误差 限 为 lo! ,默认 值 为 10 . 
调用 格式 三 :Q2 =qblauad(FUN,a,b,c,d,tol,eQURADL 1) 


指定 用 MATLAB 函数 quadl 代 巷 函数 anaad 计算 二 重 积分 ‖A(z,y)dxdy 


的 估计 值 , 默 认 值 是 函数 suad .其 他 同上 . 
调用 格式 四 :Q2 =dqblquad(FUN,a,byc,ditol,8eMYQOURADF ) 
指定 使 用 用 户 自 己 编写 的 求 二 重 积分 的 MATLAB 程序 MYQUADF.m 代替 


函数 quad 计算 二 重 积分 je y)dxdy 的 估计 值 , 其 中 程序 MYQUADF. m 的 调 


用 顺序 应 该 与 suadl 和 auaa 的 相同 ,默认 值 是 函数 quad .其 他 同上 . 
调用 格式 五 :02 =dblquad(FUN,a,b,c,d,tol,Be QURADL,P1,P2,...) 
此 命令 规定 对 函数 fun(x,y,P1,P2,... ) 附 加 的 参数 Pi,P,,… 直 接 通 
过 . 传递 col 或 TRACE 的 空 : 邱 阵 使 用 默认 值 ， 
调用 格式 六 :0Q2 =aqblquad(FUN,a,b,c,d,[],[],P1,P2,...) 
与 Q2 =ablaquad(FUN,a,b,c,d,1.e-6,eQUAD,P1,P2,...) 相同 . 
说 明 :(1) 上 面 所 有 的 被 积 函 数 fun 的 调用 格式 ， 都 需要 指 定 被 积 函数 
fun 为 能 和 人 对 粤 P = inline(' fun') ,然后 调用 Q2 = ablquad(F,a,b,c， 
. ) 或 指定 为 函数 处 理 , 例 如 ,将 被 积 函 数 fun 作 一 个 名 为 myfun.m 的 M 
文件 
function z =myfun(x,y) 
2 =fun(x,y) 
后 调用 Q2 =dabladuadad (emyfun,a,b,c,dq,... ). 
《2) 在 定义 被 积 函数 fun 中 的 运算 用 数组 算 子 .* ，./ 和 .… 
(3) 如 果 没 有 给 定 被 积 函 数 y = 斥 n 的 具体 表达 式 ， 而 只 给 定 了 积分 变量 和 
被 积 函 数 的 离散 的 数据 或 数 表 , 则 首先 利用 插值 方法 (如 分 段 样 条 插值 ,分 段 低 
阶 的 拉 格 朗 晶 插值 等 ) 求 出 分 段 插值 函数 请 n, 然 后 用 说 明 (1) 中 的 方法 重新 指 
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定 捅 值 函数 .万 m. 
例 9.8.S 分 别 用 MATLAB 函数 sblauad 的 调用 格式 二 和 调用 格式 三 计 


一 (xz2+ 


和 2) 
算 了 = 生计 der 的 值 , 取 误 差 限 为 to = 10 一 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 比较 . 


其 中 D。, 是 矩形 区 域 0 生 zx 和 4,1 生 7y 二 2. 





- (xz2+92) 


解 ”建立 并 保存 被 积 函 数 .Kx,y) =8。 的 M 文件 


和 十 和 





function 2z = integrnd(x,Yy) 
Z=exp( -(x."2+y. 2))./ (x+y); 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> a=0;jp=4ic=1;da=2;Q2 =dqblquad(8e integrnd,a,b,c,da,1.e-4) 
QL2 =dblduad(e integrna,a,b,c,dq,1.e-4,8e quadl) 
SymsS 七 w 
bjn =exp(-(w*2+t2))(w+t);Jjftx=int(bjh,w,ayb)i 
jtvy =int(jJjtx,t,c,d);，I2 =dqouble(jfty) 
Juewu2 = abs(I2 -Q2)，JuewuL2 =abs(I2 -QL2) 
运行 后 屏幕 显示 取 误 差 限 为 lol = 10 一 时 ,分 别 用 MATLAB 函数 ablauad 的 调 
用 格式 二 和 格式 三 计算 工 的 值 C, 和 0 ,精确 值 的 近似 值 一 及 其 它们 的 绝对 误 
差 Juerr 和 Juexwu 天 如 下 
Q2 = QL2 = 
0 .0689 0 .0689 
Warning: ExPplicit integral could not be founa . 
I2 = Juewu2 = JuewuL2 = 
0 .0689 7.8537e -006 4.5212e -006 
由 些 可见, 用 MATLAB 函数 ablquad 的 调用 格式 三 比 调用 格式 二 计算 结 
果 误 差 小 . 
例 9.8.6 分 别 用 MATLAB 函数 dblquad 的 调用 格式 二 和 调用 格式 三 计 


算 了 = dc 的 值 ,分 别 取 误差 限 为 tog = 10-:,10…, 并 将 计算 结果 与 


他 
精确 值 比较 . 其 中 忆 。, 是 矩形 区 域 0 示 xz 乏 4, -1 反 y 和 2. 
解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 列 MATLAB 程序 

>>a=0jb=4ic= -1;da=2;0Q12 =dblquad(inline(” sin(x+Yy).A (x+ 
y) ),aib,c,da,l1.e-1) 
QL12 = ablquad(inline(" sin(x+y)./(x+y)"),a, bc,dq,l.e-1， 
eduadl 1) 
Q2 =abldquad(inline(" sin(x+y)./(x+y) ),a,byc,d,1.e-4) 
QL2 = dblquad(inline(" sin(x+y)./(x+y)"),a,b,c,d,1.e -4， 
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edauadl) 
Syms 七 W 
bjh= sin(w+t). (w+t); JJftx=int(bjh,w,a,b);Jjty=int(jftx,t， 
c,Q); I2 =double(jfty) 
Juewu12 =abs(I2 -Q12)，JuewuL12 =abs(I2 -QL12) 
Juewu2 =abs(I2 -Q2)，JuewuL2 =abs(I2 -QL2) 
运行 后 屏幕 显示 分 别 取 误 差 限 为 tol = 10 和 10… 时 ,分 别 用 MATLAB 函数 
dblauad 的 调用 格式 二 和 调用 格式 三 计算 了 的 值 Qu ,Q: ,0OL 和 OH ,精确 值 的 
近似 值 天 及 其 它们 的 绝对 误差 Juewus ,Juexvtas ,JuewuLy 和 .Juetwou 瑟 如 下 
Q12 "= 
3.64404348383673 
QL12 -= 
3.64403680642884 
Q2 = 
3.64404348383673 
QL2 = 
3 .64403680642884 
I2 = 
3.64403676611252 
JUewu12 = 
6 .717724212901288e -0086 
JuewuL12 = 
4.031632050427447e -008 
JuUewu2 = 
6.717724212901288e -006 
JUewuL2 = 


4.031632050427447e -008 
由 此 可 兄 , 分 别 取 误差 限 为 zolg =10” 和 10 “时 ,计算 结果 相同 ,但 是 用 
MATLAB 函数 sblquaad 的 调用 格式 三 比 格式 二 计算 结果 误差 小 . 


9.8.4 ”一般 域 上 二 重 积分 的 数值 计算 及 其 MATLAB 程序 
如 果 二 重 积分 ‖ Hz,y)de 的 积分 区 域 D, 是 一 般 的 有 界 闭 区 域 


Cs<X 和 byi(x) sy 和 和 (xz) ， 
其 中 函数 7 (xz) 和 7y:(x) 皆 在 区 间 [a,b] 上 连续 ,被 积 函数 FLx,y) 在 了 ,上 连续 ， 
则 可 以 将 二 重 积 分 转化 为 二 次 积分 运算 , 即 
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6 72( 工 ) 
1 = msnac= | dz | | , 帮 <y) dy (9. 102 ) 


数值 计算 (9. 102) 的 近似 值 的 方法 很 多 ,在 这 里 介绍 积分 区 域 放 大 法 及 其 
如 何 用 软件 MATLAB 计算 . 所 谓 积 分 区 域 放 大 法 就 是 根据 (9. 102 ) 式 的 积分 区 
域 D., 作 一 个 矩形 区 域 

RT=1{1 xy)1csxsbcsysd，,c = min {yi(x) | , 双 = max |72(x) 二， 


使 得 D。CRT( 参 见 图 9 -8)、 






> 


9 -8 积分 区 域 D。 和 矩形 区 域 R7 


作 辅 助 函数 
Fr ) -sz ， (xz,y) ED。， 
-| 0， (xy) eRT-Du， 
则 根据 二 重 积分 复合 梯形 公式 (9.99) ,得 
和 Mssy)azday = PCzsy)dzdy=Sosm(CF(nm))， 


其 中 5。，(F(x ,y ) ) 是 在 矩形 区 域 R7 上 的 二 重 积分 复合 梯形 公式 (9.99) , 且 
满足 
xy) ， 当 7 (xx) 和 力 委 )2 (xz) ， 
PE(xr yi) = 
(xx yyi) | 0 其 他 
例 9.8.7 用 MATLAB 函数 ablquad 求 直径 为 8 的 半球 的 体积 由 ,误差 
为 10 
解 如 图 建立 空间 直角 坐标 系 , 则 直径 为 8 的 半球 的 方程 为 z = 
V 和 -好 - 瑚 ,(zy) ED 其 中 定义 域 为 Do = (zy) 1 + 和 姑 生 4 则 所 求 的 
半球 的 体积 W 为 
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0 人 az， 2 V4 -2 -7 对 


根据 积分 区 域 D, 作 一 个 矩形 区 域 
RT=|(x,y)1-4< 生 xzx 和 4，-4 达 7 过 4| ， 
则 DERT7( 参 见 图 9 -9). 





图 9-9 积分 区 域 D,, 和 和 矩形 区 域 R7 


作 辅 助 函 数 
上 要 人 
(zx 国 1 有 (xz;7) ERT=-D。， 
则 根据 二 重 积分 复合 梯形 公式 (9.99) ,得 
和 v 下 -过 -dxdy=Sosao(P( 信 ))， 


其 中 Sus(FCxs ,yi) ) 是 在 矩形 区 域 R7 上 的 二 重 积分 复合 梯形 公式 (9.99) , 且 
满足 
下 (x 内 =| 和 ， 当 - V47- 双 友 力 生 V 4 =- 双 ， 
大 3 了 0， 


其 他 . 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 列 MATLAB 程序 
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>> a= -4 和 pp=43cC= -4;d=4; 

V1 =dblquad(inline(' sqrt(max(4*2 -(x."2 +y."2),0))"),a, byc;G， 

1.e-4,Q@ cuad1l) 

V=ablduad(inline( sqrt(4*2 -(x.^2+Yy. 2)).*(x. "2 +Y. 2< =4 

2)),aybc,G,1.e-4) 

Syms 七 W 

bjh =saqart(42 -(w. 2 +t. 2))5 

yl1 = -sqrt(4`2 -t.*2);y2 =sqrt(4 ”2 -上 . 2)3; 

jfx =jint(bjh,w,yl,y2);Jjfy =int(jtfx,t,a,b); 

I2 = aouble(jftyy，dJuewuL1 =abs(I2 -V1) 

Juewul =abs(I2 -V)，ezplot(' x*2 +y?"2 - 16 ,[ -5;,5]); axis equal 
运行 后 屏幕 显示 取 误 差 限 为 ol = 10“ 时 ,分别 用 MATLAB 函数 ablauad 的 调 
用 格式 二 和 调用 格式 三 计算 了 的 值 了 和 凡 ,精确 值 的 近似 值 忆 及 其 它们 的 绝对 
误差 Juervu, 和 Juewtzz 如 下 


VL = V = 
1.340434607608882e +002 1.340477821376317e +002 
Warning:， Explicit integral could ncot be founad . 
I2 = JuewuL1 = 
1.340412865531645e +002 0.00217420772367 
JuUewul = 


0 .00649558446713 
由 此 可 见 , 调 用 函数 quadal 计算 二 重 积分 比 调用 函数 quad 计算 的 结果 误 
关 小 ,所 以 , 取 134 .043 5 作为 直径 为 8 的 半球 的 体积 央 的 近似 值 . 


9.8.5 三 重 积分 的 计算 及 其 MATLAB 程序 


我 们 可 以 将 数值 计算 和 符号 计算 二 重 积分 的 方法 推广 到 三 重 积分 . 下 面 分 
别 介绍 用 MATLAB 数值 计算 和 符号 计算 三 重 积分 的 方法 . 

(一 ) 用 MATLAB 符号 计算 三 重 积分 

这 里 主要 通过 实例 介绍 将 三 重 积分 转化 为 三 次 积分 运算 后 ,用 MATLAB 进 


行 符号 计算 的 方法 , 如 果 三 重 积分 mr y,z)dxdydz 的 被 积 函数 Kx,y,z) 在 积 


分 区 域 了 上 加 且 积分 区 域 为 
=j (xy,z) 1e 生 xs 私 bi(X) Sy 实 ja (5) zxy) 和 5 生 2(x,yY) | ， 
网 可 以 入 二 壬 吕 转 亿 为 三 次 台 分 运 竺 、 即 


7 站 = 由 rr z)dxzdydz = 「 dz 三 _ 9 出 (asy， z)dz. 
然后 用 MATLAB 函数 int 依次 计算 三 个 定 积分 即 可 . 
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例 9.8.8 计算 ICP) = 和 (x+er +sin z)dxdydz, 其 中 积分 区 域 了 是 由 旋转 


抛物 面 z=8 - -六 ,圆柱 面 巡 + 多 =4 和 z=0 所 围 成 的 空间 闭 区 域 . 
解 (1) 画 出 积分 区 域 了 的 草图 . 输入 程序 
- >> [x,yj】 =meshgrid( -2:0.01:2)， 
Z1 =8-(x. 2+Y. 2); 
figure(1) 
meshc(x,y,zl) 
hoela on 
x= -2:0.01:2;r=2 
[x,y,z] =cylinder(r,30) 
mesh(x,y,z) 
holaQ of 
title( "由 旋转 抛物 面 z =8 -(x?^2 +y*2) ,圆柱 面 x"2+y*2=4 和 z=0 所 
围 成 的 积分 区 域 V ) 
figure(2) 
conctour(x,y,zZ,10) 
title('" 由 z=8-(x*2+y*2) 和 圆柱 面 x*2 + y*2 =4 所 围 成 区 域 V 在 x0y 
面 上 的 投影 区 域 pxy ) 
运行 后 屏幕 显示 图 9 -10 . 
(2) 确定 积分 限 .输入 程序 
>> SYyYmS XY Z 
fl=("z=8-(x*2+y*2) )3 
f2 =(`x?*2+y?2=4 ); 
[x,y,z] =solve(fl1,f2,x,y,z) 


运行 后 屏幕 显示 旋转 抛物 面 z=8 -* -7 和 圆柱 面 +Y =4 的 交 线 如 下 


X = Yy = Z = 
[ (4-y?*2) (1Z2)] [ Y] [ 4] 
[ -(4-Yy”"2)” (17Z2)] [ yj [ 4] 


(3) 输入 计算 程序 
>> SymSs XY Z 
上 =X+exp(y)+sin(z);2z1=0;z2 =8 -(x 2 +Y2); 
xl = -sqrt(4 -yy 2)yx2 =SGrct(4 -~-Y 2) 
jfz =int(f,z,zl,z2);]jftx=int(jftz,x,xl,x2); 
jfy =int(jfx,y, -2,2)5jJf2 =double(jfy) 
运行 后 屏幕 显示 如 下 
Warning: Explicit integral could not be touna . 


> InC:\MRATLRB6P5pP1\toolboxA\symbolicAN\esymA\int.m at 1ine 58 
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图 9-10 由 z=8 一 巡 一 妇 好 十 入 =4 和 ==0 围 成 闭 区 域 TY 
及 其 在 xzOy 面 上 的 投影 区 域 0。 








9.8 多 重 积分 的 计算 及 其 MATLAB 程序 727 


Jf2 = 
1.216650998803250e +002 
因此 ,所 求 的 5 六 的 近似 值 为 121. 665 1. 
(二 ) 用 MATLAB 数值 计算 三 重 积分 


我 们 可 以 将 数值 计算 二 重 积分 人 xy)dxdy 的 方法 推广 到 三 重 积分 ,然后 


用 计算 机 软件 MATLAB 系统 提供 的 数值 计算 三 重 积分 条 sy,padzaydz 的 本 


数 riplequad . 它 的 调用 格式 如 下 ; 

调用 格式 一 :Q3 =triplequad(FUN,a,byc,d,p,d) 

输入 量 :FCUN 是 被 积 函 数 J(x,y,z),a,bc,d,p,9 是 三 维 空 间 区 域 了 : 
CsXs 和 pc 和 y 和 dp 近 z 反 0， 


输出 量 :0, 是 用 自 适应 储 普 森 公式 和 MATLAB 函数 quad 计算 三 重 积分 
作 ms,y,zdzdydz 的 估计 值 ,其 误差 限 为 10 


调用 格式 二 :Q3 =triplequad(FUN,a,b,c,d,p,q,tol) 

同上 ,但 指定 绝对 误差 限 为 to! ,默认 值 为 10 …. 

调用 格式 三 :Q3 =triplegquad(EFUN,a,b,c,dq,p,q,tol,eaQURADL) 
指定 用 MATLAB 求 积 分 函数 quadl 代 蔡 函数 auad 计算 三 重 积 分 


仙 Ks ,yz>dxdydz 的 估计 值 , 缺 省 值 是 函数 suaa .其 他 同上 


调用 格式 四 :Q3 =triplequad(FUN,a,b,c,dq,p,q,tol,eMYQUADF ) 
指定 使 用 用 户 自 己 编写 的 求 三 重 积分 的 MATLAB 程序 MYQUADEF .m 代替 函 


数 quaa 计算 三 重 积分 人 rs,rzpdxaydz 的 估计 值 ,其 中 程序 MYoUaApF .m 的 


调用 顺序 应 该 与 suadl 和 quad 的 相同 , 缺 省 值 是 函数 suad .其 他 同上 . 

调用 格式 五 :Q3 =tripleaquad(FUN,a,b,c,d,p,dq,tol,eQUADL,P1 ， 
P2，,...) 

此 命令 规定 对 函数 fun (x,y,z,P1,P2,--. ) 附 加 的 参数 P, ,P.,,… 直 接 
通过 . 传递 kol 或 TRACE 的 空 矩 阵 使 用 默认 值 . 

调用 格式 六 :Q3 =triplequad(FUN,a,b,c,dq,p,q,[],[],P1,P2,...) 

与 Q3 =triplequad(EFEUN,a,b,c,d,p,q,l.e-6,aQUAD,PL,P2,...) 
相同 

说 明 :(1) 上 面 所 有 的 被 积 函 数 万 n 的 调用 格式 ,都 必须 指定 被 积 函 数 户 n 
为 央 人 对 象 F = inline(` fun ) ,然后 调用 Q3 =triplequad (F,a,b,...) 
或 指定 为 函数 处 理 , 例 如 ,将 被 积 函 数 ,An 作 一 个 名 为 myfun .m 的 M 文 件 : 
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functionu= myfun(x,y,z) 
= fun(x,y,z) 

然后 调用 Q3 =tripleaquad (emyfun,a,b,c,dq,p,q,... ). 

(2) 在 定义 被 积 函数 万 mn 中 的 运算 用 数组 算 子 . * ，./ 和 .…”; 

(3) 如 果 没 有 给 定 被 积 函 数 y = 户 m 的 具体 表达 式 , 而 只 给 出 了 积分 变量 和 
被 积 函数 的 离散 的 数据 或 数 表 , 则 首先 利用 播 值 方法 (如 分 段 样 条 插值 ,分 段 低 
阶 的 拉 格 朗 日 揪 值 等 ) 求 出 分 段 播 值 函数 .An ,然后 用 说 明 (1) 中 的 方法 重新 指 
定 插值 函数 勾 ". 

例 9.8.9 分 别 用 MATLAB 函数 tripleauad 的 调用 格式 二 和 调用 格式 


三 计算 7 六 = 四 (x+er +sinz)dxdydz 的 值 , 取 误差 限 为 ol =10, 并 将 计算 结 


果 与 精确 值 比较 . 其 中 了 是 三 维 长 方 体 区 域 -2 近 x 和 2,， -2 和 y 和 2,0 友 z 么 4. 
解 ”建立 并 保存 被 积 函 数 .Fx,y,z) =x+er+sinz 的 M 文 件 
functionu =integrnal(x,y,z) 
uU=Xx+exp(y) +sin(z); 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>> a= -2jib=2jic= -2;jQ=2 和 ipP=0iG=4; 
Q3 =tripleduad(eintegrndl,a,bc,dqa,p,q,1.e-4) 
QL3 =tripleduad(eintegtrndl,a,b,c,dq,p,d,L.e-4,e cuadl) 
SYmS XY 
f-x+exp(y) +Ssin(z); 
jftz=int(f,z,p,q);JjJfy=int(jtz,y,c,d); 
jfx = int(jfy,x,a,b);I3 =double(Jjftx)， 
Juewu3 =abs(I3 -Q3) 
JuewuL3 =abs(I3 -QL3) 
运行 后 屏幕 显示 取 误 差 限 为 ol = 10 “时 ,分 别 用 ziplieauaa 的 调用 格式 二 
和 调用 格式 三 计算 工 的 值 0, 和 07: ,精确 值 的 近似 值 天 及 其 它们 的 绝对 误差 
Juetts 和 Jueoais 如 下 


Q3 = 

1.425178451284647e+002， 
QL3 = 

1.425178451284647e +002 
I3 = 

1 .425178309849224e +002， 
Juewu3 = 


1.414354233020276e -005 


JuUewuL3 = 
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TI.4143542330202786e -005 
用 MATLAB 函数 triplequad 的 调用 格式 三 与 格式 二 计算 三 重 积分 7 的 
值 都 等 于 142. 517 8 , 与 精确 值 天 的 绝对 误差 为 1 414 4e - 005 ,近似 于 要 求 的 误 
差 限 tol = 10 …. 
依照 上 面 介绍 的 二 重 积分 和 三 重 积分 的 数值 计算 和 符号 计算 的 方法 ， 读者 
不 难 将 这 些 方法 推广 到 更 多 重 的 积分 上 去 . 


习题 9.8 





1 计算 】。 ”sz ,其 中 D., 是 曲线 妙 =1,y =V#,x =2 所 围 成 的 平面 区 域 . 
2. 半 算 】 ae ,其 中 D 是 由 曲线 =? 姑 ,y =x -2 所 围 成 的 平面 区 域 . 


3 根据 (9. 88) 式 编写 MATLAB 程序 ,计算 /= 交 da 的 值 ,并 将 计算 结果 与 精 
确 值 比较 . 其 中 D,, 是 矩形 区 域 0 过 xz 过 4, -1 去 y 委 2. 
4. 根据 (9. 93 ) 式 编写 MATLAB 程序 计算 上 二 ed 的 值 ， 分 别 取 (m,mm) = 


(2,2),(12,12),(112,112),(tl1l2,1112) ,并 将 计算 结果 博克 值 比较 观察 节点 的 个 数 与 
误差 的 关系 . 问 取 (n,m) =(111 112,111 112) 时 ,计算 机 能 计算 吗 ,为 什么 ? 其 中 九 , 是 矩形 
区 域 0 去 x 和 去 4,1 达 7 所 3. 

《x2+72) 





5. 分 别 用 MATLAB 函数 sblquad 的 调用 格式 二 和 调用 格式 三 计算 了 = 5 dc 


的 值 . 取 误差 眼 为 tol = 10 ,并 将 计算 结果 与 精确 值 比较 . 其 中 D。 是 抢 形 区 域 0 过 * 乏 4， 


过 7 委 2. 
6. 分 别 用 MATLAB 函数 dablauaqd 的 调用 格式 二 和 调用 格式 三 计算 /= 
ac 的 值 .分别 取 误差 限 为 tl =10…,10…, 并 将 计算 结果 与 精确 值 比较 . 其 中 


各 十 


忆 .， 是 官 形 区 域 0 近 zx 和 过 4, -1 工 和 y 和 2. 


7. 用 MATLAB 函数 dablquad 求 酉 球 二 + =1 的 体积 央 , 误 关 为 10 一 


8. 计算 /7(P) = 入 (s> + er + cos z) dxdydz, 其 中 积分 区 域 了 是 由 旋转 抛物 面 


z= 刀 + 六 ,圆柱 面 + 关 =4 和 z=0 所 围 成 的 空间 闭 区 域 . 
9. 分 别 用 MATLAB 函 数 triplequad 的 调用 格式 二 和 调用 格式 三 计算 7(P = 


和 re - sos 3)drdrdz 的 值 , 取 误差 限 为 ol = 10… ,并 将 计算 结果 与 精确 值 比较 . 其 中 了 是 
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三 维 长 方 体 区 域 -2 和 zx 和 2, -2 大 y 和 2,0 大 z 达 4. 
10. 根据 函数 z= 九 x,y) 的 数据 表 
。 “ 。 




















使 用 复合 梯形 公式 计算 二 重 积分 ‖】 7 x,y)dxdy, 其 中 积分 区 域 0 是 0<x<2,1<ys<16. 


11. 根据 步 长 .= 心 =0.5 的 复合 辛普森 公式 计算 二 重 积分 ‖】 e” "dzdy, 其 中 积分 区 域 
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微分 方程 在 科技 工程、 经 济 管理 以 及 生态 .环境 人口 .交通 等 各 个 领域 中 
常用 于 建立 数学 模型 , 它 是 研究 函数 变化 规律 的 有 力 工具 . 如 在 研究 弹性 物体 的 
振动 ,电阻 .电容 .电感 电路 的 瞬 变 、 热 量 在 介质 中 的 传播 .抛射 体 的 轨迹 以 及 污 
娄 物 浓度 的 变化 人口 增长 的 预测 .种群 数 量 的 演变 、 交 通 流量 的 控制 等 等 过 程 
中 ,作为 研究 对 象 的 函数 ,要 和 函数 的 导数 一 起 ,用 一 个 符合 其 内 在 规律 的 方程 ， 
即 微分 方程 来 描述 . 

建立 微分 方程 只 是 解决 问题 的 第 一 步 ,通常 需 要 求 出 方程 的 解 来 说 明 实际 
现象 ,并 加 以 检验 . 如 果 能 得 到 解析 解 固 然 是 便于 分 析 和 应 用 的 ,但 是 我 们 知道 ， 
只 有 线性 常 系数 微分 方程 ,并 且 自 由 项 是 某 些 特殊 类 型 的 函数 时 , 才 可 以 肯定 得 
到 这 样 的 解 ,而 绝 大 多 数 变 系 数 方程 . 非 线性 方程 都 很 难得 到 解析 解 . 另外 ,有 时 
即使 能 求 出 解析 解 ,也 会 由 于 很 难 从 解析 解 中 计算 函数 y(x) 的 值 而 不 实用 . 例 
如 ,容易 求 出 初 值 问题 

dy 


一 =1-Yycosx,0 达 xx 生 了 ， 


dx 
7y(0) =0， 
的 解 为 


yY(x) -了 esin di. 


但 是 ,对 于 给 定 的 x = xo ,要 计算 函数 值 y(x ) 还 需要 用 数值 积分 的 方法 . 于 是 对 
于 用 微分 方程 解决 的 实际 问题 来 说 ,数值 解法 就 是 一 个 十 分 重要 的 手段 . 为 了 将 
微分 方程 的 数值 解 与 解析 解 比较 ,本 章 首先 简单 介绍 用 MATLAB 解 微分 方程 的 
解析 解 (符号 解 ) 的 方法 ,然后 重点 介绍 微分 方程 的 数值 解法 及 其 MATLAB 
程序 . 


10.1 常 微分 方程 (组 ) 的 MATLAB 符号 求解 


在 MATLAB 系统 中 提供 了 常 微 分 方程 (组 ) 符 号 解 (symbolic solution of ordi- 
nary differential equations) 的 函数 asolve .在 调用 此 函数 前 ,必须 首先 将 给 定 的 


常 微 分 方程 (组 ) 中 的 一 阶 导数 用 D 表示 ,例如 ,人 写成 Dy. mn 阶 导数 用 Dn 表 . 
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示 , 例 如 ,9 二 表示 为 D67y. 由 此 , 常 微分 方程 六 +47' = 吧 + 刀 写成 D2y +4Dy = 
产 + 和 ,下 面具 体 介 绍 函 数 asolve 解 常 微分 方程 (组 ) 的 方法 . 


10.1.1 用 MATLAB 求 常 微分 方程 { 组 ) 的 通 解 - 


用 MATLAB 函数 asolve 求 常 微 分 方程 
天 (xy5y0yy 7 ) =0 (10.1) 
的 通 解 的 主要 调用 格式 如 下 : 
调用 格式 一 : s=dasolve (eqn '，var') 
输入 的 量 :ean 是 常 微分 方程 (10.1) 改 用 符号 方程 表示 的 常 微 分 方程 忆 
(xy,Dy,D27y,…，,Dny) =0. Var 表示 自 变 量 ,默认 的 自 变量 为 上 
输出 的 量 :S 是 常 微 分 方程 (10. 1) 的 通 解 . 


求 常 微分 方程 组 
有 (xyyi ,yi 0 ) =0， 
到 7 ms。 (nz) 二 
2(% Ya 7y2 72， 2 ) 0， (10.2) 
忆 (xyny0 ye) =0 

的 通 解 的 主要 调用 格式 如 下 : 
调用 格式 二 : s =dqsolve ('` eqnL1 "，edqn2 ,... ，eqnm ，var ) 
输入 的 量 :eanl ，ean2 ,... ，eqnnm 分 别 是 常 微分 方程 组 (10 .2) 中 用 符 


号 方程 表示 的 普 个 常 微分 方程 . 默认 的 自 变量 为 蕊 也 可 以 将 自 变量 上 变 为 其 他 
的 符号 变量 va . 

输出 的 量 :$ 是 常 微 分 方程 组 (10.2) 的 通 解 . 

例 10.1.1 求 下 列 常 微分 方程 的 通 解 : 


(1) 得 - -ori (2) dy + ay -5(sinx reos zz) 
二 ” dz dx ” 
dy dx adx F(b. 

(3 ) 了 =7 (1 y) ; (4) 一 用 9 





dy 
(5) 2 =si 7 
解 ”输入 程序 
> >yl1 =dqsolve("Dy= -aa#k 七 ") 
y2 =dsolve('D2y +ayDy=by(sin(x)+cos(x)) ，x“) 
Yy3 = dsolve('Dy = y?2#k(1 -Yy) )， 


x4 =asolve('D2xXx+axDXxAm+Dbykxnm :FL) 7 )， 
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Yy5 = dsolve('D2y = sin(y)")，Pretty(y5) 
了 后 屏幕 显示 常 微分 方程 (1),(2),(3),(4) 和 (5) 的 通 解 yn ,7y: ,ya ,xs 和 ys 依 
如 下 


芝 向 


YL1 = 

C1 *# exp( - 暗 类 七 ) 

Y2 = 

-pyr(a*ycos(X) -axrsin(x)+sin(x) +cos(x))(a*2+1)+CL1+ 
C2*#exp( -ay#yxX) 

Warninog: ERxplicit solution could not be found;i imPplLlicit Solu- 
tion returned . 

> InC:NNMATLRAB6P5 七 colbox AsymbolicAdasolve.mat 1ine 292 

Y3 = 

t+ly-loglty)+log(-1+YyY)+ct =0 

X4 = 

( -int(FE(Et)*#*exp(1ZA2#(a+(ac 2 -4 本 贡 半 D) (LA2)) 本 七 [mm),E) 站 
exp(1A2*(a-(ac 2 -4+mykbp) (LA2))*+tLm)+in(FGE)*exp(12+*(a-(a 
2 -4xymsyb)*(1Z2))wtvm),t)wexp(1Z2w(at+(a*2-4* 了 sb)*(1Z2)) wxt/ 
贡 ) ) 冰 eXPp( 一 己 灶 二/I)A(ac2 -4# 丙 光 D) (LA2) +C1L 枯 exp( -12*#*(a+(a2 -4 
惠 #D) 人 (1Z2))*#tvm)+Cc2*#exp( -1XA2*#k(a-(a2 -4*i*b) (1Z2))*tvm) 

Warning: Explicit solution could not be founad; implicit solu- 
tion returnea . 

> InC:NMATLAB6P5 Dolbox syrmbolic asoelve.m at LIine 292 

Y5 = 

[Int(1( -2*xcos(a)+cl)^ (12),a="..y)-t-Cc2=0， 

-Int(1( -2*xcos(a)+cl) (1 2),a="..y)-t-c2=0] 
其 中 C, 和 C: 是 任意 常数 . 因为 常 微分 方程 (3) 和 (5) 的 显 式 解 没有 被 找到 ,所 以 
返回 隐 式 解 . 

例 10.1.2 求 下 列 常 微分 方程 组 的 通 解 : 





归 电 -afp +6g(9， 9Y +4z = sin x， 
〈1) 〈2) 
dg( 习 - . 业 于 
下 = ai) +pbg(t); 让 +3 一 =cos YX. 
解 ”输入 程序 
> > 8S1=dqsolve('Dpf = axrxf +bxyg ，Dpg = -a+f +byg")， 


ft=S1.f,g=S1.g,dqel='Dy+4yxz=sin(x)' 
de2 ="Dy + 3*#kDz=cos(x) 
S2 =dsolveldel，qe2，XxX'"),Y=S2.y,z=3S2.z 


运行 后 屏幕 显示 微分 方程 组 (1) 和 (2) 的 通 解 
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S1 = 
- f: [1xl sym] 
g: [1xl sym] 
人 = 
C1 yexp(17/A2 本 尸 汪 七 +1A2#k 七 相间 -17ZA2kty(a2 -6yay#kbp+b 2)” (017 
2))+Cc2*exp(1Z2*aykt+1l/A2+ 七 b+1A2+xty(a2-6*akb+b*2) (1Z2)) 
g = 
-172 半 (CT 村 昌 光 eXD(1VA2 半 忆 站 七 +1 AQ2 七 半 间 一 1 AQ2 关 七 汪 《a 2 -6 闪避 册 
b+pbc*2)^(172))-C1#rexp(17A2 吕 k 七 +1A2 水 七 上 D -172 冰 七 《ac 2 -6 水 已 村 了 十 
b*2)”(17X2))*b+Cclyr(a2 -6#aykb+b*2) (17Z2)*exp(1LA2# 已 七 +1/2# 七 
相 卫 -17/2 本 七 (ac 人 2 -6#akb+b*2)(TA2)) +C2*akexp(1/A2 关 已 灶 七 二 LA/A2 半 七 
炒 划 +17A2# 七 (ac2 -6:#akb+b*2) (LA2)) -C2#exPp(LA2 尖 已 半 芋 +TA2 半 七 兴 
b+172*#yty(a*2 -6ykayb+b*2)(17Z2))*b-Cc2xr(a2-6yaysb+b2) (017 


2)*exp(17/2#ayt+1lA2xtyb+lA2xty(a2-6*xayb+b 2) (1Z2)))~b 
S2 = 


Y: [1xl sym] 
z: [1xl sym] 
Y = 


C1 -3#exp(4/A3#X)*Cc2+3*kC2+4/25+Ssin(x) +3/25*#Ccos(Xx) 
Z 三 


exp(4/3*xXx)*c2 -1/25*kcos(x)+7X/25*sin(xy) 


10.1.2 用 MATLAB 求 常 微 分 方程 (组 ) 的 特 解 


如 果 给 定常 微分 方程 (10 .1) 的 初始 条 件 
y(zo) =aoiy'(xzo) =al my (xzo) =an， (10.3) 

则 求 方程 (10. 1 ) 的 特 解 的 主要 调用 格式 如 下 : 
调用 格式 三 : s =asolve (' ean '，condaitionl ,...，conditionn ， 
”var ) 

输入 的 量 :eqn 是 常 微 分 方程 (10.1) 改 用 符号 方程 表示 的 常 微分 方程 
忆 (xy,Dy,D27y,...，Dny) =0;iconditionl,...，conditionn 是 初始 条 件 
(10.3);vaz 表示 自 变量 ,默认 的 自 变 量 为 上 

输出 的 量 :S 是 常 微 分 方程 (10. 1 ) 的 特 解 . 


同 理 ,如 果 给 定常 微分 方程 组 (10.2) 的 初始 条 件 , 则 求 方程 (10.2) 的 特 解 
的 主要 调用 格式 如 下 : 


调用 格式 四 :Ss = asolve(' eqn1 '，ecn2 ，.. 
' conaition2 ',...，var ) 


输入 的 量 :ean1 ，eqn2 ，...,eanm 分 别 是 常 微分 方程 组 (10.2) 中 用 符号 方 


。， edqnm '"， conditionl ， 
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程 表示 的 普 个 常 微 分 方程 icondaitionl ,condition2 ,... 是 常 微分 方程 组 (10 .2) 
的 初始 条 件 ; 默 认 的 自 变量 为 纪 , 也 可 以 将 自 变量 上 变 为 其 他 的 符 导 变量 var 
输出 的 量 :$ 是 常 微分 方程 组 (10.2) 的 特 解 . 
例 10.1.3 求 下 列 常 微 分 方程 在 给 定 初始 条 件 下 的 特 解 : 


CD (和 + 字 =Lyr(o) =0; 














dz dz do 
(2) dd 幼 ,20(0) = 到. 7 dd 0 =0; 
G) ao La to) -， | -0 
dx dx = 工 
解 ”输入 程序 
>> Y=dsolve('(Dy)* 2 +y?2 =1' yy(0) =07) 
w = GQsolve(`"D3w = -w"，w0)=1，Dw(0)=0,D2w(0) =07) 
E=dqsolve('D2f = -a*2*Dft','f(0) =1,Dft(pi/a) =00) 


运行 后 屏幕 显示 常 微分 方程 (1) ,(2) 和 (3) 在 给 定 初始 条 件 下 的 特 解 ,zf 依 
次 如 下 
Y = 
[ sin(t)] 
[ -sin(t)] 
17Z3#kexp( -t) +2/A3*kyexp(1/2*t)*cos(1Z2*3” 人 (1ZX2)*t) 
f = 
工 


例 10.1.4 求 下 列 微分 方程 组 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 


区 号 =aKD) +55(D， 
CD | 所 0) =1,8(0) =2; 
de8(5 - -ari) +b5(D ， 
dd 
4 2 和 | + 到 40， 
和 (0) =0, 开 | =2,z(5) =1, 玫 | -0 
dr ， dz 2 到 + = ef ee 
d 和 2 dx 
解 ” 输 入 程序 


> > S1=dqsolve("Df=aykf+byrg'，Dg= -ay+rf +byrg'，f(0O)= 1 ， 
“9g(0) = 2 7)) 

f=S1.f;fs=simple(ft),g=S1.9; 

gs =simple(g)，del='"D2y+2*#yDy+y+Dz+z=07 
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de2 ="Dy+y+D2z+2#kDz+Zz=exp(x))"; 
32 =dsolve(del,dqe2，y(0)-=-0, Dy(3)=2,z(5)=1，Dz(0) =0 ) 
YyY=S2.y;ys=simple(ly),z=S2.z;zs=sSimple(2z)， 
运行 后 屏幕 显示 常 微分 方程 组 (1) 和 (2) 在 给 定 初 始 条 件 下 的 特 解 ,大 ,gs,ys 和 
3 依次 如 下 
S1 = 
f: [1xl sym] 
g: [1xl sym] 
fs = 
-17X2x(a+3*xb-(a*2-6*yaxyb+b*2)*(1Z2))/(a*2 -6*#ayDb+ 
bc*2)” 人 (172) 本 exPp(1A2 本 已 中 七 +1/A2 上 上 bp-1LA2+ytyz(a 2 -6+kayrb+pbp 2) (17 
2))+1L1X2*xr(a+3yb+(a*2 -6#kaykb+b2*2)cf(1A2))A(a2 -6yaykb+b 2) 017 
2)*exp(17/2yt+1A2 世 b+lA2xkt#s(a2 -6*ayb+b*2) (172)) 
gs = 
(2#exp(1A2x(a+b-(a*2-6*#*aykb+b*2) 人 (17Z2))*t)*a-exp(1/ 
2*k(a+b-(a*2 -6*ra*kDbp+b*2) (17ZX2))*t)*#b+exp(1A2*#(a+pb-(a 2 -6# 
己 *kDp+b*2) 人 (1《2))*t)*s(a2 -6*arb+b*2) 人 (12) -2*xexp(1/A2*(a+b+ 
(a*2 -6*#aykDb+b*2) 人 (12))*t)*ya+exp(1lA2*(a+b+(ac 人 2 -6 站 灶 DT+ 
b?*2)* 人 (172)》)*t)b+exp(1/A2x(a+p+(ac 人 2 -6# 己 D+Dp2) (1ZA2)) 尖 七 ) * 
(a*2 -6*+akb+b*2)(172))v(a*2 -6*#*aky+b+b*2)” (1Z2) 
S2 = 
Y: [1x1 symn] 
z: [1x1l sym] 
ys = 
-172*exp( -3)*(-2*exp(x-2) -exp( -1 -t+x)+exp(1l+Xx) -4 
汪 exp( -1 -t)+exp( -1+x)+4*xexp( -1)+2*exp(4 -上 +x)-2*#exp(X+4) + 
8*yexp(4 -tt)-8*exp(4) +2:#exp( -2*t+6)+4kexp( -2*t+t+9)+2*kexp 
(1+X)#kt+2#kexp(Xx+3)* 七 -expb( -4+X)* 基 -12*#exp(x+3) -2*exp(6) -6 
半 EXxD(X-2y#kt+6)+2*xexp( -2-t+X)-exp(x-t+9)+12y#yexp(x-t+3)+4 
# exp(3) +6#kexp(xX+6) -expb(x-2x*xt+1l)-exp(x+6)*t-4*exp(3 -上 ) -4 
# exp(9 -t) +exp(X-2*#t+9))7/(2*expb( -2)+2-exp(-7)-~-exp(3)) 
ZS = 
-17/X2*x(4+3*kexp(x-2)+4ykexp( -4) -2*+exp(1+X) -8*exp 
(1) -exp(x-7)+8*xexp(6 -tt)-4*xkexp( -2+*t+6)+2*#exp(x 一 t+6)+exp 
(-4+X)+exp(x-2*xt-2)-exp(x-7)*Lt+5*yexp(x+3)+2yexp(Xx-2)*t- 
exp (x-t-7)-10*exp(x) -exp(x-2*t+6)-13*yexp(x-t+3)-exp(x+3) 
村 七 -~2#kexbp(3) +2kexp(xX-t)+6*yrexp(X-2#t+3)-2*#kexp(Xx-5) +2#exP 
(x)*#*t 上 -2xkexp( -2+t+3)+4*+exp(3 -t))/( -2+exp( -2) -2+exp( -7)+ 
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exp(3)) 
10.1.3 线性 常 微 分 方程 组 的 MATLAB 解法 


如 果 线 性 常 微 分 方程 组 了 =4 开 + 下 中 的 未 知 量 较 多 ,用 上 面 的 求解 方法 就 
不 方便 ,这 时 我 们 可 以 用 下 面 介 绍 的 求解 齐 次 线性 常 微 分 方程 组 了 =4 互 和 非 齐 
次 线性 常 微分 方程 组 了 =4 天 + 吾 ( 吾 关 0) 的 方法 求解 . 

求解 含 未 知 量 较 多 的 齐 次 线性 常 微分 方程 组 了 =4 互 可 以 用 下 面 的 定理 . 

定理 10.1 如 果 齐 次 线性 常 微分 方程 组 了 Y=4 瑟 的 呈 阶 矩阵 4 有 z 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 专 ,所 ,它们 分 别 对 应 的 特征 值 依 次 为 AsyA: ，…,A， 则 
了 =4 瑟 的 一 个 基础 解 系 矩 阵 为 

辟 (1 站 =(eses 和 es)，-o <X< +oo， (10.4) 


根据 定理 10. 1 ,编写 求解 齐 次 线性 常 微分 方程 组 了 =4 王 的 MATLAB 程序 如 下 : 
求解 齐 次 线性 常 微 分 方程 组 了 Y=4 开 的 MATLAB 主 程序 


输入 量 : 齐 次 线性 常 微分 方程 组 了 =4 区 的 矩阵 4. 
输出 量 : 天 是 了 =4X 的 解 , 妃 是 矩阵 4 的 特征 值 ,Y 是 抢 阵 4 的 特征 向 量 ， 





名 为 gcxxcwz .mn 的 求解 齐 次 线性 常 微 分 方程 组 了 =4 互 的 MATLAB 主 程 
序 如 下 : 
function [X,E,V] = qcxxcwz(A) 
SYyIms 
E=eig(RA); [Vinj=eig(RA)3 
X=exp(BEy#kXx) 和 Vi 
例 10.1.5 ”用 两 种 方法 求 下 面 常 微分 方程 组 的 通 解 : 
明 仿 =-2700 +3&g(9， 


5 = -21(0) +3g(0)， 


解 ”输入 程序 
> >Syms C1 C2 
RAR=f2,3;-2,3];[X,E,V] =qcxxcwz(a)，S=X*x[clic2] 
S1 =dqsolve('"Df =2*f +3#g IDg = -2*xf+3x*g'，X'"),EfE=S1.f,g= 
S1 .9 
运行 后 屏幕 显示 用 两 种 方法 求 上 面 常 微分 方程 组 的 结果 依次 如 下 
X = 
[17X5*exp((5/2 -17Z2x*xjiyr23” (12))*rconj(x))*15” 人 (1/ 2) + 
exp((5/2+172*yiyk23(172))*coni(x))y(130*15” 人 (1Z2) +17A30 半 了 半 
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345^(172))， 
1Z5*exp((5/2 -172*i*yr23 人 (17Z2))*conj(x))*15”(1Z2)+exp((5/ 2 + 
1《Z2xiyr23”(1Z2))*conj(x))*(1Z30*+15^ 人 (1/2)-1ZX30*i*345 人 (1Z2))] 
卫 = 
2.5000 + 2.3979 
2.5000 - 2.3979i 
V = 
0.7746 0.7746 
0.1291 + 0.61911 0.1291 - 0.61911 
S = ， 
(1Z5*+exp((5/A2 -12*xi*#y23”(1Z2))*conj(x))*15” (172) +exp 
((5/2 +17Z2*yis23*(1/23)*conjtx))* (1Z30x15^(1/2) +1/30siy345、 
(12)))*Cc1+(LA5*kexp((5A 2 -12+i+r23^ 人 (1ZA2))*+conj(x))*T15^ 人 (1A2) + 
exp((5/2 +1《A2*k23”(1X2))*conj(x))*(1ZX30*+15(1ZX2) -1X30* 守 345 
(172))) * c2 
S1 = 
f: [1x1 synm] 
g: [1xl sym] 
三 = 
17/23* exp(5/2*#*X)#(23#Cl#kcos(1A2*X#k23”(1ZX2)) -23” 人 (1Z2) 
村 Sinf1/A2*X#k23^ 人 (17Z2))*Ccl+6*#*23 人 (1X2)*rsin(12*XxXx*r23 人 (1Z2))*C2) 
可 = 
-17VX23*exp(5/A2#X) 本 (4 村 23^ 人 (17Z2) 半 Sinf(1A2 冰 入 证 23、 人 (17Z2)) 
C1 -23*yC2*xcos(1/2*#Xy#23* 人 (1Z2))-23*(17/2)*sin(1Z2xXxy23 人 (172))* 
C2) 
由 于 求解 非 齐 次 线性 常 微分 方程 组 了 =4 王 + 下 (至 天 0) 的 方法 只 比 上 面 的 
方法 多 了 一 个 积分 过 程 ,所 以 留 给 读者 完成 . 








习题 10.1 
1. 求 下 列 常 微分 方程 的 通 解 : 
(1) 9 - 一 at +cos 51j (2) 9 +5 作 = 7x(sin 3x + cos 3x); 
(3) 9+ 有 全 + = 轨 ys 


2. 求 下 列 常 微分 方程 组 的 通 解 : 
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央 吕 -sr +7g5(D， 3 到 +8z = sin 5x， 
L) dx dx 
2 = -5 +78( 昌 3 下 +3 下 =eos 5 


3- 求 下列 常 微分 方程 在 给 定 初 始 条 件 下 的 特 解 : 


dr， 2 = 
(1) ( 马 ) +72 = cos x,y(0) =0; 











本 dz d2 

(2) 一 一 22(0) = 二 4=0 50 
dxz) ，drx) -1 虹 写 

(3) 人 =4 证 ,F(0) =1， 贡 =10. 





4. 求 下列 微 分 方程 组 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 


亿 =27(D +35(D)， 





1 0) =1,8(0) =2; 
生 呈 = -2K9 +38(9， 


dx2 dx dx ? 
7(G) =0, 虹 | -=2,z(5) =1, 玫 | -=3. 
dx rc3 = 


2 
dy+2 业 yy+ 业 +z-0 
(27) 三 | 


S， 用 两 种 方法 求 下 面 常 微分 方程 组 的 通 解 ，; 


归 咏 =5Ko) +76(9)， 


dg(b) 
二 





= -SF() +78(1). 





10.2 ” 求 初 值 问 题 的 数值 解 的 基本 思想 


在 上 节 的 讨论 中 我 们 看 到 ,利用 符号 运算 可 以 寻求 常 微分 方程 (组 ) 的 初等 
函数 公式 解 ,或 称 符号 解 ( 包 含 通 解 和 特 解 ). 但 是 存在 有 这 种 解 的 常 微分 方程 
〈 组 ) 的 类 型 很 少 ,往往 只 局 限于 线性 常 系数 常 微分 方程 (组 ) 或 少数 低 阶 的 常 微 
分 方程 (组 ) 以 及 少数 线性 变 系 数 常 微分 方程 (组 ). 对 于 更 加 广泛 的 、 非 线性 的 
一 般 常 微分 方程 (组 ) ,通常 不 存在 有 初等 函数 公式 解 . 由 于 实际 问题 求解 的 需 
要 ,经常 采 用 数值 解法 求 常 微分 方程 (组 ) 的 数值 解 . 常见 的 数值 解法 有 欧 拉 
(Euler) 方 法 .亚当 斯 (Adams) 方 法 、 龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 法 等 . 因为 龙 格 
- 库 塔 方法 的 精度 较 高 ,计算 量 适 中 , 常 被 人 们 采用 

解 微分 方程 通常 需要 附加 某 种 定 解 条 件 . 微分 方程 和 定 解 条 件 组 成 定 解 问 
题 . 定 解 条 件 通常 有 两 种 方法 给 出 :一 种 是 给 出 积分 曲线 在 初始 时 刻 的 性 态 , 这 
类 条 件 称 为 初始 条 件 ,对 应 的 定 解 问题 称 为 初 值 问题 ; 另 一 种 是 给 出 积分 曲线 在 
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首 未 两 端的 性 态 , 这 类 条 件 称 为 边界 条 件 ,对 应 的 定 解 问题 称 为 边 值 问题. 关于 
一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 有 下 面 的 定理 . 
定理 10.2 ”对 于 常 微分 方程 初 值 问题 
9 = 所 ey) ,7(a) = yu， (10.5) 
如 果 me [a,b] ,函数 Kx,y) 对 连续 , 且 对 ?满足 利 普 希 获 (Lipschitz) 条 件 , 即 
存在 常数 上 > 0 ,使 
Wesy) -KoyaJTsL -7 (10.6) 
对 所 有 zs [a, 扫 及 任意 实数 ,六 都 成 立 , 则 初 值 问题 (10. 1) 和 (10. 3 ) 在 闭 区 
间 [a,b] 上 有 唯一 解 
如 果 微分 方程 (组 ) 难 以 求解 或 根本 无 解析 解 , 则 用 微分 方程 (组 ) 的 数值 解 
法 所 为 数值 解法 就 是 求 初 值 问题 (10. 5 ) 的 解 了 =y(x) 在 一 系列 离散 点 
X0 <X < < <X < 和 
处 y(x) 的 近似 值 yy (an = 1,2,…). 通常 取 等 步 长 凡 , 则 = 加 二 吸 (= 1 
2 ,…). 
建立 数值 解法 ,首先 将 微分 方程 离散 化 , 一般 经 常 采用 数值 微分 法 数值 各 
分 法 和 泰 勘 ( Taylor) 逼近 法 等 ,下 面 简单 介绍 这 些 方法 的 基本 思想 


10.2.1 数值 微分 法 的 基本 思想 


如 果 AF(x,y) 中 的 x 取 小 区 间 [x,x,] 的 左 端点 *，, 用 向 前 差 商 


一 和 代替 (xu) 代 入 起 (10.5) 中 的 导数 , 则 (10.5) 式 中 的 微分 方程 


化 为 


2 /xy(z)] (mm=0,1,2,…)， 


化 简 得 
Y(Cxznsi) 一 7y(zo) +RFLxy(zs)] (=0,1,2，…). 
如 果 用 y(x,) 的 近似 值 y. 代 和 人 上 式 的 右 端 ,所 得 的 结果 y,, 作 为 yY(x。i) 的 

近似 值 , 则 有 

yo = +RFCxs yo) (=0,12，…). (10.7) 
这 样 , 求 常 微分 方程 初 值 问题 (10. 5 ) 的 数值 解 ,可 以 通过 求解 

Je +RFxsy) (ma=0,1,2,…)， 

=y(Cxo) 
得 到 . 将 初 值 (xo,yo) 代 人 (10.7) 式 ,得 到 y(x” ) 的 近似 值 

7 =yo 十 必 Fxo yo) 


(10.8) 
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再 将 (2 ,7 ) 代 人 (10.7) 式 ,得 到 7y(x: ) 的 近似 值 

7 =yi +ARxzi yi). 
继续 下 去 ,可 以 逐次 求 出 yy ,y ，… (10.7) 式 称 为 向 前 欧 拉 公式 . (10. 8 ) 式 是 个 
离散 化 的 问题 ,也 称 为 差分 方程 初 值 问 题 . 而 (10.5) 式 中 方程 右 端 ,已 知 函 数 
xy) 中 的 x 在 小 区 间 [xx, jj 上 取 不 同 的 点 ,或 用 不 同 的 差 商 近似 导数 公 
式 , 则 将 得 到 不 同 的 公式 . 


10.2.2 数值 积分 法 的 基本 思想 


将 初 值 问题 (10.5) 的 解 yY(*) 表 示 成 积分 形式 ,然后 用 数值 积分 方法 离散 
化 . 例如 ,将 (10. 5) 式 中 的 方程 改写 成 dy = /xz,7y) dx, 等 式 两 边 在 小 区 间 [x。， 
x+i] 鞋 积分 得 


y(zs) -y(m) = 人 ”ziy(z))dz (=0,12，) (10.9) 


如 果 用 和 久 和 思 : 作 为 7Y(2) 和 7Y(x:) 的 近似 值 分 别 代 和 人 (10.9) 式 的 左 端 ， 
而 右 端 的 积分 用 左 端点 抢 形 公式 


六 aey(Dldaz=Mesoyn) (Cn=0.12，…) 


近似 代替 , 则 

7 yo =Rxsy) (=0,1,2，…)， 
移 项 后 也 得 到 向 前 欧 拉 公式 (10.7) ,再 代入 初 值 问 题 (10.5) 中 ,得 (10.8) 式 .用 
不 同 的 数值 积分 公式 ,将 得 到 不 同 的 计算 微分 方程 初 值 问题 的 数值 公式 . 


10.2.3 泰勒 (Taylor) 多 项 式 和 逼 近 法 基本 思想 


如 果 将 函数 y(z) 在 小 区 间 [x,,xo*j 的 左 端点 *, 作 泰勒 展开 , 取 一 阶 泰勒 
多 项 式 逼 近 , 则 得 


(zs) =y(z) + 有 (和 ) 二 记 y( 吉 ) 


一 Y(xn) 二 jx yz) ) (=0,1)2，…). 

如 果 用 y, 和 7 作为 yY(x,) 和 7y(x) 的 近似 值 分 别 代 人 上 式 ,也 得 到 向 前 
欧 拉 公式 (10.7) ,代入 初 值 问题 (10.5) 中 ,得 (10.8) 式 .y(xz) 在 不 同 的 点 展开 
泰勒 公式 ,将 得 到 不 同 的 公式 . 

以 上 三 种 方法 都 是 将 微分 方程 离散 化 的 常用 方法 , 取 不 同 的 点 或 多 项 式 的 
次 数 ,又 可 以 得 到 不 同类 型 的 微分 方程 的 数值 计算 公式 . 其 中 泰勒 多 项 式 和 逼 近 法 
不 仅 可 以 推出 数值 计算 公式 ,而且 可 以 得 到 截断 误差 公式 ， 

从 另 一 种 角度 上 说 , 常 微 分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 分 为 两 大 类 : 单 步 法 和 
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多 步 法 . 单 步 法 是 在 计算 y, ,时 ,只 用 到 了 前 一 步 的 值 y,,x, 和 xi 因此 ,有 了 
初 值 就 可 以 往 下 计算 ,例如 , 龙 格 - 库 塔 方法 . 多 步 法 是 在 计算 y,, 时 ,除了 用 到 
前 一 步 的 值 xx, 和 入 以 外 ,还 要 用 到 前 面 不 步 的 值 xy j(7 = 1,2，… 有) 
例如 ,亚当 斯 方法 . 


习题 10.2 





工 . 初 值 问题 江 = ax + 57(0) =0 有 解 y =0.Sax?” + bxz. 如 果 取 x。 = mp(n=0,1,2,…) ,分 


别 用 数值 微分 法 .数值 积分 法 和 泰勒 多 项 式 逼 近 法 ,推导 出 求解 该 初 值 问题 的 向 前 欧 拉 公 式 
7 1 =》 十 彤 (ax +D) =0,1,2，… 


2， 用 公式 ， =y +ACax， +Dm=0,1,2,…' 求 解 初 值 问题 色 = ax + by(0) -0,a -6 


=1 在 [0,1] 上 的 数值 解 , 取 疡 =0.1. 


10.3 欧 拉 (Euler) 方 法 及 其 MATLAB 程序 


欧 拉 方法 是 一 种 最 简单 的 解 微分 方程 的 数值 方法 ,其 基本 想法 与 数值 微分 
法 基本 思想 相同 ,是 在 小 区 间 [x ,xi ] 上 用 差 商 区 see 一 区 天 代替 (10.5) 中 


方程 左 端的 导数 y ,而 方程 右 端 的 已 知 函 数 . Psx,y) 中 的 x 在 小 区 间 [x, ,xs ] 上 
取 值 不 同 , 则 有 以 下 不 同 的 方法 . 本 节 主 要 介绍 向 前 (向 后 ) 欧 拉 公 式 和 几何 意 
义 及 其 误差 估计 ,用 向 前 欧 拉 公式 计算 初 值 问题 的 三 种 MATLAB 程序 和 向 后 欧 
拉 公式 的 MATLAB 程序 及 其 具体 的 算 例 . 


10.3.1 向 前 欧 拉 公式 及 其 误差 估计 


(一 ) 欧 拉 方 法 
如 果 7x,y) 中 的 * 取 小 区 间 [x。,x,,] 的 左 端点 x,, 由 上 节 用 三 种 不 同 的 方 
法 得 到 相同 的 向 前 欧 拉 公式 


站 40o.10) 
X，= %0 十 玫 玉 . 
欧 拉 方法 就 是 用 关 分 方程 初 值 问题 

yi1=7 +RFxys) (=0,1,2，)， 

网 呈 本 


的 解 作 为 常 微分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 ,即将 初 值 ye 代入 (10.7) 式 , 逐 





10.3 了 欧 拉 人 Euler) 方法 及 其 MATLAB 程序 743 


次 求 出 yyY2 
向 前 欧 拉 公式 的 几何 意义 如 图 10 -1  》 
所 示 . 方程 (10.35) 的 精确 解 y=y(x) 称 积 户 疡 


分 曲线 ,曲线 上 任 一 点 (x,y) 的 切线 斜率 LA 一 
等 于 已 知 函 数 .Kx,y). 曲线 y=y(*) 和 数 | 加 


值 解 都 是 从 初 值 点 Po(xo,yo) 开 始 , 用 该 

点 的 斜率 所 so ,yo) 作 一 直线 段 ,在 xx =xi 

处 得 到 已 (xyi) 点 ,其 中 7 =yot+ 
hxosyo). 再 从 已 出 发 ,以 所 si 7) 为 斜 2 
率 作 直 线段 推进 到 x = 刀 处 得 到 PP (z， 

放 ) 点 ,其 中 六 = 六 +RrC yy ) 继 续 下 图 10-1 向 前 欧 拉 公式 的 几何 意义 
去 ,得 到 的 折线 户 P 户 … 可 作为 积分 直线 y =y(z) 的 近似 . 

例 10.3.1 用 欧 拉 方法 求 初 值 问题 


名 | 一- 一 一 一 一 -一 -~ 





3 
半 


习 

5 
江 

地 


dr， 
dx 7 "0<x 二 1， 
y| .-。 =1， 


的 数值 解 ,分 别 取 彤 = 0.075 0,0.007 5 ,并 计算 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 
图 形 . 
解 〈1) 先 求 精确 解 . 
输入 程序 
> >yY=asolve('(Dy)+y-x=0'y(0)=1 xx 
运行 后 屏幕 显示 常 微分 方程 在 给 定 初始 条 件 下 的 精确 解 y 如 下 
yy =X-1+2h#ryexp( -Xx) 
《2) 用 欧 拉 方 法 求 初 值 问题 的 数值 解 ,并 计算 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 
图 形 . 
中 对 此 问题 的 向 前 欧 拉 公式 (10 .10) 的 具体 形式 为 
or 二 十 下 (xs 一 ) 于 =0,1，…， 
@) 编写 并 保存 名 为 Eulerlil.m 的 MATLAB 计算 和 画图 的 主 程序 如 下 
function P =Eulerlil(x0,y0,b,nhy) 
nn=(b-x0o)-hiX=zeros(n,1); 
Y=zeros(n,1);k=1;X(k)=x0;Y(CK) =y0; 
for KK =1:n 
X(K+L)=Xk)+hiY(k+1)=YCk)+hr(XKk)-YCK))3 KK=KX+Ii 
end 


YY=X-1+2*xexp(-X)i plot(XY，mp ,XYyY，b- ) 
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grid,xlabel(" 自 变量 X") ,ylabel(' 因 变量 Y ") 
title(' 用 向 前 欧 拉 公 式 求 avyvxdx=x-y,y(0) =1 在 [0,1] 上 的 数值 解 和 精 
确 解 Y=x-1+2 exp(-x) ) 
legenda('h=0.075 时 ,ayZyax=x-y,y(0)=1 在 [0,1] 上 的 数值 解 ' ,精确 
解 Y=x-1 +2 exp(-X) ) 
jwY =Y -Yi;XwWY =JwY .Yi 
kl =1:n;ik=[0,kl];P=[k',X,Y,y,jwY,xwz]i; 
Q@ 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 


> >x0 =0;jiy0 =1;jb=1;jh=0.0750; 


P=Eulerli1l1(x0,yo,b,h) 
运行 后 屏幕 显示 取 岂 =0. 075 0 时 ,该 初 值 问题 的 精确 解 y 用 欧 拉 方 法 求 此 初 值 
问题 与 自 变量 式 对 应 的 数值 解 了 ,了 的 绝对 误差 ji 和 相对 误差 xzY( 见 表 
10 -1) ,精确 解 y 和 数值 解 卫 的 图 形 ( 见 图 10 -2). 
表 10 -1 取 几 =0.075 0 时 与 YX 对 应 的 精确 解 /数值 解 了 .绝对 误差 ji 和 相对 误差 zw7 







































































0 1. 000 0 1.000 0 0 0 
1. 000 0 0.075 0 0.925 0 0. 930 5 0. 005 5 0. 005 9 
2. 000 0 0. 150 0 0. 861 3 0. 871 4 0.010 2 画 0.011 7 
3. 000 0 | 0.225 0 0. 807 9 0.822 0 0.014 1 0.017 2 
4.000 0 0. 300 0 0.764 2 0.781 6 0.017 4 0.022 3 
5. 000 0 0.375 0 0.729 4 0. | 0. 020 2 0.027 0 
6. 000 0 0. 450 0 0.702 8 从:725' 0. 022 5 0.031 0 
7.000 0 人 :325 0.683 8 0. | 0.024 3 0.034 3 
8. 000 0 0. 600 0 0.671 9 0. 697 6 0. 025 7 同 0.036 8 
9. 000 0 0.675 0 0. 666 5 0. 693 3 0. 026 8 0. 038 6 
10. 000 0 0. 750 0 | 0. 667 2 0. 694 7 0.027 6 0. 039 7 
11.000 0 | 825 0 0. 673 4 0.701 5 0. 028 1 由 。 0. 040 0 
12. 000 .0 0. 9000 | 0.684 7 | 731 | 0. 028 4 0. 039 8 
13. 000 0 0.975 0 0. 700 9 0. 729 4 0. 028 5 0. 039 1 


轩 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 
> >hl =0.0075; P1 =Eulerlil(x0,y0,b,hl) 
legenda('hl =0.0075 时 ,dayvax=x-y,y(0) =1 在 [0,1] 上 的 数值 解 '， 精 
确 解 y=Xx-1 +2 exp( -X)") 





10.3 了 欧 拉 (CEuler) 方 法 及 其 MATLAB 程序 745 
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广 h=0.0758 
一 精确 解 


4------ 





时 的 精确 解 和 数值 解 


0.075 0 


图 10-2 取 


)=1 芷 [01 上 的 数值 解 


Y0 


莹 





时 的 精确 解 和 数值 解 


.007 5 


=0 


10 -3 取 记 
前 欧 拉 公式 求 ay 人 zx 


取 ] 
图 
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y,y(0) =1 在 [0 


,1I] 上 的 数值 解 和 精 


二 二 


用 
1 +2exp( --Xx) 


显示 


title( 


) 


007 5 


站 


确 解 y = 


用 欧 拉 方 法 求 此 初 值 


问题 与 自 变量 工 对 应 的 数值 解 了 ,了 的 绝对 误差 jn 了 7 和 相对 误差 ze7( 略 ) ,精确 


该 初 值 问题 的 精确 解 Y、 


3 


时 


=0 


取 上 


运行 后 屏幕 
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解 y 和 数值 解 了 的 图 形 ( 见 图 10 -3). 由 图 10 -2 和 图 10 -3 可 以 看 出 , 户 的 绝 
对 值 越 小 ,数值 解 了 与 精确 解 y 的 误差 越 小 . 

(二 ) 误差 估计 

当 m=1,2,… 时 ,向 前 欧 拉 公式 (10. 8) 右 端的 7 都 是 近似 的 ,只 有 当 m = 
时 ,(10.7) 式 右 端的 加 是 精确 的 ,所 以 用 (10.8) 式 计算 的 六 ,会 有 累积 误差 ,分 
析 累 积 误差 比较 复杂 ,这 里 先 讨 论 比较 简单 的 所 谓 局 部 截断 误差 . 

假定 用 (10.7) 式 时 ,其 右 端 的 7 没有 误差 , 即 y, =7y(*,) ,那么 由 此 算出 

=y(xs) +RKFCxs 7y(xn) ). (10.11) 

局 部 截断 误差 指 的 是 , 按 (10. 11) 式 计算 由 “到 刀 ,, 这 一 步 的 计算 值 :与 精确 

值 y(x,,) 之 差 y(x。,) -yi 为 了 估计 它 , 由 泰勒 展开 得 到 的 精确 值 yY(x.,，) 是 


y(ss) =y(e) +M(z) + 全 (za) +O( 且 )， (10.12) 
(10.11) `(10.12) 二 式 相 减 (注意 到 7' =7x,y) ) 得 
7(xzns1) 一 yl = 7) +0( 有 )=0O( 居 )， (10.13) 


即 局 部 截断 误差 是 六 阶 的 ,而 数值 算法 的 精度 定义 如 下 : 
定义 10.1 若 一 种 算法 的 局 部 截断 误 盖 为 0( 瑚 ”) , 则 称 该 算法 具有 己 阶 
精度 . 
向 前 欧 拉 公 式 的 精度 为 1 阶 . 由 泰勒 多 项 式 逼 近 法 可 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 10.3 设 函 数 y(x) 是 常 微 分 方程 初 值 问题 (10. 5) 的 解 , 如 果 7y(x) 在 
区 间 [c,] 上 具有 二 阶 连续 导数 , 且 由 向 前 欧 拉 公 式 
yi =ydTRFz yo) =0,1，， 
| =%o 十 有 户 
计算 (10.5) 式 的 数值 解 的 序列 为 | (xy,) 寺 1-。， 则 
(1) 向 前 欧 拉 公式 在 子 区 间 [x,,x*,,,]E[a,b] 上 的 局 部 截断 误差 是 刀 阶 
的 , 旦 截断 误差 公式 为 
瑟 ( 帮 y) =y(zoy1) 一 yoi = 了 "人 (各 ) (ma=0,1,2,…)， (10.14) 


其 中 ee [xxi]， 
(2) 向 前 欧 拉 公式 在 [ac, 纪 上 的 截断 误差 是 疡 阶 的 . 
10.3.2 向 前 欧 拉 方 法 的 三 种 MATLAB 程序 


下 面 分 别 介绍 三 种 用 向 前 欧 拉 公式 求解 常 微分 方程 初 值 问 题 (10. 5 ) 的 数 
值 解 及 其 截断 误差 公式 的 MATLAB 程序 ,并 且 通 过 例题 说 明 这 三 种 程序 的 
应 用 . 
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(一 ) 向 前 欧 拉 公 式 的 MATLAB 主 程序 1 
下 面 介 绍 根据 向 前 欧 拉 公式 (10. 8 ) 编写 的 数值 计算 常 微分 方程 初 值 问题 
(10.$) 的 MATLAB 程序 . 


用 向 前 欧 拉 公式 (10.8) 求 解 常 微 分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 及 其 截 
断 误差 公式 的 MATLAB 主 程序 1 

输入 量 :juren 是 函数 拟 x,y) ,xo 和 yo 是 初 值 y(xo) =yo, 是 自 变 量 x 的 最 
大 值 ,是 自 变量 * 取 值 的 个 数 ,io! 是 精度 . 


输出 量 : 数 组 X 的 元 素 是 由 自 变量 * 的 取 值 组 成 ,数组 了 的 元 素 是 利用 向 
前 欧 拉 公 式 (10.8) 求 出 常 微分 方程 初 值 问题 (10. 5) 在 X 的 元 素 处 的 数值 解 ， 
REn 是 在 每 个 子 区 间 [x,,x,,,] 上 的 局 部 截断 误差 公式 , 刀 是 步 长 ,其 中 dy2 是 
y(xz) 的 2 阶 导数 y(x). 


funcction [h,k,X,Y,P,RED] =Qeulerl(funftcn,x0,y0,b,n,tol) 





X=x0ih=(b-x)AniX=zeros(n,1);Y=Y0; 
Y=zeros(n,1);Kk=1;X(Kk)=XiyY(k)=y; 
tor K=2:n+1l 
fxy = feval(funfcn,x,y)i delta =norm(hx fxy，int '); 
wucha =tolkmax(norm(y，inf '),1.0)3 
zf aelta > = wucha 
X=X+hiy=y+hykfxy;iX(K) =xiY(k) =y ; 
enadq 
PlLoc(X,Y， rp ) 
griq,xlabel(' 自 变量 X'") ,ylabel(' 因 变量 Y 站 
title( "用 向 前 欧 拉 公 式 计 算 ay/ax =E(x,y),y(x0) =Y0 在 [x0,bp] 上 
的 数值 解 ') 
end 
P=[X,Y]j; syms dy2 ,REnD =0.5*#*dy2*xh 2 
例 10.3.2 用 向 前 欧 拉 公式 (10.8) 求 解 初 值 问题 


和 - -3y+8x-7,y(0) =1]1， 
dx 


分 别 取 半 =10,100 ,并 将 计算 结果 与 精确 解 作 比 较 , 写 出 在 每 个 子 区 间 [x ,wei] 
上 的 局 部 截断 误差 公式 , 画 出 数值 解 与 精确 解 在 区 间 [0,1] 上 的 图 形 . 
解 (1) 建立 并 保存 名 为 funfcn.m 的 M 文 件 函数 . 
functionf = funfcn(x,y) 
f =8*yx-3#y-7i 
(2) 建立 并 保存 名 为 Qeulerl .m 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 
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> >S1 =dsolve("Dy =8*#*X-3xy-7'，Yy(0)=1.，X") 
运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 
S1 = 
87A3#kX-29-9+387/9yexp( -3#X) 
(4) 输入 程序 
> > Subplot(2,1,1) 
x0 =0;y0=1ipbp=1-1.e-4in=100itol=1.e-4; 
[hl1,kl1,xl,Yl1,P1,Renlj =QEulerl(eftunfcn,x0,y0,b,n,tol) 
bold om 
S1=8/3rxxl-29/9+38/9#rexpb( -3xXxl),， plot(xl,S1，b- ) 
kitle( "用 向 前 欧 拉 公 式 计 算 ay ax =8x -3y -7,y(0) =1 在 [0,1] 上 的 数值 解 …) 
legena('n=100 时 ,day/dax=8x-3y-7,y(0)=1 在 [0,1] 上 的 数值 解 '， 
Gy-dx=8x-3yY-7,Yy(0) =1 在 10,1] 上 的 精确 解 ') 
holqQ off 
jaqwucl =3S1 -Yl1;,Jjwrl =S1-Yl1;xwYl =JjwYl./SlL:kl =1:nik=[0.kl]; 
P1 =[k'" ,xl,Yl1,S1,jwY1,xwYl ] 
subplot(2,1,2) 
nl1 =10; 
[Ph2 .k2 ,x2 ,Y2 ,P2 ,Ren2] =QEulerl(efunfcn,x0,vo,b,nl,tol) 
holdqd on 
S1 =8-3+kx2 -29/9+38/9xkexp( -3*kX2),， plot(x2,3S1，b- ) 
legendqd('n=10 时 ,ayrax-=8x-3y-7,y(0) -1 在 [0,1] 上 的 数值 解 '， 
dy-dx=8x-3y-7,y(0)=1 在 [0,1] 上 的 精确 解 ') 
Polaq of 
jwY2 =S1 -Y2;xwy2 =jwy2./S1;kl =1:nli 
K=[0.k1];，P2 =[K',x2,Y2,S1,jwY2,xwY2 ] 
运行 后 屏幕 好 示 分 别 取 半 = 10,100 时 ,所 给 的 初 值 问题 在 [0,1] 上 的 自 变 量 x 的 
值 构成 的 数组 感 (=1,2) ,利用 向 前 欧 拉 公 式 (10.8) 求 出 的 与 和 CC=1,2) 对 应 
的 数值 解 了 (=1, 2) , 世 的 绝对 误差 ioY Ci = 1,2) 和 相对 误差 xoZ(i=1,2) 
( 见 表 10 -2) ,每 个 子 区 间 [x ,xs 上 的 局 部 截断 误差 公式 Ren, =17/ 200 * 
dj2 ,数值 解 了 与 精确 解 的 图 形 ( 见 图 10 -4). 
表 10-2 取 ”=10 时 , 初 值 问题 在 X 处 的 精确 解 /数值 解 忌 、 绝 对 误差 关 册 和 相对 误差 xx 


自 变 量 轴 | :数值 解 吕 . | 精确 解 7 | 绝对 误差 头 筷 相对 误差 xw 



























0 1.000 0 1.000 0 0 0 
0. 100 0 0. 000 1 0. 172 4 0.172 3 0.999 4 
0. 200 0 -0.619 9 -0.3710 0.248 3 -0. 668 1 











| 一 || 本 


0. 300 0 -0.973 9 -0.705 5 0. 268 4 -0.380 4 
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| 及， ， dyidx=8x-3yY-7，YO=1 芷 [0,1] 上 的 
如 -; -| 一 dy/dy=8x-3y-7， OF 伍 oo9 下 的 畏 确 压 









下 1 夺 二 了 的 数 
AS 0 Yi 在 闻 1 让 的 





图 10-4 n=10,100 时 ,人 = -3y+8e-7,y(0) =1 在 [0,1] 上 的 数值 解 和 精确 解 


由 图 10 -4 和 表 10 -2 可 以 看 出 , 取 交 =10 时 ,利用 向 前 欧 拉 公式 (10. 8) 求 
出 的 该 初 值 问题 在 [0,1] 上 的 数值 解 闷 与 精确 解 y 的 绝对 误差 向 量 jwZ 和 相对 
误差 向 量 xz 较 大 ,但 是 当 忆 =100 时 ,数值 解 马 的 图 形 和 精确 解 y 的 图 形 几乎 
重合 , 即 节点 的 个 数 款 越 多 , 误 差 越 小 . 这 说 明 当 节点 的 个 数 半 足够 大 时 ,这 种 方 
法 是 十 分 有 效 的 . 

例 10.3.3 分别 用 向 前 欧 拉 公式 (10. 8) 、 一 ` 四 阶 泰勒 逼近 及 用 MATLAB 
函数 aouble 求解 初 值 问题 
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全 X0 达 xs2， 
y(0) =0. 
分 别 取 =40 ,80 时 ,并 将 计算 结果 与 精确 解 作 比 较 , 写 出 在 每 个 子 区 间 [ ww， 
xi 上 的 局 部 截断 误差 公式 , 画 出 数值 解 与 精确 解 在 区 间 [0,2]j 上 的 图 形 . 
解 (1) 建立 并 保存 名 为 funfcn.m 的 M 文 件 函数 
function f= funfcn (X,Yy) 
ft =1 -yxcos(X); 
(2) 输入 程序 
> > S1=dsolve('Dy -=1 -yxkcos(X)"，Yy(0) =0 "，X ) 
运行 后 屏幕 显示 结果 
S1 = 


exp( -sin(X))* Int(exp(sin(zl)) ,zl = 0 ..X) 


运行 后 屏幕 显示 结果 说 明 精 确 解 y = em 「 em“du 不 能 表示 为 初等 本 数 . 


因为 | em “dx = 「 [1 +sinz+olsinz)1du=1l 十 % 一 Cos X 十 三 Gin 双 ) du. 
所 以 ,精确 解 


工 
y = e ”| esin“dz 
0 


=e- (1+xX 一 cosx) re ofsin 4) du 一 0《〈x 一 0 ). 
取 一 阶 泰 勤 逼近 


ye sx(1 +% 一 cos x)， 
同 理 , 取 四 阶 泰 勒 逼近 ,输入 程序 
> > SYymS 区 
Yy= exp( -sin(X))*int(1+sin(u)+((sin(u)) 2)7/2 +((sin(u)) 
3)Z6+(Csin(u))^4)7/24 ,u, 0 ,X) 
根据 运行 后 ,将 屏幕 显示 结果 整理 得 四 阶 泰 勒 逼近 为 
winx[10 81 (3 17 


。 1 .: 1 ,3 
ys 一 + 一 % 一 cosX| 一 + 一 SinxX+ToSin YX 十 mcSIn 了 j] 


9 64 18 906 
(3) 取 呈 =40 时 ,输入 程序 
> > Syms 1U 
hh=2/A 40;,X =0:h:2; 
S=exp( -sin(X))*int(exp(sin(u)),u,0,X); S1 = Gouble(S); 
subplot(4,1,1) 
Plot(X,S1，bo ")，grid 
legend(' 用 aouble 计算 ay/dx =1 -y cos(X),Y(0) =0 在 [0,2] 上 的 精 
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确 解 的 数值 解 ') 

subplot(4,1,2) 

Y=exp( -Sin(X)J).*(1 +X-cos(X));，Dplot(X,y,"g=-")，grid 

legend('Y=exp( -sin(x))(1+x-cos(x)) 在 [0,2] 上 图 形 ') 

subplot(4,1,3) 

YL =exp(=- sin(X)).*( 81764* XXX-10X9 站 Cos(X) -17V/ 64 本 
让 避 尼 《其 六 二 瑟 主 站 ( 芒 ) 一 工 于 条 瑟 于 十 ( 环 儿 2 让 BT 一 出 双 9 且 :2( 广 ). “357GGOS( 太 十 
10/X9); plot(X,y1，m- ")，grid 

legend( ' 四 阶 泰勒 逼近 的 解 在 [0 ,2] 上 图 形 ") 

Subplot(4,1,4) 

Xx0 =0;y0 =0;b=2-1.e-4;in=40;tol=1l1.e 一 4; 

[h,k,X,Y,P,Ren] =QEulerl(efunftcn,x0,xy0o,b,n,tol) 

legend("mn =40 时 ,用 向 前 欧 拉 公式 计算 ay /ax =1 -Y cos(X),y(0) =0 在 
[0,2] 上 的 数值 解 ') 

SyYms 

X=0:0.05:2; S=exp( -sin(X) )*int(exp(sinCu)),u,0,X); 

S1 =daouble(S);jwSlLyY1L = yl1 '-S1 71， 

XwS1Y1 =jwSly1./XS1'，jwyYyl = yY1 ' -Y,，xwYy1 = jwYy1 ./Y， 

Ki 三 工 :五 汰 =[0,k113 五 =[RR YY1L JWwYYL,XWYYL] ， 

PS =[Kk '",X ",S1 ",jwSLy1l],xwS1LYy1 
运行 后 屏幕 显示 取 呈 =40 时 ,分 别 用 向 前 欧 拉 公式 (10.8) 和 一 、 四 阶 泰 勤 多 项 
式 逼 近 法 及 aouble 求解 此 初 值 问题 在 [0,2] 上 的 与 自 变量 蕊 对 应 的 数值 解 
7Y,y,y,S 及 其 图 形 ( 见 图 10 -5(a) ), 了 与 汶 ,S, 与 % 的 绝对 误差 向 量 加 攻 ,， 
xzWSIYi 和 相对 误差 向 量 xyy,,xwSiyi( 见 表 10 -=3) ,向 前 欧 拉 公 式 在 每 个 子 区 
间 [x*,xzx,] 上 的 局 部 截断 误差 公式 为 

Ren 一 0.001 2 ( 吉 ) ,EL[xxztvi] =1,2, ,40. 

表 10-3 取 mn=40 时 ,用 向 前 欧 拉 公式 和 四 阶 泰勒 逼近 法 及 aouble 求 初 值 问 题 的 结果 

























0. 152 le +093 
0.234 le +093 
0.320 2e+093 
0.410 6e +093 


0 0 0 | o.6912e-093 0 -0000 NaN | -0.000 0e+093 
0.0500|0.0500|o.048 8| 0.657 Se- -0.0012|0.0488| -0.0245| 0.0742e+093 - 


093 
E; 


0.200 010.185 6 |10.1814| 0.566 7e-09 -0.004 1|10.1814| -0.0223 
-0.004 9|10.2216| -0.021 5 





























0.250 0|10.226 5|10.2216| 0.539 Te -093 











0.300 0|0.265 5|0.2600| 0.514 4e -093 
0.350 0 |0.302 8 |0.2968| 0.490 6e-093 


-0.005 5 |0.2600 
-0.006 0 |10.296 8 


0. 505 Se+093 
0.605 le +093 
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续 表 

已 二 本 芝 克 有 [Rs 下 而 而 中 9 
8 |0.4000 0.338 6|0.332 2| 0.468 3e-093 | -0.0064|0.3322| -0.0189| 0.709 4e+093 
9 |0.450 0|0.373 0|0.3663| 0.447 4e-093 | -0.0067|0.3663| -0.018 0| 0.818 7e+093 
10 |0.5000 0.406 2|0.3993 0.428 0e -093 0.933 0e+093 
11 |0.550 0|0.438 4|0.4313| 0.409 ge-093 1.052 3e+093 
12 | 0.600 0 |0.469.7|0.462 5| 0.393 0e -093 1.176 9e+093 
13 |0.650 0|0.500 3 |0.493 1| 0.377 4e -093 1.306 Te+093 
14 |0.700 0|0.5304|0.523 3 1.441 ge+093 
15 |0.7500|0.560 1|0.553 1| 0.349 6e-093 | -0.007 0|0.553 1| -0.0125| 1.582 le+093 
16 |0.800 0|0.589 6|0.582 8| 0.337 3e-093 -0.0116| 1.727 6e+093 
17 |0.850 0|0.619 1|0.612 5| 0.326 le-093 | -0.006 6|0.6125| -0.0107| 1.878 3e+093 
18 |0.900 0|0.648 6|0.642 3| 0.315 8e -093 2.033 9e+ 093 
0.950 0|0.678 5|0.672 5| 0.306 4e-093 2.194 5e+093 
20 |1.000 0|0.708 7|0.703 1| 0.298 0e-093 2.359 Te+093 
21 10300|0.7396 0.734 4| 0.290 3e-093 2.529 4e+093 
22 [oo 0.7712|0.766 4| 0.283 5e -093 2.703 3e+093 
23 |1.150 0|0.803 7|0.799 4| 0.277 5e-093 2.881 2e+093 
2 0.837 3 |0.833 6| 0.272 2e -093 3.062 ge+093 
25 |1.250 0|0.872 1|0.869 0| 0.267 6e -093 0.869 0| -0.003 6| 3.247 5e+093 
26 |1.300 0|0.908 4|0.905 9| 0.263 7e-093 下 |- 3.435 2e+093 
27 |1.3500|0.9462|0.944 5| 0.260 Se-093 | -0.0017|0.9445| -0.0018| 3.625 4e+093 
28 0.985 0| 0.258 0e -093 | -0.0009|0.9850 3.817 Te+093 
29 |1.4500 027 5| 0.256 le-093 4.011 Se+093 
30|1.5000 072 3| 0.254 9e -093 0.0010 | 4.206 Se+093 
31 |1.5500 .1196| 0.254 3e-093 .1196| 0.0019 | 4.402 2e+093 
32 | 1.6000 .1697| 0.254 4e-093 4.598 le+093 
33 |1.6500 .2228| 0.255 le-093 | 0.0048 |1.2228| 0.0039 | 4.793 7e+093 
34|1.7000 0.256 4e -093 4.988 6e+ 093 
35 |1.7500 .339 0| 0.258 4e-093 5.182 2e+093 
36 | 1.800 0|1.3928 .4027| 0.261 0e -093 5.374 le+093 
37 |1.8500|1.4587|1.4707| 0.264 3e-093 5.563 9e+093 
38 |1.9000|1.5287 5.751 le+093 
39 |1.950 0|1.603 4|1.6204| 0.273 0e-093 5.935 4e+093 














40 |2.0000|11.683 1|11.7029| 0.278 4e-093 


6.116 3e+093 
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10 -5(a) ma=40, 用 向 前 欧 拉 公式 和 一 .四 阶 泰 勒 逼近 法 及 aouble 求 初 值 问题 的 图 


取 m =40 时 ,输入 程序 

> > syms U 

区 研 00.05529 

S=exp( -sin(X))*int(exp(sin(u)),u,0,X)iS1L = double(S); 

Y=exp( -sin(X)).*(1+X=cos(XJ)y ploE(XY，g=')，grida 

Xx0 =0;Yy0 =0;b=2 -1.e-4jn=40:tol=1l.e--4; 

[h,k,X,Y,P,Ren] =QOEulerl(efunfcn,x0,y0,b,n,tol) 

Y4 =EXD( 一 Simn(X)) -rr(81764 本 X=-1I079 *Ccos(X) -177/64 + Cs(X) - 
竺 . 瑟 ( 区) 三 工 和 8 条 5 本 (和 ) 2 条 GGE(X) 一 主 79B 让 DCXJ7 .3 二 COE( 怀 ) 二 10X9375 

再 GEL(X3 SI 二 怀表 二 5 下 位 妆 二 4 DEC 

legend(' 用 aouble 计算 day/dx=1 -ycos(xX),y(0) =0 在 [0,2] 上 的 精确 
确 的 数值 解 '，Y =exp( -sin(X))(1 +X-cos(X)) 在 [0,2] 上 图 形 ","n=40 时 ,用 向 前 
欧 拉 公式 计算 ay/dqx =1 -y cos(X),y(0) =0 在 [0,2] 上 的 数值 解 '，' Y4 =exp( - sin 
(X))(10Z9 +81VX64X--cos(X)(1I107ZX9 +177/64 sin(X) +1VY18 sin(X) "2 +IVZ96 
sin(X) “3)) 在 [0,2] 上 图 形 ') 
运行 后 屏幕 显示 取 m=40 时 ,分 别 用 向 前 欧 拉 公 式 (10. 8 ) 和 一 、 四 阶 泰 勒 多 项 





754 ”第 十 章 “” 常 微分 方程 (组 ) 求 解 


式 盘 近 法 及 double 生机 六 国 要 个 2] 上 的 与 自 变 量 工 对 应 的 数值 解 
Y,y,y ,S, 及 其 图 形 ( 见 图 10 -5(b)) 


Dj=0 在 加 2 


dy/dx= 
) (1 形 
角 庆 请 欧 和 dyldx=1-y cos00，yOF0 在 02] 上 的 数值 解 
一 Yexptsin0) Ce 人 Eee 的 (0Q9+1764 sin09+1/18 sin20 +16 sing 在 吕 2 上 图 形 





图 10-5(b) nm=40, 用 向 前 欧 拉 公 式 和 一 、 四 阶 泰 勒 逼近 法 及 aouble 求 初 值 问题 的 图 


由 表 10 -3 和 图 10 -5(a) 及 图 10 -5(b) 可 见 , 取 =40 时 ,用 向 前 欧 拉 公 
式 和 四 阶 泰勒 逼近 法 所 求 初 值 问题 的 数值 解 的 曲线 几乎 重合 ,二 者 的 绝对 误差 
和 相对 误差 最 小 . 一 阶 泰勒 和 逼 近 法 所 求 初 值 问题 的 数值 解 的 曲线 与 前 两 条 曲线 
较 近 ,而 用 函数 aouble 所 求 初 值 问题 的 曲线 与 前 三 条 曲线 很 远 , 且 绝 对 误差 
和 相对 误差 很 大 ,尤其 是 相对 误 盖 , 当 x =0 时 ,了 ,7 和 Yy 与 真 值 0 相等 ,而 S, = 
0. 691 2e -093 不 等 于 真 值 0, 由 此 推测 ,用 向 前 欧 拉 公式 和 四 阶 、 一 阶 泰勒 逼近 
法 所 求 初 值 问题 的 值 都 接近 于 真 值 ,是 有 实际 意义 的 ,而 用 函数 aouble 计算 
的 值 严 重 失真 ,没有 实际 意义 . 
下 面 再 取 m =80 验证 . 
(4) 取 =80 时 ,输入 程序 
> > Syms 也 
X =0:0.0250:2; 
S=exp( -sin(X))*int(exp(sin(u)),u,0,X); S1 = double(S); 
subplot(4,1,1) 
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Plot(X,S1，bpbo ')，grid 

1egena(' 用 aouble 计算 day/dx =1 -ycos(x),y(0) =0 在 [0,2] 上 的 
精确 解 的 数值 解 ' ) 

subplot(4,1,2) 

Y=exp( -sin(X)).*(1+X-cos(X));i ploct(xX,y，g- )， gria 

legend('y =exp( -sin(X))(1+X-cos(X)) 在 [0,2] 上 图 形 ”) 

Subplot(4,1,3) 

YL1 =exp( -sin(X))》.*(81/64* X-10/9*ycos(X) -17/64* Cos 
(X) .*sin(X) -1《/18*sin(X) .2.*cos(X) -1Z/96*sin(X) .3.ycos(X) +107 
9); plot(X,yl1，m- ')，grida 

Legend( "四 阶 泰 勒 逼 近 的 解 在 [0 ,2] 上 图 形 ”) 

Subplot(4,1,4) 

x0 =0jy0 =0ib=2-1.e-4in=80itol=1l.e-4; 

[hk,X,Y,P,Ren] =QEuLerlL(e ftunfcn,x0,y0,b,n,tol) 

legenda('n =80 时 ,用 向 前 欧 拉 公 式 计 算 avy/ax =1 -yY cos(X),yY(0) =0 
在 [0,2] 上 的 数值 解 ') 

Syms U 

X =0:0.0250:24 

S=exp( -sin(X))*int(exp(sin(u)),u,0,X); St =double(S); 

jwS1ly =S1'-Y'"，xwSty =jwS1y.-S1 '， 

jwYy =Y-Y "，XwYy =jwYy.Y '， 

kl =1:nik=[0,kl];P=[k',X' YY ' jwYy,xwYy]， 

PS =[Kk'",X'",S1 ,jwSly],xwSLY 
运行 后 屏幕 显示 取 =80 时 ,分 别 用 向 前 欧 拉 公式 (10.8) 和 一 .四 阶 泰勒 多 项 
式 和 逼 近 法 及 其 函数 aouble 求解 此 初 值 问题 在 [0,2] 上 的 与 自 变 量 X 对 应 的 数 
值 解 了 ,y,y,,S, 及 其 图 形 ( 见 图 10 -6), 了 与 y,S, 与 y 的 绝对 误差 向 量 各 好 ， 
xuSiy 和 相对 误差 向 量 xozy ,zaoSiy( 略 ). 取 = 80 时 ,向 前 欧 拉 公式 在 每 个 子 
区 闻 [x*,zu*] 上 的 局 部 截断 误差 公式 

Ren ~0.000 37r( 生 ) 生 E[aasas] 丰 =1.2，80 
由 运行 的 结果 可 见 , 当 * =0 时 ,了 ,和 y 与 真 值 .0 相等 ,但 是 S, 却 随 着 半 的 
改变 而 发 生变 化 ,但 是 不 等 于 真 值 0, 由 此 推测 ,用 向 前 欧 拉 公式 和 一 、 四 阶 泰勒 
逼近 法 所 求 初 值 问题 的 值 都 接近 真 值 接近 ,是 有 实际 意义 的 ;而 用 函数 aouble 
计算 的 值 严重 失真 ,没有 实际 意义 . 下 面 再 取 m= 100 时 ,向 前 欧 拉 公 式 在 每 个 子 
区 间 [x,,x,,,] 上 的 局 部 截断 误差 公式 
Ren=1.999 8e -00477(eE) Ex] ,=1,2,…，,100. 

这 说 明 ,节点 数 盖 越 大 ,向 前 欧 拉 公式 在 每 个 子 区 间 [ xs,xt,] 上 的 局 部 截断 误 
差 越 小 ,所 以 函数 double 计算 的 值 严 重 失真 . 
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图 10-6 取 盖 =80 时 ,用 向 前 欧 拉 公 式 和 一 \ 四 阶 泰 勒 逼近 法 及 aouble 求 初 值 问题 的 图 


(二 ) 向 前 欧 拉 公 式 的 MATLAB 主 程序 ? 
下 面 介 绍 根据 向 前 欧 拉 公 式 (10.8) 编写 的 数值 计算 常 微 分 方程 初 值 问题 
(10.5) 的 另外 一 种 MATLAB 程序 . 


用 向 前 欧 拉 公式 (10.8) 求 解 常 微分 方程 初 值 问题 (10.5 ) 的 数值 解 及 其 截 
断 误 差 公式 的 MATLAB 主 程序 2 

输入 量 :jnfen 是 函数 几 z,y) ,xzo 和 加 是 初 值 y(xo) =y 履 是 自 变量 * 的 最 
大 值 必 是 步 长 . 

输出 量 尖 是 自 变 量 x* 取 值 的 个 数 ,向 量 忆 的 元 素 是 自 变 量 * 的 取 值 ,向 量 
7 的 元 素 是 利用 向 前 欧 拉 公 式 (10.8) 求 出 常 微分 方程 初 值 问 题 (10. 5 ) 在 向 量 
和 的 元 素 处 的 数值 解 ,REn 是 在 每 个 子 区 间 [x,,xk,,] 上 的 局 部 截断 误差 公式 ， 
其 中 dy2 是 y(xz) 的 2 阶 导数 Y(x)， 
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function [kx,X,Y,P,REn] =Qeuler2(funfcn,x0,y0,b;bhy) 
X=Xx0in=fix((b-x)vh);X=zeros(n+1,1);Y=Y0; 
Y=zeros(n+1,1);k=1;X(K)=xiYk)=Y' 

for 和 =2:n+TI 

X(Kk) =x+(k-1)*h,fxy=feval(ftunfcn,x,y)，Y(Kk) =Yy +Dh yx 上 xy 
Y=Y(k),k=k+1,plot(X,Y，rp )， 

grid,xlabel(' 自 变量 X ") ,ylabel( ' 因 变量 Y') 
title( "用 向 前 欧 拉 公式 计算 ay/dqx =E(x,y),yY(x0) =Y0 在 [x0,b] 上 的 数 


endaQ 
kl1 =1:nik=[0,kl]j;yP=[k'"XY]; 
Syms Qy2 ,REn =0.5*#y dy2*h 2; 


例 10.3.4 用 向 前 欧 拉 公式 (10.8) 求 解 初 值 问题 光 =y -之 ,7(0) =1, 取 


37 


寻 = 10,100 ,并 将 计算 结果 与 精确 解 作 比 较 , 写 出 在 每 个 子 区 间 [xs,xx*,,] 上 的 局 
部 截断 误差 公式 , 画 出 数值 解 与 精确 解 在 区 间 [0,2] 上 的 图 形 . 


解 


(1) 建立 并 保存 名 为 funfcn.m 的 M 文 件 函 数 


functionEt = funfcn(x,y) 
E =Yy-X/A(3*yYy); 


(2) 建立 并 保存 名 为 Qeuler2 .mm 的 M 文 件 函数 . 
(3) 输入 程序 


> >S1 =dsolve(' DYy=Y-Xx-(3*xy)"，Y(0) =1  ，Xx'") 


运行 后 屏幕 显示 结果 


S1 = 
1XZ6*x(6+12*Xx+t30*#exp(2*x))”(1Z2) 


(4) 输入 程序 


值 解 ') 


> > Subplot(2,1,1) 

x0 =0;y0 =1ijb=2;sn=10;h=2/10; 

[k,X,Y,P,REn] =Qeuler2(8@funftcn,x0,y0,b,bh) 

hold om 

S1=1/A6*(6+12*X+30*exp(2*X)). (1LZ2); plot(X,S1，b- ) 
title(' 用 向 前 欧 拉 公式 计算 ay/dx =y -x/(3y),y(0) =1 在 [0,2] 上 的 数 


legendq('n=ti0 时 ,ay/dqx=y-x/ (3y),y(0) =1 在 [0,2] 上 的 数值 解 '， 


dy ax =Y-x/ (3y),y(0) =1 在 [0,2] 上 的 精确 解 ') 


hola off 
jadwucY =S1 -Yi jwY=S1 -YiyxwY=jwY. Yiyklt =1:nyk=[o,kl]; 
P1 =[Kk ',X,Y,S1,jwr,xwY] 
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subplot(2,1,2) 

nl =100;hl =2/100; 

[k,X1,Y1,P1 ,Ren1l] =Qeuler2(e@efunfcn,x0,y0,b,hl) 

hold on 

S2 =1X6*y(6+12*Xl+30*exp(2*Xl)).^ (12); ploct(xX1,S2，b-") 

legend('n=100 时 ,ay/ax=y-x/(3y),y(0) =1 在 [0,2] 上 的 数值 解 '， 
ay/adx =yY-x/(3Y),y(0) =1 在 [0,2] 上 的 精确 解 ') 

hola off 

jwY1 =S2 -YL1;xwYl =jwYl./Y1L;kl =1:nl;k=[0,kl]; 

P2 =[Kk',X1,Y1,S2 ,jwYl,xwyYl ] 
运行 后 屏幕 显示 取 m =10,100 时 ,此 初 值 问题 在 [0,2] 上 的 自 变 量 * 的 向 量 瑟 ， 
,利用 向 前 欧 拉 公式 (10.8) 求 出 的 与 下, 忆 对 应 的 数值 解 了 ,了 及 其 绝对 误差 
向 量 jy, 因 刀 和 相对 误差 向 量 xy,xtoZi( 略 ) ,每 个 子 区 间 [x,,xt.,] 上 的 局 部 


截断 误差 公式 Ren = 二 2 ,数值 解 了 与 精确 解 的 图 形 ( 见 图 10 - 7) 


， dyrdx=Yy-xrGm，YO=1 芷 IO 
8 划 全 


去 100 时 ，dydxcy xyGy)，YOFE1 在 02 
一 dy/dx =y- xy Er 记 陋 





图 10-7 取 m"=10,100 时 ,用 向 前 欧 拉 公 式 求 初 值 问题 数值 解 和 精确 解 的 图 形 


(三 ) 自 适应 向 前 欧 拉 公 式 的 MATLAB 主 程序 
根据 自 适应 方法 和 向 前 欧 拉 公式 (10. 8 ) 编写 的 数值 计算 常 微分 方程 初 值 
问题 (10. 5) 的 另 一 个 MATLAB 程序 . 
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用 自 适应 向 前 欧 拉 公 式 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 (10.Ss) 的 数值 解 的 
MATLAEB 主 程 序 2 

输入 量 :和 nen 是 函数 所 zx,y) ,ze 和 是 初 值 y(xe) =yo 必 是 自 变量 x 的 最 
大 值 ,iol 是 精度 . 


输出 量 :向量 三 的 元 素 是 自 变量 * 的 取 值 ,向量 了 的 元 素 是 利用 向 前 欧 拉 
公式 (10.8) 和 自 适 应 方法 求 出 常 微分 方程 初 值 问题 (10. 5 ) 在 向 量 互 的 元 素 处 
的 数值 解 ,向 量 吾 是 步 长 产 序 列 ,n 是 自 变 量 x 取 值 的 序号 . 并 画 出 数值 解 向 量 
7 的 图 形 . 





function[H,X,Y,k,h,P] =QEuler(funfcn,x0o,b,y0,tol) 
和 初始 化 . 
pow=1/3;， if nargin < 5 |1isempty(tol)，tol = 1.e-6j; endqi; 
if nargin < 6 | isempty(trace)，ttace = 0; end; 
x=x0ih=0.0078125+*(b-x);y=y0o(:);jp=128;H=zeros(p,1); 
X=2zeros(Pp,1);Y=zeros(p,1ength(y)); kk=1;X(K) =xyY(K,:) =Y 
% 绘图 . 
ClLC,X, Ph,yY 
end 
% 主 循环 . 
while (xx<b)&(x+h>xy) 
IE X+h >Pp 
和 =PpP 一 Xi; 
emnd 
% 计 算 斜 率 . 
fxy = feval(funfcn,x,y); fxy =fxv(:); 
色 计算 误差 , 设 定 可 接受 误差 . 


delta =norrm(nhy fxy，inf ); wucha =tol*max(norrm(y，inf '),1.0); 
% 当 误 差 可 接受 时 重 写 解 . 
if qQelta < =wWucha 
和 =X+hiyY=Y+hyEXY KK+T; 
it k>TIength(X) 
X=[Xizeros(p,1)j;Y=[Yizeros(p,Length(y))]; 
H=[Hizeros(p,1)]; 
end 
H(K) =h;X(K) =xiY(k,:) =Y' 3 plot(X,Y，rp')，grid 
xlabel( " 自 变 量 X ) ,ylabel( ' 因 变量 Y ') 
eicle(' 用 向 前 欧 拉 公 式 计算 ay /ax =f(x,y),y(x0) =Y0 在 [x0,b] 上 
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的 数值 解 ') 
end 
和 更 新 步 长 . 
if delta~ =0.0 
h =min(h*k8,0.9*hk(wuchavdelta) “pow); 
end 
end 
下 到 区 过 起 直 
disp(" Singularity 1ikely.")， 区 
end 
下 :证 ( 瑟 3 匡 二 汪汪 全 优生 记 玉 过 下 : 文 ; 妥 ] 


例 10.3.5 用 向 前 欧 拉 公式 (10.8) 求 解 在 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问题 昱 = 
-37y+8x -7,yY(0) =1, 取 精度 为 10 ”并 与 精确 解 作 比 较 , 并 在 同一 个 坐标 系 中 
作出 图 形 . 

解 (1) 建立 并 保存 以 funfcn.m 文件 命名 的 M 文件 函数 

function = funfcn (x,Yy) 
和 六 站 三 入 贡 分 三 冰 。 
(2) 建立 并 保存 以 QEuler ma 文件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 
关 , 区 是 BOLWVe( 过 三 8 来 天 三 本 二 及 二 和 (人 三 下 广 7 
证 
[H,X,Y,k,h,P] =QEuler(@ funfcn,x0,b,y0,tol) 
holQ on 
S1L1 =8/3*X-29/9+387Z9*exp( -3*+X)，Plot(X,S1， Pb- ") 
legend( ' 用 向 前 欧 拉 公式 计算 ay/dax =8x-3Y-7,y(0) =1 在 [0,2] 上 的 数 
值 解 '，qay/dx=8x-3y-7,y(0) =1 在 [0,2] 上 的 精确 解 ') 


hold offt， 
juwY = S1 -Y; xiwY =JjuwY./Y;L=[P,Sl1,juwY,xiwY] 


运行 后 屏幕 显示 用 向 前 欧 拉 公式 在 [0,2] 上 的 自 变 量 式 处 数值 解 了 和 精确 解 S, 及 其 
图 形 ( 见 图 10 -8) , 步 长 刀 ,了 的 相对 误差 xzw7 和 绝对 误差 jnzo 见 表 10 -4. 
表 10 -4 取 精 度 为 10 时 ,用 向 前 欧 拉 公 式 求 初 值 问题 的 结果 
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从 图 10 -8 和 表 10 -4 可 以 看 出 , 取 精 度 为 10 ”时 ,用 向 前 欧 拉 公式 求 初 什 
问题 的 数值 解 和 精确 值 的 绝对 误差 和 相对 误差 除 个 别 点 外 ,总 体 来 说 达到 了 要 
求 的 精度 10 ” ,说明 此 方法 是 很 有 效 的 . 


10.3.3 向 后 欧 拉 公 式 及 其 误差 分 析 


y(x， 


如 果 在 用 差 商 区 2 ys) 代替 (10.5 ) 方 程 的 导数 后 .J(x,y) 中 的 


取 小 区 间 [x,,x,,,] 的 右 端点 过 ,再 同样 地 以 yy 分 别 代替 y(x。)， 
y(x, ,1) ,就 得 到 

= +Rxiiyynri) =0,1:2，… (10:133 
称 为 向 后 欧 拉 公式 , 它 也 可 看 作 (10.9) 式 中 积分 用 右 端点 矩形 公式 近似 的 结 
果 . 但 是 (10. 15) 式 右 端的 y ,未知 , 所 以 称 隐 式 公 式 ,无 法 用 它 直 接 计算 y, + 

隐 式 公式 (10. 15) 通 常用 迭代 法 计算 , 即 先 由 向 前 欧 拉 公 式 产生 初 值 

yo =y, +RhFx sy) =0,1,2,…. (10.16) 

再 按 下 式 进行 欠 代 


762 ”第 十 章 ” 常 微分 方程 (组 ) 求 解 


计算 dy/dx=8x-3y-7， 1 后 
YOF1 在 阁 2 下 的 戎 确 召 入 


了 上 
=----- 小 -=---- 1---=--- +-- 
1 妇 上 二 





图 10 -8 取 精 度 为 10 时 ,用 向 前 欧 拉 公 式 求 初 值 问 题 和 精确 值 的 图 形 


(k+1) 


7y4s0 =y +RFx yc) =0,1,2, =0,1,2,…- (10.17) 
若 序列 17 忆 上 | 总 收 伊 , 则 
Lim yn = 
为 了 估计 (10. 15 ) 式 的 局 部 误差 . 将 右 端的 FJCx,y(x)) 在 精确 点 (xi， 
7y(xsi)) 展 开 , 并 注意 到 ,=7y(x。), 有 
多 本 三 和 关注 于 天 直 所 六 关 攻 大 让 入 而 全 2 庆 不 。 
(10.18) 
其 中 思 ， 在 y(xi) 与 yi 之 间 . 再 将 
所 (CE 大) 《10.19) 
代入 (10.18) 后 ,与 (10. 12) 式 相 减 ,得 


你 (on) +0O( 庆 ) +Rr (zsi)[y(zssa) 人 证 民 


(10.20) 
于 是 ， 


认 
-六 yt) +O(P) 


区 证 关 二 全 = YA +0( 有 ) 关 0O( 友 ). 


(10.21) 
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与 向 前 欧 拉 公式 的 误差 估计 (10. 13 ) 式 相 比 ,我 们 注意 到 它们 的 忆 阶 项 数值 相 
等 ,而 符号 相反 ,但 二 者 都 只 具有 1 阶 精度 . 

将 向 前 欧 拉 公式 (10.7) 及 其 误差 估计 (10. 13) 式 ,和 向 后 欧 拉 公式 (10. 15 ) 
及 其 误差 估计 (10. 21) 式 的 几何 解释 作 一 对 比 , 是 十 分 有 益 的 . 

为 讨论 局 部 截断 误差 ,在 图 10 -9 
中 设 点 P.(x,,y,) 落 在 积分 昌 线 y = 
7y(xz) 上 . 按照 (10.7) 式 ,过 点 已 .以 斜率 
(xy ) 作 直线 ,在 * =x。,i 处 得 到 点 
4(xi7y00)3 而 按照 (10. 15) 式 ,过 点 
P, 应 以 点 Q(x,y) 的 斜率 fx si， 
y,) 作 直线 ,在 *=x 处 得 到 点 
B(xzsy20) 这 里 罗 2y52 就 分 别 是 
由 向 前 欧 拉 公式 和 向 后 欧 拉 公 式 一 步 计 
算 的 结果 (假定 y, =y(x*,)). 可 以 看 出 ， 
4, 有 一定 分 别 在 @ 点 的 上 、 下 两 边 . 由 此 
你 会 想到 ,如 果 把 二 者 平均 一 下 ,一 定 能 得 到 更 好 的 结果 . 

请 读者 结合 图 10 -9 对 (10. 13 ) 式 和 (10. 21) 式 的 右 端 尼 阶 项 的 符号 相反 
给 出 解释 . 


10.3.4 向 后 欧 拉 方法 的 MATLAB 程序 


根据 先 由 向 前 欧 拉 公 式 (10. 16) 
7 = 加 +RCx 因 ) =0,12，… 
产生 初 值 ,再 按 向 后 欧 拉 公式 (10.17) 式 
7 = 轴 Riyc) =0,1,2， 和 =0,1,2,，… 
进行 迭代 的 方法 , 现 提供 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10.5 ) 的 MATLAB 程序 . 
用 向 后 欧 拉 方法 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 (10.S) 的 数值 解 的 MATLAB 


主 程序 
输入 量 :anfen 是 函数 Kx,y) ,xzo 和 yo 是 初 值 y(xo) =yo, 是 自 变量 * 的 最 





图 10 -9 向 前 和 向 后 欧 拉 公式 的 “平均 ” 


大 值 , 疡 是 步 长 ,iol! 是 精度 . 


输出 量 : 向 量 于 的 元 素 是 自 变量 * 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 16 ) 
式 和 (10. 17) 式 求 出 初 值 问题 (10. 5) 在 向 量 瑟 的 元 素 处 的 数值 解 ,m” 是 自 变 量 
x 取 值 的 个 数 ,并 画 出 数值 解 向 量 了 的 图 形 . 


function [X,Y,n,P] =Heulerl(funfcn,x0,b,y0,h,tol) 





Dn=fix((b-x0)Ah);X=zeros(n+1,1);Y=zeros(n+1,1); 
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k =1;X(k) =x03Y(k,:) =Y0;iY1(k,:) =Y0; 

% 绘图 . 

clc,x0 ,hy0 

% 产生 初 值 . 

for 奔 =2:n+1I 

X(i) =x0+hiY(i,:)=y0o+h+rfteval(funfcn,x0,y0o); 
Yl(i,:) =Yyo0+hrfeval(funfcn,X(Ci),Y(i，:)); 

% 主 循环 . 

wu -=abs(Yl(i,:) -Y(i,:)) 

while Wu >tol 

p=Yi(i,:);Yl(i,:) =Y1L(L -1,:) +h feval(funfcn,X(i),p); 
enaQ 

x0 =x0 +hiyplot(X,Y，ro ") 

GE1iIQ on 

xlapbel(' 自 变量 X") ,ylabel(" 因 变量 Y ) 

end 


X=X(1:n+l)iY=y(l:n+l,:);n=l:n+lip=[n',X'Y] 
例 10.3.6 ”用 向 后 欧 拉 公式 求解 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问题 = -3y +8z - 


7,y(0) =1 的 数值 解 , 取 步 长 & =0.05 ,并 与 精确 解 作 比较 ,在 同一 个 坐标 系 中 
作出 图 形 . 然后 再 取 户 =0.01 ,观察 数值 解 与 精确 解 误差 的 变化 ,说 明 记 与 误差 
的 关系 ， 
解 (1) 建立 并 保存 命名 为 funfcn.m 的 KM 文件 函数 
function E = funfcn(x,y) 
E =8*xX-3#kky 一 7; 
(2) 建立 并 保存 以 Heulerl .m 文件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 
> >S1 =dsolve('Dy=8*x-3yy-7' YY(0)=1 ，x') 
> > X0O =0;y0=1;b=23tol=1.e-1; 
subplot(2,1,1) 
hl =0.01; [xl,yYl,n,PL1] =Heulerl(@funfcn,x0,b,y0,hl,tol) 
holda on 
S2=8/3*yXl -29/9+38/9xexp( -3+kXl),， plot(XL,S2，b- ) 
legend('h =0.01 用 向 后 欧 拉 公式 计算 ay/ax =8x -3Yy -7,y(0) =1 在 [0， 
2] 上 的 数值 解 ',， dy/ ax =8x -3y -7,y(0) =1 在 [0,2] 上 的 精确 解 ') 
hola off 
juwy1 =S2 -YL1; xiwYl =Juwy1l.Y13; =[P1,S2 ,juwyY1l ,xiwY1l] 
subplot(2,1,2) 
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h=0.05; [X,Y,n,P] =Heulerl(@funfcn,x0,b,y0,h,tol) 

hold on 

S1 =8/3*X-29VX9+38/9+#kexp( -3*X)，Plot(X,S1，b-”) 

legend('h =0.05 用 向 后 欧 拉 公式 计算 ay/dx =8x-3Yy-7,y(0) =1 在 [0， 
2] 上 的 数值 解 ',，ay/ax =8x-3y -7,yY(0) =1 在 [0,2] 上 的 精确 解 ') 

hold off 

juwY =S1 -Yi; xiwY=juwY./Y3i 工 =[P,SL,juwY,xiwY] 
运行 后 屏幕 显示 用 向 后 欧 拉 公 式 计 算 此 初 值 问题 在 [0,2] 上 的 自 变 量 式 处 数值 
解 了 和 精确 解 S, 及 其 图 形 ( 见 图 10 -10) , 步 长 刀 , 了 的 相对 误差 xzoY 和 绝对 误 
差 juz7( 见 表 10 -5 ). 


欧 拉 公 1 -7， yOF1 在 
一 dypdx=8x- EL -7， Yo- 证 02LE 约 有 


欧 折 dydycBx3y7，yOF1 
-一 dcax 下 -7， Yi 准 2 此 的 的 精确 和 





图 10-10 用 向 后 欧 拉 公式 求 初 值 问 题 的 数值 解 和 精确 解 的 图 形 


表 10-5 取 关 =0.05 时 ,用 向 后 欧 拉 公式 求 初 值 问 题 的 数值 解 和 精确 解 及 其 误差 
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续 表 
" 人 
3 0. 100 0 0. 258 6 人 17 和 2 -0.333 6 
4 0. 150 0 -0.017 8 -0. 130 0 6. 288 3 
每 0. 200 0 -0.242 1 -0.371 7 0. 535 5 
6 0. 250 0 一 0.420 7 -0.561 1 0.333 8 
: : 
23 1. 100 0 一 0.078 8 盖 人 ;33 分 0. 689 6 
24 1. 150 0 0.027 7 -0.021 5 -1.775 8 
: : 
40 1.950 0 1.998 5 1.989 9 -0.008 5 -0.004 3 
41 2. 000 0 2. 129 1 局 -0.003 6 


表 10-6 取 )=0.01 时 ,用 























向 后 欧 拉 公式 求 初 值 问题 的 数值 解 和 精确 解 及 其 误差 


















































119 


0.031 1 0.024 0 
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0. 046 9 -0.007 0 
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由 表 10 -5 和 图 10 - 10 可 以 看 出 , 取 贿 =0.05 时 , 除 自 变量 工 =0. 150 0， 
0. 200 0,1. 100 0,1. 150 0 ,数值 解 了 与 精确 解 $, 的 相对 误差 xizoy = 6. 288 3， 
0.535 5,0.689 6, -1.775 8 外 ,其 余 的 xizoY<0.333 8 ,尤其 , 当 1.300 0 三 X<2 
时 , -0.0991 <xioY < -0.003 6, 绝对 误差 jn 在 -0.036 3 <Jjuvy < 
-0.007 6; 当 0 <X<2 时 , -0.1477 <juxo7< -0.0076; 且 满足 初始 条 件 了 (0) 
=1. 由 表 10 -6 和 图 10-10( 上 图 ) 可 以 看 出 , 取 岂 =0.01 时 ,数值 解 与 精确 解 
的 图 形 几 乎 完全 重合 , 除 夺 =0.130 0,1.160 0,xizoy= -30.005 0, -0.859 5 以 
外 ,其 余 的 绝对 误差 juzy 和 相对 误差 xi 了 比 取 户 =0. 05 时 的 误差 明显 变 小 ,这 
说 明 总 体 上 户 与 误 关 是 成 正比 例 的 关系 , 即 步 长 / 越 小 ,误差 越 小 


习题 10.3 





1. 分 别 用 向 前 欧 拉 方法 和 向 后 欧 拉 方 法 求 初 值 问题 


人 -Y+xi0<x 生 1， 


7l:o=1 
的 数值 解 ,分 别 取 疡 =0. 075 ,0. 007 5 ,并 计算 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 


2， 用 向 前 欧 拉 公 式 (10.8) 求 解 初 值 问题 衬 =1+ 姑 +,y(0) =0,0<x<1, 取 n=10， 


50, 并 将 计算 结果 与 精确 解 作 比 较 , 写 出 在 每 个 子 区 间 [x ,xi,, ] 上 的 局 部 截断 误差 公式 , 画 
出 数值 解 与 精确 解 在 区 间 [0,1] 上 的 图 形 . 
3. 用 向 后 欧 拉 公 式 求 y(x) = 厂 。 由 在 *=0.5,1.0,1.5,2.0 处 的 近似 值 
4. 分 别 用 向 前 欧 拉 公式 和 一 阶 泰 勒 多 项 式 逼 近 法 及 其 函数 aouble 求解 初 值 问题 
全 -ycos x,0< 生 zx< 生 1， 
y(0) ='0. 
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取 ”=40,80 时 ,并 将 计算 结果 与 精确 解 作 比 较 , 写 出 在 每 个 子 区 间 Lx, ,xj 上 的 局 部 截断 
误差 公式 , 画 出 数值 解 与 精确 解 在 区 间 [0,1] 上 的 图 形 ,说 明 用 函数 souble 计算 的 结果 是 
否 有 使 用 价值 . 


5 用 自 适应 向 前 欧 拉 方 法 求解 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问题 史 = -y+ 字 +x,y(0) =0, 并 与 
精确 解 作 比较 , 取 精 度 为 10 ,在 同一 个 坐标 系 中 作出 图 形 . 


10.4 改进 的 欧 拉 方法 及 其 MATLAB 程序 
下 面 主要 介绍 梯形 公式 ,改进 的 欧 拉 方 法 和 它们 的 误差 估计 及 其 MATLAB 
程序 ,并 通过 例题 说 明 它们 的 具体 应 用 . 
10.4.1 梯形 公式 及 其 误差 估计 
将 向 前 欧 拉 公式 (10. 10) 和 向 后 欧 拉 公 式 和 (10. 15) 加 以 平均 ,得 到 


玉 
Jo = 入 + 二 [so ) +7 甩 xsryos)] =012… (10.22) 


它 相当 于 (10.9) 式 :y(zm,) -7(x) = | ”ALx,y(z)]dz(n=0,1,2,…) 右 端的 


积分 用 求 面 积 的 梯形 公式 近似 ,再 以 y,,y 分 别 代 替 y(x,),y(x) 的 结果 ， 
(10. 22 ) 式 称 梯形 公式 . 它 也 要 用 和 迭代 方法 求解 , 即 由 (10. 16) 式 yo = 
7 +AF(x ,y,),n=0,1,2,… 得 到 初 值 后 按照 下 式 进 行 迁 代 


1 
了 三 ] + 本 LAssy) +FCxz ii7y76 )]， 


=0,1,2， =0,1,2，… 


(10.23) 


因为 (10. 13) 式 
(zs -六 = 全 y(s) + OCR 
和 (10.21) 式 
yc) -入 -= -外 (za) +O( 尼 ) 
的 右 端 严 阶 项 刚好 抵消 ,所 以 梯形 公式 的 局 部 截断 误差 为 0( 刀 ) ,具有 2 阶 精 度 . 
10.4.2 梯形 公式 的 两 种 MATLAB 程序 
根据 (10. 16) 式 yo =y +AKxsyo) =0,12,… 和 (10.23) 式 
了 人 + 了 [Csssyn) + Fe ay ] 天 =0,1, 2 和 =0,1,2，… 


编写 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 MATLAB 程序 1 和 自 适 应 MATLAB 程 
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序 2， 
(一 ) 梯形 公式 的 MATLAB 程序 


用 梯形 公式 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10. 5 ) 的 数值 解 的 MATLAB 主 程 
序 1 


输入 量 : 记 nfcn 是 函数 所 xz,y) ,xo 和 加 是 初 值 y(xo) = 为 必 是 自 变 量 * 的 最 


大 值 疡 是 步 长 ,ol! 是 精度 . 

输出 量 : 向 量 瑟 的 元 素 是 自 变量 * 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 16) 
式 〈10. 23) 式 和 自 适 应 方法 求 初 值 问题 (10. 5 ) 在 向 量 蕊 的 元 素 处 的 数值 解 ， 
向 量 召 是 步 长 关 序 列 ,= 是 自 变量 * 取 值 的 序号 ,并 画 出 数值 解 向 量 了 的 图 形 . 





function [X,Y,n,P]j] = oqtixingt(ftunfcn,x0,b,v0,h,tol) 
nan=fix((b-x0)/h);yX=zeros(n+1,1);Y=zeros(n+1,1); 
k =13;3 XCK) =x0iY(K,:) =Y0; YLI(K,:) =Yy0; 
思 绘图 . 
Clc,x0,h,y0 
% 产生 初 值 . 
for TI =2: n+l 
X(i) =x0+h;i fx0oyo =feval(funfcn,x0,y0);Y(i,:)=y0+hyxfxoyoi 
fxiyi = feval(funfcn,X(i),Y(i,:)); _ 
Y1(i,:)=Yyo+h+(fxiyi +fxovyo)yv2; 
色 主 循环 . 
Wu=abs(YL(i;,:) -Yi,:))i 

while Wu > 七 DJ 

DP=Y1(i,:)，fxip = feval(funfcn,X(i),p); 
Y1(i,:) =Yy0+hy(ftx0y0 +Exip)/2,P1 =Yl(i,:)，Y(i,:) =Pp1L; 

end 
x0 =X0 +hiy0=Yl(1i,:); Yi,:)=y0; plot(X,Y，ro') 
Grid on 
xlabel(' 自 变量 X'"),， ylabel1(' 因 变量 Y7 
title( 用 梯形 公式 计算 dy /dx =f(x,y),yY(x0) =Y0 在 [x0,b] 上 的 数值 解 ') 
ena 


X=X(L:n+l);Y=Y(L:n+l:)in=1:n+lyP=[n',X,Y] 
例 10.4.1 用 樟 形 公式 求解 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问题 衬 = -37 + 8x -7， 


7(0) =1L, 取 步 长 上 =0. 05 ,精度 为 10” ,并 与 精确 解 作 比较 ,在 同一 个 坐标 系 中 
画 出 图 形 . 
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解 (1) 建立 并 保存 名 为 funfcn.m 的 M 文 件 函数 
functionf= funfcn (x,y) 
上 =8*#yX-3:5y 二 7; 
(2) 建立 并 保存 名 为 catixing nm 的 M 文 件 函数 . 
(3) 输入 程序 
>> S1=dsolve(" DY=8*XxX-3y--7 YY(0) =1 7 7 文 1) 
有 到 汪 估 二 和 人 三 证 十 本 本 053 
[X,Yt,n,PL] =odatixingl(@funftcn,x0,b,y0,h,tol) 
holda on 
S1 =8/3*X-29/9 +38/9*kexp( -3*+X); 
罗 工 可 攻 《 基 二 合式 估 本 二 7》 区 于 可 二 下 王 
legend('"h =0.05, 用 梯形 公式 计算 day/dx =8x-3y-7:,y(0)=1 在 [0,2] 
上 的 数值 解 '，dy/dx=8x-3y-7,y(0) =1 在 [0,2] 上 的 精确 解 ') 
juwYt =S1 -YLt; xiwYt =JjuwyYt./YL; DLLt =[PLt,S1,juwYt,xiwyt] 
运行 后 屏幕 显示 取 精 度 为 10 ,用 向 前 欧 拉 公式 求解 此 初 值 问题 在 区 间 [0.2] 
上 的 自 变 量 玉 处 数值 解 尿 和 精确 解 S, , 步 长 , 世 的 相对 误差 xzp 和 绝对 误差 
Juzwz( 略 ) 及 其 数值 解 和 精确 解 的 图 形 ( 见 图 10 -11). 


形 公 dy/dx=8x-3Y-7，YOO 六 全 
， YOF1 在 D2] 上 的 精确 角 


了 
1 





10 -11 用 梯形 公式 求解 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问题 史 = -3y +8x -7.7(0) =1 
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(二 ) 自 适应 梯形 公式 的 MATLAB 程序 
求解 常 微 分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 自 适 应 MATLAB 程序 2 如 下 : 


用 自 适应 梯形 公式 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10.S) 的 数值 解 的 MAT- 
LAB 主 程序 

输入 量 ,urn 是 函数 所 xz,y) ,zx 和 加 是 初 值 y(xo) =yo，, 光 是 自 变 量 * 的 
最 大 值 ,lo! 是 精度 . 


输出 量 : 向 量 互 的 元 素 是 自 变量 * 的 取 值 ,向量 了 的 元 素 是 利用 (10. 16) 
式 〈10.23) 式 和 自 适 应 方法 求 出 初 值 问题 (10. 5 ) 在 向 量 夸 的 元 素 处 的 数值 
解 ,向 量 召 是 步 长 疡 的 序列 ,= 是 自 变量 * 取 值 的 序号 . 并 画 出 数值 解 向 量 了 的 
图 形 . 





function [HH,X,Y,kh,P] =oatixing2(ftuntcn,x0o,b,y0,tol) 
色 初 始 化 . 
Pow =17/3; 
if nargin < 5 | isempty(tol)， 
tol =1.e-6; 
endi; 
if nargin < 6 |isempty(ttrace)， 
上 trace = 0 
endai 
x=Xx0ih=0.0078125*(b-x)3YyY=Yyo(:); 
P=128;n=fix((b-x0)vh)iH=zeros(p,1L); 
X=zeros(p,1);Y=zeros(p, length(y))i 
k =1;XCK)=xiY(k,:) =Yy ; 
% 绘图 . 
cc,Xx,Ph,y 
儿 主 循环 . 
while(x<b)&(x+h>x) 
守 E X+Dh >Dp 
PP=pb-X; 
endQ 
多 计算 斜率 . 
fxy = feval(funfcn,x,y); fxy =fxy(:)3 
狗 计 算 误 差 , 设 定 可 接受 误差 . 
Qelta =morm(nhzkr fxy，inf ); 
wucha =tolk max(norm(y，inf') ,1.0); 


狗 当 误 差 可 接受 时 重 写 解 . 
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if aelLta < =Wwucha 

X=X+hiyl=Yy+hhkxY; 

fxy1 = feval(funfcn,x,yl1l); fxy =fxy(:); 

Yy2 =YyY+hxyfxylyy=(yl+y2)/23K=K+1; 

if k>1length(X) 
又 =-[xizeros(p,1)]; Y=[Yizeros(p,1ength(y))]j]; 
H=[Hizeros(p,1)]; 
endQ 

HU(k) =PiX(k) =xjiY(k,:)=Yy" 3 plot(X,Y，go")，grid 

xlabel(' 自 变量 X") , ylabel(' 因 变量 了 ') 
title(" 用 自 适应 梯形 公式 计算 ay /dx =f(x,y),Y(x0) =Yy0 在 [x0,b] 上 的 解 ') 

end 

色 更 新 步 长 . 

If Qelta~ =0.0 

hn =min(h*8,0.9*xhy(wucha/vdelta) “pow); 

enqQ 
enQ 
If(x<b) 
disp('" Singularity 11ikely . ) ， 
ed 
H-=HILI:k)，X=XxL:k)iY=Y(L:k,:)in=1:kip=[n'",H,X,Y]j 


例 10.4,2 分 别 用 自 适应 梯形 公式 和 向 前 欧 拉 公式 分 别 求 解 区 间 [0,2] 上 
的 初 值 问题 星 = -37 +8x -7,y(0) = 1, 取 精度 为 10 ,并 与 精确 解 作 比较 ,在 


同一 个 坐标 系 中 作出 图 形 . 
解 (1) 建立 并 保存 以 funfcn.m 文 件 命名 的 M 文件 函数 
functionEf= funfcn(x;,y) 
E =8*X-3YYy 一 7; 
(2) 建立 并 保存 以 oatixing2 .m 文件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 
> >S1=asolve('Dy=8*xxXx-3*xy-7'，，y(0) =1 ，X ) 
> > X0=0;y0 =1;4b=2;itol=1.e-1; 
[HE,X,YL,k,h,Pt] = odtixing2(@funfcn,x0,b,y0,tol)，holda on 
[Ha,Xx,Ydq,k,nh,Pd] =oguler(@ funfcn,x0,p,y0,tol) 
S1 -=87/3*xX_-29/9+38/9*kexp( -3*X)，plot(X,S1，b- ) 
G9riQ 
Legend(" 用 自 适应 梯形 公式 计算 ay/dax =8x-3yY-7,Y(0) =1 在 [0,2] 上 的 
解 ',， 用 向 前 欧 拉 公式 计算 ay/dx =8x -3y -7,y(0) =1I 在 [0,2] 上 的 数值 解 '，qy /ax = 
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8x-3Y-7,Y(0) =1 在 [0,2] 上 的 精确 解 ') 

hold off 
运行 后 屏幕 显示 取 精 度 为 10 ,分 别 用 梯形 公式 和 向 前 欧 拉 公 式 求 解 此 初 值 问 
题 在 区 间 [0,2] 上 的 自 变 量 天 处 数值 解 政 ( = 上 4) 和 精确 解 $, 及 其 图 形 ( 见 图 
10 -12) , 步 长 岂 等 ( 略 ). 


Ydc8x3y7，vyOF1 
1 在 芝 2| 上 的 糟 确 角 
公式 计算 dyydx=8x-3y-7， YOF=1 在 02I 上 的 数值 





图 10 - 12 自 适应 梯形 和 向 前 欧 拉 公式 求解 初 值 问题 社 = -3y + 8x -7， 
y(0) =1 图形 
由 图 10 -12 可 见 , 用 自 适应 梯形 公式 求解 此 初 值 问题 的 数值 解 的 图 形 几 乎 
与 精确 解 完 全 重合 在 一 起 ,而 用 向 前 欧 拉 公式 计算 的 数值 解 的 图 形 与 精确 解 在 
[0.4,1] 比 梯形 公式 的 数值 解 误差 大 ,所 以 ,梯形 公式 比 向 前 欧 拉 公式 精度 高 . 


10.4.3 改进 的 欧 拉 公式 


我 们 看 到 ,向 前 欧 拉 公 式 计算 简单 ,但 精度 只 有 IL 阶 ,梯形 公式 的 精度 提高 
到 2 阶 ,但 和 迭代 太 繁 . 改进 的 方法 是 ,把 迭代 过 程 简化 为 两 步 : 先 由 向 前 欧 拉 公 式 
(10. 10) 算 出 y, ,的 预测 值 y,,,; 再 把 它 代 入 梯形 公式 (10. 23 ) 式 右 端 ,作为 校 
正 , 即 

yu = 思 +AACxnsyn) ， 


由 5 
ynf+l 三 Jn + 了 [xnyyn) 机 所 交 二 守业 5 均 =0,1,2，、 (10.24) 
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称 为 改进 的 欧 拉 公 式 , 它 还 可 写作 
4 人 本 用 卫 人 + 过 (有 +jaz)， 
局 =ACessy，) ， Ja 
ja = 所 xiyyn 十 九 太 | ) . 
对 于 求 微分 方程 数值 解 的 欧 拉 方 法 ,一 共 介 绍 了 4 个 公式 ,人 们 常用 的 是 便 
于 计算 的 向 前 欧 拉 公式 (10. 10) 和 改进 的 欧 拉 公式 (10. 25) ,下 面 看 一 个 例子 . 
例 10.4.3 用 向 前 欧 拉 公 式 和 改进 欧 拉 公式 求 初 值 问题 
0) 三 注 (10.26) 
的 数值 解 (0 生 x 生 1, 步 长 凡 =0.1) ,并 与 精确 解 比较 . 
解 ”对 于 方程 (10.26) 向 前 欧 拉 公 式 的 具体 形式 是 
2Y% 
忆 一 一 一 | ,7 三 和 15 
和 


改进 欧 拉 公式 的 具体 形式 是 
2% 


/LA -过 污 
0 和 仿生 村 元 二 二 


让 衣 + 之 (用 十 语 ) 于 三 0 1 
方程 (10.26) 的 精确 解 是 y= V1+2x, 以 步 长 关 =0.1 在 0<x*< 和 1 内 的 计算 结果 


如 表 10 -7: 
表 10 -7 后 让 生生 人 宝生 全 近 全 全 下 人 人 和、 26) 的 数值 解 和 精确 解 


| 


1. 095 4 






















1. 100 0 | 1.095 9 





1.184 1 1 过 





1. 266 2 1.264 9 





1.343 4 











1.416 4 


可 以 看 出 改进 欧 拉 公式 比 向 前 欧 拉 公式 的 结果 有 很 大 改进 ,并 且 随 着 *, 的 
增加 y, 累 积 误差 的 增长 相当 可 观 . 


10.4.4 改进 的 欧 拉 公式 的 MATLAB 程序 
根据 (10. 24) 式 编写 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10. 5 ) 的 MATLAB 程序 
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如 下 . 





用 自 适 应 改进 的 欧 拉 公 式 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 的 
MATLAB 主 程 序 

输入 量 :Aren 是 函数 所 *,y) ,wo 和 yo 是 初 值 y(xo) =yo 必 是 自 变 量 * 的 最 
大 值 ,iol 是 精度 . 

输出 量 : 向 量 天 的 元 素 是 自 变量 * 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 16) 
式 、(10.24) 式 和 自 适应 方法 求 出 初 值 问题 (10. 5) 在 向 量 瑟 的 元 素 处 的 数值 
解 ,向 量 豆 是 步 长 天 序列 ,= 是 自 变 量 * 取 值 的 序号 . 并 画 出 数值 解 向 量 了 的 
图 形 . 












function {H,X,Y,k,h,P] =gaiEguler(funfcn,x0,b,y0,col) 
初始 化 . 

pow=1/3; if nargin < 5 |isempty(tol) 

tol = 1.e-6i; 


endQ 

if nargin < 6 |isempty(trace) 

trace = 0 

end 
X=x0iph=0.0078125*(b-x)iy=y0(:)3P=128;Dn=fix((b-x0)h); 
H=zeros(p,1);X=zeros(p,1); 
Y=zeros(P,1Iength(y));K=13X(k) =xiY(k,:) =Y'; 
包 绘图 . 

CC ,Xh,y 

enmnaQ 
% 主 循环 . 
while(x<b)&(x+h>xy) 

IE x +h >b 

Ph=pb-Xx; 

end 

% 计算 斜率 . 
fxy = feval(funfcn,x,y); fxy = fxy(1:); 

儿 计 算 误差 , 设 定 可 接受 误差 . 

delta =norm(h#k fxy，inf "); wucha =tol*ymax(norm(y, "inf'),1.0); 
% 当 误 差 可 接受 时 重 写 解 . 

if Qelta < =wWucha 
区 =x+hi Yy1 =Yy + + fxyjy fxyl = feval(ftunfcn,x,yl); 
fxy =fxy(:);y2 = (fxy +fxyl)/2;Yy=y+hyy2ik=k+1; 
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ifk>1length(X) 
X=[X;zeros(p,L)];Y=[fYyzeros(p,1length(y))]; . 
H=[Hizeros(p,1)]; 
endQ 
HUCk) =hiX(k) =xiY(k,:) =y' ipPLot(X,Y，mh")，grid 
xlabel(' 自 变量 X'") , ylabel(' 因 变量 Y 7) 
tit1le(" 用 改进 的 欧 拉 公 式 计 算 ay/dx =f(x,y),yY(x0) =Y0 在 [x0， 
b]j 上 的 数值 解 ') 
end 
色 更 新 步 长 . 
if aelta~ =0.0 
h =min(h*8,0.9*hx(wuchavdelta) “Pow)i 
enQ 
endQ 
ift(x<Dp) 
aisp('Singularity 1kely. )， 
end 
H=H1L:k);， X=x(1:k)iY=Y(1:k,:)in=1:krP=[n'",H,X,Y] 


例 10.4.4 分 别 用 梯形 公式 和 改进 的 欧 拉 公 式 求 解 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问 


宪 = -3y+8x -7,y(0) =1, 取 精度 为 10” ,与 精确 解 作 比较 ,在 同一 个 坐标 
系 中 作出 图 形 . 


解 (1) 建立 并 保存 以 funfcn .m 文件 命名 的 M 文件 函数 
function = funfcn (xy) 
f =8+Xx-3ky 一 7; 
(2) 建立 并 保存 以 gaiEBulezr .nm 文件 命名 的 M 文件 函数 . 
(3) 输入 程序 
> >S1 =asolve('Dy=8*xx-3*xy-7'，y(0) =1"，x') 
x0 =0;y0 =13bp=2itol=1.e-1; 
[Ht,X,Yt,k,h,PE] =oqatixing2(@ funfcn,x0,b,y0,tol) 
hola on,，[H,X,Y,k,h,P] =gaiEuler(@ funfcn,x0,b,y0,tol) 
S1 -=-8/[3*xX-29/9+38/9*xrexp( -3*yX)，plot(X,S1，b- ) 
legenda(' 用 梯形 公式 计算 ayvax=8x-3y-7,y(0) =1 在 [0,2] 上 的 数值 
解 ',' 用 改进 的 欧 拉 公式 计算 day/dx= 8x-3Yy-7:,Y(0) =1 在 [0,2] 上 的 数值 解 .， ay7 
dx=8x-3y-7,Y(0)=1 在 [0,2] 上 的 精确 解 ') 
hold off,juwy =S1 -Yi; xiwY=juwY./ YL=[P,S1,juwY,xiwY] 
运行 后 屏幕 显示 取 精 度 为 10 ,分 别 用 梯形 公式 和 改进 的 欧 拉 公式 求 此 解 初 值 
问题 在 区 间 [0,2] 上 的 自 变量 于 处 数值 解 上 ,了 和 精确 解 S, 及 其 图 形 ( 见 
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10 -13 ) , 步 长 贿 , 工 的 相对 误差 xz 和 绝对 误差 juwX( 见 表 10 -8). 





ET 和 网 
-一 dy/dx= 8x-3Y-7， 1 
二 月 世 站 灿 X 式 计时 syacexarz，yorI 在 D2I 上 的 名 午 印 | 和 


10 -13 “用 梯形 和 改进 的 欧 拉 公式 求解 呈 = -3y +gx -7,y(0) =1 的 图 形 
表 10 -8 ”用 梯形 公式 和 改进 欧 拉 公式 求 初 值 问题 的 数值 解 和 精确 解 


0. 009 5 
0.010 6 
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续 表 
严 0 了 
17 0. 001 5 
18 0. 001 0 
19 0. 000 8 
20 0. 000 7 
21 0. 000 6 
42 0. 048 2 
43 0. 109 2 
44 一 0. 201 8 
45 一 0.045 8 
46 =-0.023 9 
67 0. 000 3 











-0.0006 

68 0.044 8 1.966 1 2.032 9 2.0323 | -0. 全 二 0.000 3 
69 0.033 9 2.0000 2.122 1 2.1216.| -0.0005 0.000 2 
可 以 看 出 改进 的 欧 拉 公式 和 梯形 公式 的 结果 几乎 相同 ,并且 随 着 *, 的 增加 


思 ,累积 误差 的 增长 相当 可 观 . 
最 后 指出 ,上 述 欧 拉 方法 可 以 推广 到 解 微 分 方程 组 ,如 解 


yY" = 几 x,y,z) ,z =&E(XY，z) ,yxo) =yoyz(xo) =20 (10.27) 
的 向 前 欧 拉 公 式 为 
站 王 多 十 交 所 六 10528) 


欧 拉 方 法 也 可 以 解 高 阶 微分 方程 ,这 只 需 先 把 它 化 为 方程 组 . 


习题 10.4 





1 分 别 用 梯形 公式 和 向 前 欧 拉 公式 求解 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问题 虹 = -yyY(0) =1, 取 
精度 为 10 ” ,并 与 精确 解 作 比较 ,在 同一 个 坐标 系 中 画 出 图 形 . 
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2 用 樟 形 方法 证 明 , 初 值 问 题 4z = - yy(0) = 1 的 数值 解 为 y。= ( 下 ,并 证 明 当 
一 0 时 , 它 收敛 于 原初 值 问题 的 精确 解 y = e 

3， 用 向 前 欧 拉 公式 和 梯形 公式 求 初 值 问题 y =y - 笃 ,y7(0) = 1 的 数 信 解 (0<x<1, 步 
长 上 =0.1) ,并 与 精确 解 比较 ,在 一 个 坐标 系 中 作出 它们 的 图 形 . 

4 分 别 用 自 适 应 梯形 公式 和 向 前 欧 拉 公式 求解 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问题 宪 = -5y + gx 
-7,y(0) =1, 取 精度 为 10 ,并 与 精确 解 作 比较 ,在 园 一 个 坐标 系 中 作出 图 形 . 

5， 分 别 用 改进 欧 拉 公式 和 向 前 欧 拉 公 式 求解 区 间 [0,2] 上 的 初 值 问题 宪 = -7,y(0) = 
1 ,到 精 麻 为 10-… ,并 与 精确 解 作 比较 ,在 同一 个 坐标 系 中 作出 图 形 . 

6. 分 别 用 改进 欧 拉 公 式 、 自 适应 宰 形 公式 和 梯形 公式 求 初 值 问题 y =y - 伴 ,y(0) =1 
的 数值 解 (0<x<1, 步 长 凡 =0.1) ,并 与 精确 解 比较 ,在 一 个 坐标 系 中 作出 它们 的 图 形 . 


10.5 龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 法 


10.5.1 龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 


欧 拉 方 法 的 基本 思想 是 用 差 商 代替 导数 . 实际 上 ,按照 微分 中 值 定理 应 有 


7Y(CxXns1) 一 Y(Cx。) 
于 


注意 到 方程 y =Kx,y) 就 有 
7(x si) =y( 刀 ) +RAFCxs+ 乓 7y(zs + 扩 ) ). (10.30) 
不 妨 记 开 =Axz +6,y(x, + 及 ) ) , 称 为 区 间 [x,,x,,i] 上 的 平均 斜率 . 可 见 给 出 
一 种 平均 斜率 氏 ,(10. 30) 式 就 对 应 地 导出 一 种 算法 . 
向 前 欧 拉 公式 简单 地 取 扎 x,,y,) 为 天 ,精度 自然 很 低 . 改进 的 欧 拉 公 式 可 理 
解 为 天 到 fx ,7 ) ,Kx ,7 ) 的 平均 值 , 其 中 7 = y。 + if(x,,y,) ,这 种 处 理 
提高 了 精度 . 
如 上 分 析 启示 我 们 ,在 区 间 [x,,x。,] 内 预测 r(r>1) 个 点 处 的 斜率 
丰 = 几 xsy。) ， 
1 =FCx +a) 产 ,7 + E ) ， 





=y'(x, +6R),0<0<1. (10.29) 


(10.31) 


了 ~1 
下， = 所 x， 十 Q 疡 ,yn 十 六 >》 0 及 ) “ 
和 1 


然后 将 它们 加 权 平均 作为 平均 斜率 K 的 近似 值 , 即 
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Js = 二 Cifi， (10.32) 
1 = 


就 有 可 能 构造 出 具有 更 高 精度 的 求 常 微 分 方程 初 值 问题 (10. 5 ) 的 计算 公式 . 这 
就 是 龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 . 
10.5.2 ”二 阶 龙 格 -~ 库 塔 方法 及 其 MATLAB 程序 
(一 ) 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
在 区 间 [x,,z,,,] 内 取 r=2 个 点 ,由 (10.32) 式 和 (10.31) 式 ,得 
yi =y + 大 (cj 二 czka) ， 
有 = 扎 x yo ) ， (10.33 ) 
1 =FCx +ay +DRE) 0O<as po <1， 
其 中 cue ya ,b2 为 待定 系数 ,看 看 如 何 确定 它们 使 (10. 33 ) 式 的 精度 尽量 高 . 为 
此 我 们 分 析 局 部 截断 误差 y(x,,, ) -7 因为 =y(x,) ,所 以 (10.33) 式 可 化 
为 
7 =Y( xn) +R(ci 有 +cajo) ， 
=7xs,y(xn)) =7 (xn)， 
=Fx, +a 天 7y(x ) +DRE) (10.34) 
=.Fx。,y(x。)) +asjir (xy(%。) ) + 
DEF Cxzssy(z)) +O(P).0<a br<1， 
其 中 天 在 点 (办 ,y(x)) 作 了 秦 勒 展开 . (10. 34) 式 又 可 表 为 


忆 
7 CD Me 二) 了 () + 人 + 记 太 人 +O(P)， (10.35) 


RM 
全 一 


因为 在 y(z si) =y(z) + 有 (ao) + 二 扩 (m) +O( 全 ) 中 区 = 用 = 太 + 所 , 可 见 
为 使 误差 y( xs) -yti =0O( 户 ) ,只 需 令 

cl +c =1,ac =1X2 ,57/as =1， (10.36) 
待定 系数 满足 (10. 36) 的 (10. 33) 式 称 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 . 由 于 (10. 36) 式 有 
4 个 未 知 数 ,3 个 方程 ,所 以 解 不 叭 一. 我 们 举 出 其 中 的 三 个 为 例 : 


取 。 = o = 半 ,a; =b =1, 则 (10.33) 式 为 改进 的 欧 拉 公式 


ya 二 + 本 (和 + 有 2) ， 


大， = 所 xy。) 9 
1 = 所 x 十 瑚 ,7 十 瑚 有 ). 


(10.37 ) 
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取 o =0,c =1,o =b = 寺 , 则 (10.33) 式 为 中 点 公式 


2 

ynyi = 十 /2 ， 

大 =. 所 xy，)， (10.38) 
T I 

8 = 几 < + + 下 中 

1 3 2 
取 Ca = 才 ，2: 一 才 ?，22 = 0 = 了 , 则 (10. 33 ) 式 为 休 恩 (Heun ) 公式 

无 

nyl = 加 + 下 (有 +352) ， 

5 = 所 xy) ， (10.39) 


凋 = 几 x + 全 + 了 hb 
可 以 证 明 ,在 [x,,x,*ij 内 只 取 2 点 的 龙 格 - 库 塔 公式 精度 最 高 为 2 阶 . 
(二 ) 二 阶 龙 格 - 库 堪 方法 的 MATLAB 程序 


根据 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 (10. 33) 式 和 (10. 36) 式 编写 的 求解 常 微分 方 
程 初 值 问题 (10. 5 ) 的 MATLAB 程序 如 下 . 


用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10. S) 的 数值 解 的 
MATLAB 主 程序 


输入 量 .junfen 是 函数 所 x,y) ,jun 是 初 值 问题 的 精确 解 函数 ,ze 和 % 是 初 
值 y(xo) =yo, 是 自 变量 * 的 最 大 值 ,C = (cc ,az,b) 是 (10.36) 式 的 参数 
组 成 的 数组 , 是 步 长 . 

输出 量 :向 量 导 的 元 素 是 自 变量 x 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 33 ) 式 
和 (10. 36) 式 求 出 初 值 问题 (10.5) 在 向 量 蕊 的 元 素 处 的 数值 解 ,fxy 是 在 向 量 马 
的 元 素 处 的 精确 解 ,” 是 自 变量 x 取 值 的 序号 ,wucha(k +1) =norm(Y(k +I) 
-Y(k)),wch(k) =norm(fxy(k) -Y(k) ) ,并 画 出 数值 解 和 精确 解 的 图 形 . 














function [KkK,X,Y,Efxy,wch,wucha,P] =RK2(funfcn,fun,x0,b,C,y0,h) 
XxX=Xx0iy=yYy0;p=128;Dn=fix((b-x0)h); fxy =zeros(p,1LI); 
wucha = zeros(p,1); wch =zeros(p,1);X=zeros(p,1); 
Y=2zeros(p,1Iength(Gy));K=13;XCK) =XxyY(k,:) =Yy 
儿 绘 图 . 
clc,x,hvy 

多 计算 
弛 Exy =xy(:); 
Eor KXK =2: 了 n+L1L 
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X=x+hia2 =C(3);b21 =C(4);cl =C(1);ic2 =C(2)3;xL =X+a2y#khi 
k1l1 = feval(funfcn;,x,y); 
YL =yY+b21*+hyklijk2 =feval(funfcn,xl,yl); 
fxy(k) = feval(fun,x); 
Y=Yy+h#k(cl*kl+c2ykk2)3;X(K) =XxiY(K,:) =YiK=k+1i 
Plot(X,Y，mh ",X,fxy，bo ") 
grid,xlabel(' 自 变量 X') ,ylabel(' 因 变量 Y') 
legena( ' 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 ay/dx =E(x,y),y(x0) =Y0 在 
[x0 ,b] 上 的 数值 解 '，Y/dx =f(x,y),y(x0) =Y0 的 精确 解 yY=I(x) ) 
enQ 
% 计算 误差 . 
for KkK=2: TD+1l 
wucha(k) =norm(Y(k -1) -Y(k));wch(k) =norm( fxy(k) -Y(k)); 
enaQ 
X=X(1: k)3Y=Y(1: Kk,:)3fxy =fxy(1: k,:); 
n=1:kiwucha =wucha(1: k,:); 
wch =wch(1: k,:);P=[n',X,Y,fxv,wch,wucha]; 


例 10.5.1 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 初 值 问题 





名 1 -- 227 ,0 和 xx< 和 2， 
dx 1 +x 
yl.-o=0 


的 数值 解 , 取 。 = 二 ,cs = 于 ,as = bo = 子 必 = 二, 并 计算 与 精确 解 的 误差 ,画册 


精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
解 〈1) 先 求 精确 解 . 输入 程序 


> >y=dsolve('(Dy)+(2*x+y)/(L+x*2)-1=0'Y(0) -=0'，x') 
运行 后 屏幕 显示 常 微分 方 和 在 给 定 初始 条 件 下 的 精确 解 了 如 下 
Y = 


(X+1ZA3*Xx*3)/ (1+X2) 


(2) 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 初 值 问题 的 数值 解 ,并 计算 误差 ， 画 出 精确 解 
和 数值 解 的 图 形 . 
@@ 对 此 问题 的 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (10.33) 的 具体 形式 为 


xz = + 下 了 =0,12，…-,[2 生 | ， 





ys1 三 yn 十 瑚 (cj +czj) ,有 =0,1,2，…， 








。 2X y 
天 =1 - 录 =， 
， 1 + 
2 二 GD 大 十 总 严 天 
有 =1- (xn。 + G2 卢 ) (yn 21 0 < 5 <1. 


1 +(x。 + aa 下 ) 
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@) 编写 并 保存 名 为 funfcn.m 和 fun.m 的 M 文件 如 下 
function E=funfcn(x,y) 
E 三 二 .= 人 2 二 到 评 )X (1 款式 <27 3 
functiony=fun (x) 
茵 三 人 匡 市 玫 交 本部 和 站 人 条 症 2 人 7 

@) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 
> > x0=0;ijb=2;C=[1/4,3/4,27X3,2Z3];jyo =0;h =174; 

和 [K,X,Y,fxy,wch,wucha,P] =RK2(@ funfcn,@ fun,x0,b,Cc,y0,h) 
由 将 运行 后 计算 的 结果 列 入 表 10 -9, 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 ( 见 图 
10 -14) . 





图 10 -14 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 初 值 问题 


表 10 -9 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 初 值 问题 







区 二 7 有 了 27 了 
0. 500 0 0. 403 4 0.433 3 0.029 9 
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续 表 







Xn | 下 7Cx 一 和 | > 赴 % ” ]。 | 栈 


















































4 0.750 0 0.534 8 0.570 0 0.035 2 0. 131 4 
5 1. 000 0 | 0. 637 9 0. 666 7 | 0.028 8 0. 103 1 
6 1. 250 0 7123 沁 0.741 9 浊 0.016 7 | 0.087 3 
7 1. 500 0 0. 804 2 证 0. 807 7 0. 003 4 0.079 1 
8 1.750 0 0. 879 4 [有 870 5 0. 008 9 0.075 
9 2. 000 0 | 0. 952 9 05933.3 0.019 6 0.073 5 


从 图 10 -14 和 表 10 -9 可 见 , 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 初 值 问题 的 数值 解 
明显 地 改善 了 精度 . 


10.5.3 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 及 其 MATLAB 程序 
(一 ) 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 
要 进一步 提高 精度 ,必须 取 更 多 的 点 ,如 果 在 区 间 [x.,x,,,] 内 取 r=3 个 
点 ,由 (10.32) 式 和 (10.31) 式 ,得 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 形式 为 
Jr 十 (ci + cz 大 2 +csps ) ， 
及 = 故 xyn) ， 
记 = 所 x+ ao 太 ,y， +boiji) ， 
及 = 开 x 十 G3 太 7 + 用 (DFE +baak2)]， 


(10.40) 


其 中 


Gi 生态 林 亢 三 1 


Ga2C2 十 035C3 三 9 


法 
2 
azc， + aic 3 
人 


9 


(10.41) 
aaba3ac3 = 艺 ， 
aa =D2i， 
a3 = 3 二 0 
因为 方程 组 (10. 41) 含 八 个 未 知 数 和 六 个 方程 ,所 以 有 多 组 不 同 的 解 ,因此 
有 多 种 不 同 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 . 取 ci = 二 ,cs = 子 ,o = 下 ,=bo = 


0 = 一 1 本 =2, 则 (10. 40) 式 为 常用 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 . 





5 人 5 一 
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(二 ) 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 MATLAB 程序 
根据 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 (10. 40) 式 和 (10. 11) 式 编写 的 求解 常 微分 方程 
初 值 问题 (10.5) 的 MATLAB 程序 如 下 . 


用 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10. 5) 的 数值 解 的 
MATLAB 主 程序 


输入 量 :ren 是 函数 几 x,y) , 户 n 是 初 值 问题 的 精确 解 函数 ,xo 和 yy。 是 初 
值 y(xo) =yo,8 是 自 变量 x 的 最 大 值 ,C = (ci,e,es,ai,as,bx ,bi ,bi ) 是 
(10. 40) 式 的 参数 组 成 的 数组 , 疡 是 步 长 . 

输出 量 : 向 量 夺 的 元 素 是 自 变 量 * 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 40 ) 式 
和 (10. 41 ) 式 求 出 初 值 问题 (10. 5) 在 向 量 无 的 元 素 处 的 数值 解 ,Aey 是 在 向 量 忆 
的 元 素 处 的 精确 解 ,是 自 变量 * 取 值 的 序号 ,wucha(k +1) =norm(Y(k +1) 
-Y(E)),wcn(K) = norm(Exy(k) -Y(k)) ,并 画 出 数值 解 和 精确 解 的 图 形 . 


function [kk,X,Y,fxy,wch,wucha,P] =RK3(ftunfcn,fun,x0,b,C,y0， 

















) 
Xx=x0iy=y0;yp=1283n=fix((b-xo)vh)i 
fxy = Zeros(p,1)3;wucha =Zeros(P,1); 
wch =zZeros(p,1);X=zeros(p,1); 
Y=zeros(p,1length(y))3;K=13;X(K)=xyY(k,:) =Yy ; 
和 绘图 . 
CC X YY 
% 计算 
双 fxy = Exy(:)， 
for KK=2: mn+Lt 
x=x+hia2 =c(4); aa =c(5);b21 =c(6); b31 =c(7); 
b32 =C(8);icl =C(1)ic2=C(2)j;c3 =C(3); xl =x+a2#khi 
X2 =X+a3*khikt =feval(funftcn,Xx,y); yl =y+bp21*h# Ki 
.k2 =feval(ftunfcn,xl,yl); 
Y2 =yY+b31*hykkl+b32*xhyrk2;ik3 =feval(funfcn,x2,Yy2); 
fxy(Kk) =Eeval(fun,x); 
YY=YyY+hy(clkk+c2ykk2+c3*#k3)X(K)=xiY(k,:)=-yix=xkx+li 
PlLot(X,Y，Lrp ",X,fxy，bpo ')， 
grid,xlabel( " 自 变 量 X") ,ylabel(' 因 变量 Y 7?) 
Legend( 用 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 ay/dx =Ef(x,y),yY(x0) =Y0 在 [x0， 
bj] 上 的 数值 解 '，y“-dax =f(x,y),y(x0) =Yy0 的 精确 解 y>=E(x) ) 
会 联 叶 


多 计算 误差 . 
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for K=2: +1l 
wucha(k) =norm(Y(k -1) -Y(k)); wch(k) =norm( Exy(k) -Y(k) ); 


end 
X=X(1:'k);Y=Y(1: kk,:);fxy=fxy(1: k,:)3n=1: Ki 


wucha = wucha(1: K,:)iwch =wch(1: k,:);3P=[n ",X,Y,fxy,wch， 





wucha]; 
例 10.5.2 用 常用 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 
dy _ 2xy 
到 = T 2， 0 三 x 和 2， 
y| .，=0 
1 2 1 1 
的 数值 解 , 取 Ci = 一 了 本， =66，2> = 02 了 ，2s =1 工 ,205 三 一 1 ,202 =2 ,六 = 


二 ,并 计算 与 精确 解 的 误差 ,画册 精确 解 和 数值 解 的 图 形 , 
(1) 对 此 问题 的 常用 的 三 阶 龙 格 < 库 塔 公式 的 具体 形式 为 

















解 
, 已 一 xo 
区 二 %o0 + 矶 j=0,1,2， | 天 ]， 
yl = 十 万 (ci +czjas +csja) ,=0,1 2 
2X ,7Y 
开 =1 _ 办 二 ， 
! 1 十 和 
2(x。+ao 户 )( 7。 + pop ) 
2 1+(x +aoR) ” 
=1 2(x。 + G3 有 ) (7。+ p3I 大 大 + ba32R12) 
14+(x +asj) ， 
2 1 1 
取 c; = 6 ， C2 二 3 ，C3 一 6 ,aa = = 2s =1,53 = 一 1,b3: =2， 


(2) 编写 并 保存 名 为 funfcn.ma 和 funm 的 M 文 件 如 下 
functionf=funfcn(x,y) 
E=1-(2*xx*y)/ (LI+Xx?2)3 
functiony=fun(x) 

Yy=(xX+1/A3:#X3)/A(L+X” 2)3 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 
> > x0 =0ib=2;cl=1/6;c2 =27/33c3 =1I/63a2 =17A2; 
aa -=1;b21 =17/23;b31 = -1;b32 =2; 
c =fcl,c2,c3,a2，a3,b21,b31,b32]jy0 =0ih=17/4i 


[kk,X,Y,fxy,wch,wucha,P] =RK3(@funfcn,@fun,x0,b,C,y0,h) 
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将 运行 后 计算 的 结果 如 表 10 - 10 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 见 图 10 - 15. 
表 10 -10 用 常用 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 








0. 250 0 0. 229 3 0. 240 2 
0. 500 0 0.407 0 














10 -15 常用 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问 题 
从 图 10 -15 和 表 10 - 10 可 见 ,用 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 比 二 阶 龙 格 - 库 塔 
方法 求 初 值 问 题 的 数值 解 的 精度 更 高 
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10.5.4 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 
如 果 在 区 间 [x,,x., ] 内 取 r=4 个 点 ,由 (10.32) 式 和 (10.31) 式 ,得 四 阶 龙 
格 - 库 雯 方 法 的 格式 为 
7 =y 十 太 (ciE +co8 +cs8 Tc ) ， 
太 = 扎 xy) ， 
有 =Kx +aP 7 +D RE)， (10.42) 
有 =Ex +apy + 有 (CD +D 1)]， 
有 = 用 x+a 有 ,7 十 大 (二 Do 二 3)]， 
其 中 待定 系数 cl,a; , 妃 共 13 个 ,经 过 与 推导 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 类 似 、 但 更 复杂 
的 计算 ,得 到 使 局 部 误差 y(x) -yi =O(A) 的 11 个 方程 . 取 既 满足 这 些 方 
程 .又 较 简 单 的 一 组 cl,ai,by， 可 得 
7 = 刀 + 全 (用 +24。 +2 大 十 大 ) ， 
= 所 xyn)， 


户 大 
1 = 一 一 上 . 
> 川 “+ 了 +， (10.43) 


天 天 
3 -= + 三 ,yn 4 于)， 


有 = 所 x 十 屎 ,7 。 十 万 大 ) 

这 就 是 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 . | 

(二 ) 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 MATELAB 程序 

分 别 根 据 一般 四 阶 龙 格 -~ 库 塔 方法 (10. 42) 和 常用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 
(10. 43 ) 编写 的 求 常 微 分 方程 初 值 问 题 (10. 5 ) 的 两 种 MATLAB 程序 如 下 .， 
| 用 一 般 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 (10.42) 式 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10.5)| 
的 数值 解 的 MATLAB 主 程序 1 

输入 量 : 放 npen 是 函数 扩 *,7) ,un 是 初 值 问题 的 精确 解 函 数 ,xo 和 yo 是 初 
值 y(xo) =y ,是 自 变 量 * 的 最 大 值 , 疡 是 步 长 ,C = (cycz,csyciyazyas,at， 
b。 ,bj, ,bs ,bu ,bo ,bs) 是 (10.42) 式 的 参数 组 成 的 数组 . 

输出 量 :向 量 羽 的 元 素 是 自 变 量 x 的 取 值 ,向 量 Y 的 元 素 是 利用 (10. 42 ) 
式 求 出 初 值 问题 (10.5) 在 向 量 互 的 元 素 处 的 数值 解 , 庆 y 是 在 向 量 巨 的 元 素 处 | 
的 精确 解 ,nm 是 自 变量 x 取 值 的 序号 ,wucha(k +1) =norm(Y(K +1) -| 
Y(k)) ,wch(k) = norm(fxy(k) -Y(k) ) ,并 画 出 数值 解 和 精确 解 的 图 形 . 

















hy) 
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function [k,X,Y,fxy,wch,wucha,P] =RK4 (funfcn,fun,xo,b,c,y0， 


x=x0;y=y0;jp=128;n=fix((b-x0)h); fxy=zeros(p,1); 
wucha = zeros(p,1);，wch=zeros(p,1)3;X=zeros(p,1); 
YY=zeros(p,Length(y));y xx=1;X(Ck)=x;Y(Kk,:)=yY ; 
狗 绘 图 . 
ClLcy,X,hPh,y 
多 计算 
% fxy=fxy(:); 
for k=2: +1 - 
x=x+hia2 =C(5);，a3 -=c(6);，a4-=c(7);b21 =c(8); b31t =c(9); 
b32 =C(10);， pb41 =C(11)3; b42 =C(12);，b43 =C(13)3;cl =C(1); 
c2 =C(2)j;ic3 =C(3);ic4=C(4); xlL =X+a2*#hiXx2=X+a3xhs 
Xx3 =X+a4#khikl=feval(ftunfcn,x,y); yl =y+b21*hykk1; 
K2 = feval(funfcn,xt,yt);y2 =y+b31*hykkl +b32+hykk2; 
k3 = feval(funfcn,x2,y2); 
Y3 =yY+Pp41 半 PhKL+Pb42 相 了 林 k2 +Db43 本 卫 水 KK33 
xk4 =Eevalf(funfcn,x3,y3); fxy(k) =Eeval(ftun,Xxy); 
y=YyY+hy(clzkkl+c2+kk2+c3*#k3+C4*k4a); 
X(K) =xjyY(k,:)=Yyik=k+1;i pliot(X,Y，rp ',X,fxy，bo ")，g9ria 
xlabel(' 自 变量 X ) ,ylabel( ' 因 变量 Y 7") 
1egend( ' 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 dy/ax =f(x,y),y(x0) =Yy0 在 [x0， 


bj 上 的 解 '、y/-dx =f(x,y),y(x0) =Y0 的 精确 解 Y =f(x)”) 


enmda 

色 计算 误差 . 

for K=2: mn+1 

wucha(k) =norm(Y(k -1) -Y(k)); wch(k) =norm(Exy(k) -Y(CK) ); 
ena 

X=X(1: kk)yY=Y(1:k,:);txy =fxy(1: Kk,:); 

mn =T: kiywucha =wucha(1: Kk,:); 

wcn =wch(1: Ki,:)iP=[n'",X,Y,fxy,wcnh,wucnalji; 


另外 ,还 可 以 根据 常用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (10.43 ) 编 写 求解 常 微分 方程 


初 值 问题 (10.5) 的 MATLAB 程序 如 下 : 





用 常用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 的 | 
MATLAB 主 程序 2 

输入 量 :urnjen 是 函数 所 x,y) ,zxo 和 yo 是 初 值 y(xo) =yo 必 是 自 变 量 * 的 最 
大 值 ,六 是 步 长 ， 

输出 量 :* 是 自 变 量 * 的 取 值 ,y 是 利用 (10. 43 ) 式 求 出 初 值 问题 (10. 5 ) 在 
xx 处 的 数值 解 . 
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function [x,y] =RKc4(x0,b,y0,hy) 

for x = x0 :h:b 
Kk1L =funfcn(x0o,y0); 
k2 = funfcn(x0 +hv2,y0 +hyklv2); 
K3 = funfcnf(x0 +hA2,Yy0 +hy#kk2A2)i 
k4 =funfcn(x0 +h,y0 +h*#k3); 
YyY=y0+hx(kl+2xk2+2*k3+k4)/ 6; 
X=Xx0+hi[x,y];x0 =x;y0 =Yi; 





end 
[x,y]i 
例 10.$.3 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 
dy 2x7 
=1 TY 0 和 <， 
了 ,oo=0 





的 数值 解 必 = 村 ,并 计算 与 精确 解 的 误差 ,在 同一 图 形 窗口 画 出 例 10. 5. 1 、 例 


10. 5. 2 和 本 例 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
解 方法 1 (1) 对 此 问题 的 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (10.43 ) 的 具体 
形式 为 





本 + 天 了-012 灾 | 一 "| ， 


yi =7y,+ 天 (clip +czj +csja +co) =012，…， 








2xny， 
和 1 十 Xi 
人 1 _2(xo+aah)(yn+bapi) 
“ 1+(xz +ao) 太 ) ? 
上 -1 2 + 03 瑚 )( 7。 二 D3 天 天 十 D32 瑚 大 ) 





1+(x + 用 ) 
1 2(X%Y。+ G4 及 ) ( y。+ 四 用 大 十 5842 万 大 十 D43 瑚 大 3 ) 
1+(x 二 asj) 





及 = 


1 
取 03 = 04 = 2 =0,043 =1 ,ci = 6 二 y C3 二 0C4 二 





(2) 编写 并 保存 名 为 funfcn.m 和 fun:m 的 MATLAB 程序 . 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 
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区 :9 三 人 3 二 二 条 生生 0 二 王 3 

subplot(3,1,1) 

区 二 [TS 3 

[k,X,Y,Exy,wch,wucha,P] =RK2(@ funfcn,@ fun,x0o,b,C,y0,hb) 
sbplaatt35 2) 

全 主 过 二 过 在 大 人 三 和 了 和 3 扣 各 二 业 六 人 4 王 交 全 二 允 了 二 3 三 开 各 

b21 =I7Z2;b31 = -1;b32 =2; 

区 三 下 区 5 下文 3 有 3 可 全 3 区 2 和 5 了] 
[k,X,Y,Exy,wch,wucha,P] =RK3(@ funfcn,G@ fun,x0,b,C,y0,Ph) 
ooN Rs 过 全 二 这 在 堆 

王 三 下 EGG 三 荆 7Z30E3 三 相克 3 4 三 王 汉 2 三 二 73 和 间 汪 二 工区 

a4 三 Lib21 =1723b531=03p32 =17237 bp41 =0yb42 =03b43 = 工 ; 


C=[cl,c2,c3，c4,a2, a3，a4,b21,b31,b32 ,b41,b42 ,b43] ; 
[k,X,Y,fxy,wch,wucha,P] =RK4(@ funfcn,@ fun,x0,b,C,y0o,hy) 
将 运行 后 计算 的 结果 如 表 10 -11 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 见 图 10 - 16. 
表 10 -11 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 







































































2 下 0. 250 0 05:229 2 0. 
党 国 0. 500 0 0.406 7 0. 
4 0.750 0 0. 539 0 0. 
和 1.000 0 | 0. 642 3 0. 
6 1. 250 0 0.729 2 0. 
人 1. 500 0 0. 807 7 0.078 5 
8 1.750 0 0. 882 3 0.0746 
2 2. 000 0 作 : 沁 3 0.073 0 








方法 2 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 


> > x0=015=23Y0=0D=I17Z43 
[x,y] =RKc4(x0,b,y0,h) 


运行 后 输出 结果 ( 略 ). 


需要 说 明 的 是 , 当 r=1,2,3,4 时 , 龙 格 - 库 塔 公式 (10.31) 式 和 (10. 32) 式 


的 最 高 阶 数 恰好 是 r; 当 ">4 时 , 龙 格 - 库 塔 公式 的 最 高 阶 数 不 是 ,如 -~=5 时 ， 
龙 格 - 库 塔 公式 的 最 高 阶 数 仍 是 4, 当 r=6 时 , 龙 格 - 库 塔 公式 的 最 高 阶 数 是 
5. 因为 龙 格 - 库 塔 方法 的 导出 基于 泰勒 展开 ,所 以 它 要 求 所 求 问 题 的 解 具有 较 
高 的 光滑 度 . 当 解 充分 光滑 时 ,四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 确实 优 于 二 阶 或 三 阶 龙 格 - 


792 第 十 章 ，” 常 微分 方程 (组 ) 求 解 


用 二 阶 龙 格 - 二 项 方 医生 昔 /dx=fx ,yi 二 xD 
4 OO yd 吵 JP 的 精囊 E 1 


| 玄 用 四 阶 龙 格 - 库 增 将 四 的 数 
口 和 几 人 





图 10 -16 ”用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问 是 


库 塔 方法 . 对 于 大 量 的 实际 问题 ,四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 一 般 可 以 达到 精度 要 求 . 
如 果 解 的 光滑 性 差 , 则 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 初 值 问题 (10. 5 ) 的 数值 解 的 效 
果 可 能 不 如 二 阶 或 三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 . 因此 ,实际 计算 时 ,需要 根据 问题 的 具 
体 情 况 来 选择 合适 的 算法 . 


10.5.5 自 适 应 龙 格 - 库 塔 方法 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 自 适应 龙 格 - 库 塔 方法 

一 般 来 说 , 步 长 越 小 ,截断 误差 就 越 小 . 但 是 , 随 着 步 长 的 缩小 ,由 起 始点 计 
算 到 给 定点 所 需 的 步 数 就 增加 了 . 步 数 的 增加 ,不 但 引起 计算 量 的 增 大 ,而 且 可 
能 导致 舍 人 误差 的 严重 积累 . 因此 ,在 实际 计算 时 ,需要 选择 适当 的 步 长 ,在 满足 
- 精度 要 求 的 前 提 下 , 尽 可 能 地 减少 计算 步 数 . 一 种 有 效 的 措施 就 是 在 计算 过 程 
中 ,根据 初 值 问题 (10.5) 的 解 函 数 yY(x) 的 变化 的 不 均匀 性 ,在 计算 的 过 程 中 自 
动 地 调整 步 长 , 即 自 适应 算法 . 自 适 应 算法 是 提高 计算 效率 的 有 效 算法 . 因为 前 
面 介绍 过 的 解 微 分 方程 的 数值 解法 需要 使 用 等 距 节 点 , 自 适 应 算法 是 在 解 本 数 
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Yy(z) 性 态 好 (如 函数 值 变化 不 大 等 ) 的 子 区 间 上 步 长 不 变 ,而 在 另 一 些 性 态 不 好 
(如 函数 值 变化 巨大 等 ) 的 子 区 间 上 缩小 步 长 , 插 人 较 多 的 节点 . 自 适应 算法 的 
基本 思想 是 通过 数值 方法 辨识 解 函 数 y(x) 的 性 态 ,进而 进行 合理 地 痢 分 . 常用 
的 自 适应 算法 之 一 是 自 适应 龙 格 - 库 塔 方法 ,其 具体 方法 如 下 . 

设 用 - 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 y + 我 们 首先 从 y, 出 发 ,以 步 长 请 计算 一 步 


所 得 y( xi,i) 的 近似 值 为 yo ,以 步 长 过 计算 两 步 得 y( x,) 的 近似 值 为 7 加: 由 


于 r 阶 龙 格 - 库 塔 公式 的 局 部 截断 误差 为 0( 瑚 ”) , 且 y52 (xz) 在 小 区 间 [x。， 
xs 上] 上 变化 不 大 , 故 有 
y(z1) -7 一 cp ， (10.44) 


7+1 


yx -区 各 ~2e( 二 (10.45) 
将 (10.45$) 乘 以 2" 减 (10.44) ,得 


(2 -1)y(z) -27( 肥 +yt5 一 0， 
从 而 有 


工 三 
(ss -下 = (10.46) 


这 样 ,可 以 根据 事后 误差 估计 (10.46) 式 中 4 的 大 小 来 选择 合适 的 步 长 . 
自 适 应 龙 格 - 库 塔 方法 按 以 下 过 程 进行 : 先 以 户 为 步 长 ,从 点 局 出 发 计算 


一 步 得 y(z + 间 的 近似 值 为 yt ,再 以 元 为 步 长 ,从 点 z 出 发 计算 两 步 得 


y(x. + 问 的 又 一 个 近似 值 为 了 ( 塌 . 对 于 预先 给 定 的 容 限 e, 分 下 列 三 种 情况 处 
理 : 

(1) 如 果 A<e, 且 相差 不 多 , 则 表明 步 长 是 合适 的 , 取 y(z;) 一 yi = 
yo ,并 以 天 为 步 长 计算 点 *,,， 处 的 近似 值 yz; 

(2) 如 果 4A <<e, 则 表明 步 长 过 小 ,应 该 反复 将 步 长 加 倍 进行 计算 ,直到 A >e 
为 止 . 此 时 前 一 次 的 计算 结果 为 y ,，, 步 长 即 为 是 合适 的 步 长 ,以 此 步 长 继续 计算 ; 

(3) 如 果 4 > e, 则 表明 步 长 过 大 ,应 该 将 步 长 折 半 再 进行 计算 ,直到 满足 A 
<2 为 止 . 

(二 ) 常 微分 方程 (组 ) 的 刚性 和 非 刚性 

根据 常 微分 方程 (组 ) 的 描述 问题 的 性 质 , 可 将 常 微分 方程 划分 为 刚性 方程 
和 非 刚性 方程 . 这 里 对 刚性 方程 只 给 直观 的 描述 ,更 详细 的 内 容 请 参见 有 关 书 籍 
(如 唐 立 山 等 编著 的 《 非 数值 并 行 算法 (第 一 册 )》, 由 科学 出 版 社 1994 年 出 版 ). 
自然 界 各 种 现象 发 生 的 每 一 过 程 都 是 及 其 复杂 的 ,往往 包含 许多 子 过 程 及 其 它 
们 之 间 的 相互 作用 ,其 中 有 些 子 过 程 表 现 为 快 的 变化 ,而 有 些 则 相对 慢 些 , 且 变 
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化 的 速度 可 以 相差 非常 大 的 数量 级 ,相应 地 描述 这 些 子 过 程 的 常 微分 方程 (组 ) 
的 解 中 也 将 包含 快 变化 和 慢 变 化 的 分 量 , 如 果 在 一 个 过 程 中 的 快 变量 过 程 与 慢 
变量 过 程 的 变化 速度 相差 非常 大 ,在 数学 上 称 这 种 过 程 具 有 "刚性 ”, 而 描述 这 
种 过 程 的 常 微 分 方程 (组 ) 称 为 刚性 方程 (组 ) ,也 称 为 病态 方程 (组 ) 或 坏 条 件 
方程 (组 ). 否则 称 为 非 刚性 方程 (组 ). 对 于 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 了 了 =4? 
+ 上 久 如 果 它 的 雅 可 比 和 矩阵 4,,, 的 特征 值 相差 十 分 悬殊 , 则 称 此 微分 方程 组 是 刚 
性 的 . “刚性 "问题 在 控制 系统 工程 .电子 网 络 .生物 学 ,物理 学 及 化 学 动力 学 过 
程 中 经 常 遇 到 . 正 是 由 于 这 种 性 质 , 使 得 传统 的 常 微 分 方程 (组 ) 数 值 解法 遇 到 
极 大 的 困难 . 在 MATLAB 系统 中 ,提供 了 数值 解 刚 性 和 非 刚性 常 微分 方程 的 程 
序 . 根据 微分 方程 组 刚性 的 不 同情 况 (特征 值 相差 悬殊 的 情况 ) ,应 该 采用 不 同 
的 求解 函数 ,才能 得 旬 较 好 的 效果 . 

(三 ) 解 常 微 分 方程 初 值 问 题 的 MATLAB 库 函 数 

在 MATLAB 系统 中 ,有 七 个 专门 用 于 解 常 微分 方程 初 值 问题 的 库 函 数 , 具 
体 的 库 函 数 名 .解决 问题 的 类 型 .精度 及 其 适用 范围 参见 表 10 - 12. 

表 10 -12 解 常 微分 方程 初 值 问 题 的 库 函 数 
oaQei] 间 题 类 型 | 精 麻 适用 对 和 象 
oqe45 非 刚 性 中 等 多 数 情 况 下 可 优先 适用 ,但 不 能 用 来 解 刚 性 问题 

- 不 能 解 刚 性 问题 , 当 误 差 容 限 要 求 严 格 时 ,效果 较 
oaqe45 好 
可 用 来 解 中 等 刚性 问题 ,或 澡 差 允 许 范围 较 宽 的 问 
可 用 来 解 刚 性 问题 , 当 采 用 eqe45 失败 或 效果 很 差 
时 .可 考虑 适用 
可 用 来 解 刚 性 问题 , 当 误 差 容 限 较 宽 时 ,效果 较 











odel13 非 刚性 低 到 高 








oade23 非 刚性 较 低 





odel15s 刚性 低 到 高 








Daqe23S 刚性 低 








oqdel5s 好 
可 用 来 解 刚 性 问题 , 当 误 差 容 限 较 宽 时 ,效果 较 
ode23tb 刚性 低 
oaqae15s 好 
ode23t | 适度 刚性 低 可 用 来 解 刚性 问题 ,但 要 求 无 数值 衰减 














表 10 -12 中 oade23,ode45,ode23s 等 库 函 数 主 要 采用 自 适 应 龙 格 - 库 
塔 方法 .其 中 oae23 系列 为 采用 二 阶 .三 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ,ode45 系列 为 采 
用 四 阶 .五 阶 龙 格 - 库 塔 方法 .一 般 来 说 ,oae45 比 oae23 的 积分 段 少 ,运算 速 
度 更 快 一 些 . 表 10 - 12 中 每 个 库 函 数 的 详细 说 明 ,请 在 MATLAB 工作 窗口 输 和 人 
命令 :help 函数 名 进行 查询 . 

表 10 - 12 中 每 个 库 曙 数 的 一 般 调 用 格式 有 如 下 几 种 : 
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调用 格式 一 :LT,Y] = oqeij (@ODEFUN ,TSPAN,Y0 ) 

输入 量 :(1) OpDEFUN 是 由 待 解 的 微分 方程 (组 )y = 有 扎 2y) 中 国 数 拟 27) 写 
成 M 函数 文件 名 ;区 是 初始 条 件 ; 用 于 解 半 个 未 知 函 数 的 方程 组 时 ,mm 和 了 了 均 为 
! 维 向 量 ,M 文件 中 的 待 解 方程 组 应 以 工 的 分 量 形 式 写 成 . 

(2) TSPAN = [TO TFINAL] 是 积分 区 间 ,其 中 T, ,Te 分别 为 自 变量 上 的 
初 值 和 终 值 ; 一 般 情况 下 输入 TSPAN = [T0 TFINRAL]; 如 果 要 求 输出 在 指定 点 
ti=7,7T Tu 处 的 微分 方程 的 数值 解 了 = 页, 闷 ， ,Fa , 则 输入 TSPAN 
= [TO T1 ... TFINAL]; 等 步 长 时 用 t 上 =T0O:k:TFINAL ,输出 了 是 在 [7， 
7rws] 上 的 等 分 点 4= To + 内 (nm=0,1,2，…,m) 处 的 数值 解 . 

(3) 上 的 步 长 是 程序 根据 误差 限 自动 选 定 的 . 

(4) odeij 表示 表 10 -12 中 每 个 库 函 数 名 . 

输出 量 : 了 和 了 是 自 变量 上 和 7y'” = 所 5257y) 在 自 变 量 上 的 值 ( 列 向 量 ) 了 处 的 数 
值 解 ( 列 向 量 ). 

调用 格式 二 :[T,Y] = odqeij (@ODEFUN ,TSPAN,Y0 ,OPTIONS ) 
其 中 (1) 输入 量 ODEFUN ,TSPAN,Y0,odaeij 和 输出 量 Y 和 了 同上 :; 

(2) OPTIONS 是 用 来 设置 一 些 可 选 的 参数 值 , 缺 省 时 相当 调用 格式 一 . 一 
般 地 被 用 于 设 定 误差 限 , 即 数 量 的 相对 误差 限 RelTol `( 缺 省 值 为 le -3) 和 
向 量 的 各 分 量 的 绝对 误差 限 " AbsTol ` (各 分 量 的 缺 省 值 为 le -6). OPTIONS 
是 用 函数 OpESET 创建 的 ,详细 内 容 请 察看 help ODESET. 

调用 格式 三 :[T,Yj = odqeij (@ OoODEFUN,TSPAN,Y0,OPTIONS,P1， 
P2 本 
其 中 (1) 输入 量 oOpEFUN,TSPAN,Y0 ,oadeij,OPTIONS 和 输出 量 了 和 了 同上 ; 

(2) P1,P2 ,..-. 的 作用 是 将 附加 参数 已 , 己 …. .传递 给 ODE 文件 (如 ODE- 
FUN(T,Y,P1,P2 ...)) 和 在 OPTIONS 中 的 所 有 函数 .如果 没 有 OPTIONS 参数 
设置 , 则 用 oPTIONS = [ ] 代 替 , 以 便 正 确 传 递 参 数 .如 果 TSPAN 或 没有 被 
指定 , 则 OpDEij 函数 调用 opE 文件 , 令 [TSPAN,Y0，OPTIONS ] = ODEFUN 
([ ],[ ]，init ') 来 获得 在 opEij 函数 调用 时 没有 提供 的 相关 参数 值 ,甚至 
调用 参数 列表 中 末尾 的 没有 的 参数 ,如 格式 oaeij (@ ODEEFUN). 

调用 格式 四 :[T,Y,TE,YE,IE] = oaeij(@ OoODEFUN ,TSPRN,Y0,OP- 
TIONS,P1,P2，...) 

说 明 :此 调用 格式 在 OPTIONS 中 设置 了 一 个 函数 EVENTS ,使 其 调用 格式 
具有 ' Events ' 性 质 , 在 求 如 上 的 解 的 同时 ,还 找 (7,7) 的 哪些 函数 值 是 零 . 在 设 
定 函 数 EVENTS 时 , 才 输 出 开 , 王 , 正 . 其 中 隔 是 事件 发 生 时 的 自 变量 上 构成 的 
列 向 量 , 王 的 每 一 行 是 对 应 7Z 的 数值 解 , 向 量 严 指出 郧 一 个 事件 发 生 . 

以 上 用 法 可 以 通过 下 面 的 例题 学 习 . 
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dy 2x 
ER 了 
例 10.5.4 分 别 用 二 阶 数值 方法 求 初 值 问题 | "< 37 的 数值 
州 :二 
解 ,精确 到 10… ,计算 它 与 精确 值 的 绝对 误差 和 相对 误差 ,并 画 出 精确 解 和 数值 
解 的 图 形 . 
解 (1) 先 求 精确 解 . 输入 程序 
> syYEGsG1Ve(' (DY) =2 本 并 7(3 2)=0 YY(CO7 = 文 ”) 
运行 后 屏幕 显示 常 微 分 方程 在 给 定 初始 条 件 下 的 精确 解 y 如 下 
Yy = 
本 
(2) 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 初 值 问题 的 数值 解 ,误差 10”, 画 出 精确 解 
和 数值 解 的 图 形 . 
@ 编写 并 保存 名 为 funfcn.m 的 MATLAB 程序 如 下 
function f= funfcn(x,Yy) 
玫 三 全 :再 文 沁 (3 下 区 全 让 
Q@) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 
> > options =odeset('RelTol', 1le-4，RAbsTol ,1e-4); 
[t,y] =ode23(@ funfcn,[01.2],1,options) ,yf=(t. 2+1). (1LZ3) 
弃 总 在 《 直 3 站 
grid,xlabel(' 自 变量 X') ,ylabel(' 因 变量 Y ") 
legend(' 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 ay/dx =2x/(3y*2),y(0) =1 在 [0， 
1.2] 上 的 数值 解 ',， ay/vadx =2x/(3Yy*2),y(0) =1 的 精确 解 Y=E(x) ) 
juew =Yf(:,1I) -Y(:,1)， 


xiangw=juew./yf(:,1)，[t,y,yf,juew，xiangw] 
运行 后 计算 的 结果 列 入 表 10 - 13 ,并 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 ( 见 图 10 -17). 
表 10 -13 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 初 值 问题 的 结果 








































人 0.0000 
0. 24 1.018 8 1ol8g8 | ooooo 0.0000 
0. 36 1.041 5 10415 | 0.oo00 0.0000 
0. 48 1.0716 Lo1l6 | 0.0000 0.0000 
0. 60 硬 0.0000 0.0000 
0.72 0.0000 
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续 表 
了 7 了 












自 变量 : “2 


1.194 8 1.194 8 0. 000 0 
下 2 1.243 2 0. 000 0 


和 293 且 1.293.9 0. 000 0 
0. 000 






0. 000 0 


















10 -17 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 dy/ dz =2x/ (3 入) ,y(0) =1 的 数值 解 


通过 上 面 的 计算 结果 可 见 , 用 ode23 求 初 值 问题 的 数值 解 与 精确 值 的 绝对 
误差 和 相对 误差 达到 了 精确 到 10“. 
例 10.5.$S 对 例 10.5.4 也 可 以 将 oade23 函数 换 成 ode45 天 数 求 其 初 值 
问题 的 数值 解 ,精确 到 10 “时 得 到 的 结果 是 相同 的 . 试 对 这 两 种 方法 进行 比较 . 
解 ”编写 名 为 rode23 m 的 M 文 件 
function todqe23 
tici pl =fLopsi 
options =odeset('RelTol',1le-4，RAbsTol ' ,le-4); 


[x,y] =ode23(@ funfcn,[0 1.2],1,options); 
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p2 =flopsi tode23 =toc,pode23 =P2 -PP1 


在 MATLAB 工作 窗口 输入 文件 名 
> > toqdqe23 
运行 后 输出 运行 时 间 如 下 
toqe23 = 
0 .2800 
把 名 为 toae23 .mm 的 M 文 件 中 的 oae23 改 成 odae45. 运 行文 件 名 
> > toqe45 
后 ,得 
toqde45 = 
0.220 0 


从 此 例 所 得 结果 可 以 看 出 ,ode23 比 oae45 确实 慢 一 些 , 但 是 ode23 比 
欧 拉 方 法 要 快 . 
例 10.5.6 ” 先 判 别 方程 组 


由 - -27y +z5+2sin X， 

dx . 

dz - 

到 =9987 - 299z +999(cosx 一 sinx)， 
区 

yl.-o。 =2， 

zl,-o=3 


是 否 是 刚性 的 . 再 分 别 用 oade45 函数 和 odel5s 函数 求 在 [0, 1.2] 上 的 数值 
解 ,精确 到 10 ,将 计算 结果 与 精确 值 比较 ,并 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
解 (1) 在 MATLAB 中 求 刚性 比 . 输入 程序 
>>A-[-21;998 -999]; Tezl =max(abs(real(eig(RA) ))); 
Tez2 =min(abs(real(eig(RA)))); Gxb =Tez1l/Tez2 
运行 后 输出 刚性 比 为 
GXb = 
1000 
因为 刚性 比 1 000 远大 于 1, 所 以 原 方程 组 为 刚性 方程 组 . 
(2) 求 精 确 解 . 输入 程序 
> > Syms XY 2Z 
f='(Dy)-2*rsin(x)-z+2*#y=0,(Dz)+999*#Sin(X) -999 * cos(x) 
+999#k2Z -998*ry=0 7 ; 
[y,z] =dsolve(f,，y(0)=2,z(0) =3 ，X ) 
运行 后 屏幕 显示 常 微分 方程 组 在 给 定 初始 条 件 下 的 精确 解 y 和 z 如 下 
Y 二 忆 三 


2*exp( -xx) +Ssin(Xx) 2*#exp( -xX)+cos(X) 
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(3) 分 别 用 oade45 函数 和 odel5s 函数 解 刚性 方程 的 数值 解 ,误差 10 ”， 


画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 


cos(x) ]; 


@) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 


@ 编写 并 保存 名 为 funfcn.m 的 MATLAB 程序 如 下 


function ff=funfcn(x,u) 


E=[-21;998 -999]*u+[2x*sin(x); 一 999:# Sin(X) +999 


function 1i1056 

options =odeset('"RelTol',1le-1,"aAbsTol ',[1E-1,1e-1]); 
[t,yl] = odel5s(@;funfcn,[0 10],[2 3],options) 

yf =2*exp( -t)+sin(t); zf=2*exp(-t)+cos(t); 

BEGE (EEC 了 和 

holdaon,DLGE(E VE = ;ZE 可 = 一直)3 RoofE 
grid,xlabel(' 自 变量 X'") , ylabel(" 因 变量 衬 ') 

legend(“' 用 oael5s 函数 解 刚性 方程 的 yY =E(x) 数 值 解 ', 用 oadel5s 函数 解 


刚性 方程 的 z =g(x) 数 值 解 ' ,精确 解 y =E(x) ,精确 解 z=g(x) ) 
运行 后 屏幕 显示 计算 的 结果 ( 略 ) ,并 画 出 精确 解 和 用 oae15s 求 的 数值 解 的 图 


形 ( 





见 图 10 -18(a) ). 


丸 用"d955 吕 雪 秀 刚性 广 可 的 天 并 全 角 
一 精确 解 y=fto0 
--、 全 和 9 的 


图 10-18(a) 精确 解 和 用 odel15s 求 数值 解 的 图 
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将 oael5s 改 为 ode45 , 则 画 出 精确 解 和 用 oael5s 求 的 数值 解 的 图 形 
( 见 图 10 -18(b)) 5 


有 46 攻 玫 胡 二 性 方 种 的 二 0 用 全 和 | 
用 2 台数 解剖 性 信 关 的 蕊 5 数值 
垦 记 0 
z=gfx 





图 10 -18(b) 精确 解 和 用 ode45 求 数值 解 的 图 
比较 图 10 -18(a) 和 图 10 -18(b) 可 见 ,对 于 刚性 的 方程 组 ,用 odel5s 求 数 
值 解 比 用 ode45 速度 快 地 多 得 多 .下 面 计算 时 间 ,编写 并 保存 fode .mm 的 程序 
function tode 
ticiy PL = 人 Elops; 
options =odeset('RelTol',1le-1,，RAbsTol ,[1le-1,1le 一 了 从 5 
[t,yl] = odqe45(@ funfcn,[0 10],[2 3],options); 
p2 =flopsitode45 =toc,pode45 =PD2 一 站 七 主 有 了 D3,. 二 下 OpS3 
options =odeset('RelTol',1le-1,'RAbsTol ',[1e-1,1le 三 开赴 ) 却 
[t,y2] = odel5s(@ funfcn,[0 10],[2 3],options); 
p4 =flops; todel5s =toc,podel5s =p4 -DB3 
输入 命令 
> > tode 
运行 后 屏幕 显示 计算 结果 
tode45 = todqel15s = 
4.5100 0 .0500 


由 此 可 以 看 出 ,对 于 刚性 的 方程 组 ,用 odel5s 求 数值 解 比 用 oae45 速度 
快 许多 . 
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习题 10.5S 





入 -2.0<x<2， dy -sy ,0<x<1， 
(1) ydzx y (2) jdx 
yl.-o=1 yl.-o=1] 


的 数值 解 ,并 计算 与 精确 解 的 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
2 先 判别 方程 组 


侍 = -37y+2z+tsinx， 
至 =998y -999z+999(cos z -sin 2 ， 
7y1.-o =2， 
zl.-o=3 
是 否 是 刚性 的 . 再 分 别 用 odue45 函数 和 odqel5s 函数 求 在 [0， 1.2] 上 的 数值 解 ,精确 到 
10 ,将 计算 结果 与 精确 值 比较 ,并 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
3. 用 表 10 - 12 中 的 库 函 数 求 下 列 初 值 问 题 





业 -3 ;0sx 和 1 ， 和 -ay ,0<x<2， 
(1) 4dxz 1+x (2) /dx 
yl--o=T; yl =1 


的 数值 解 ,并 计算 与 精确 解 的 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
4. 选择 表 10 - 12 中 合适 的 库 函 数 解 初 值 问题 


人 = -~y+z+2sinx， 


至 =9987 -999z +999(cos zx -siny)， 
yl.-o =2， 


2 -0 


5. 选择 表 10 - 12 中 合适 的 库 函 数 解 计算 积分 Kx) = 人 e dt 在 x=1 附 近 的 近似 值 , 取 


六 =0.2, 计 算 结 果 保留 四 位 小 数 . 
6. 选择 表 10 - 12 中 合适 的 库 函 数 解 下 列 初 值 问题 


dx 
yl.-o=1i; yl.- =1 
的 数值 解 ,要 求 精确 到 10 ,并 计算 与 精确 解 的 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
7. 选择 表 10 - 12 中 合适 的 库 函 数 解 初 值 问题 


On) 人 (2) 从 
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工 十 志 


y(0) =0. 
取 步 长 产 =0.5, 小 数 点 后 至 少 保留 六 位 . 


dy 217 
必 -一 一 ,0< 友 2， 


_ y"” = -xy+4 和 ,0sx<l， 
8. 选择 表 10 - 12 4 合适 的 库 本 数 求 人 问题 | y 的 数值 解 . 


y(0) =1 和 =0.25 
9. 选择 表 10 - 12 中 合适 的 库 函 数 求 下列 初 值 问题 的 数值 解 . 


1 2 
7y'"= -7y+x+l,0<x 和 1， y = 一 (7 +7y), sx 和 3 ， 
(1) (2) 和 

7y(0) =1; 玉 =0.1; 


xy(0) = -2 和 =0.5. 


10.6 线性 多 步 法 及 其 MATLAB 程序 


本 章 上 述 介绍 的 各 种 常 微分 方程 初 值 问题 


季 =Ax,y7) ,y(xo) =yo， 
数值 解法 都 是 单 步 法 . 单 步 法 的 一 般 形 式 是 
:1= 加 +ASE(xzoyo (=0,12， mA 一 1). 
这 是 因为 单 步 法 在 计算 y,,: 时 都 只 用 到 前 一 步 的 值 y, ,为 了 提高 精度 , 需 重新 计 
算 多 个 点 处 的 函数 值 ( 如 龙 格 - 库 塔 方法 ) ,计算 量 较 大 . 多 步 法 的 基本 思想 是 
如 何 通过 较 多 地 利用 前 面 的 已 知 信 息 ( 如 和 ,yi,…，,y， ,) 来 构造 高 精度 的 算 
法 计算 y,,,: 构造 线性 多 步 法 公式 常用 泰勒 展 开 法 和 数值 积分 法 . 


10.6.1 线性 多 步 法 一 般 形 式 及 其 截断 误差 
最 常用 的 多 步 法 是 线性 多 步 法 ,其 一 般 形 式 为 


无 -1 


yua+l 二 之 wy- + BA ; 玫 二 天， 天 +1l， 


(10.47) 
其 中 矿 ， =. 扩 x yy 


站,(10.47) 式 中 的 25 +1 个 待定 常数 ai; ,B, 满 足 


国 (10.48) 
之 ( -Ia;+r 之 ( -站 8B=10r=1)2，…)). 


〈10. 48 ) 式 解 所 对 应 的 (10. 47) 式 具有 阶 精度 ， 局 部 截断 误差 为 


Cariill- (Da -(p + 了 (DB]ye OCR) 


《10.49) 
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线性 多 步 法 (10. 47) 式 至 多 可 达到 2 阶 精度 . 

如 果 将 (10.47) 式 右 端 w +p: 关 0, 则 称 (10.47) 为 线性 上 步 法 ,计算 时 用 到 
前 面 已 算出 的 丰 个 导数 值 记 -本 沪 - 当 B-=0 时 ,(10.47) 式 右 端 是 已 
知 的 , 称 (10.47) 为 显 式 多 步 法 . 当 B_, 关 0 时,(10.47) 式 右 端 未 知 的 ,7 = 
所 xyynyn, 称 (10.47) 为 隐 式 多 步 法 . 

利用 线性 多 步 法 求解 常 微分 方程 初 值 问 题 (10. 5) 时 ,必须 先 利用 其 他 方法 
算出 几 个 点 的 近似 值 ,一 般 可 以 用 同 阶 的 单 步 法 . 常用 的 线性 多 步 法 的 公式 有 如 
下 几 种 . 


10.6.2 亚当 斯 (Adams) 显 式 公 式 及 其 MATLAB 程序 


取 8 有 =4,al =o=al =B_ ,=0, 由 方程 组 (10.48) ,可 得 


59 9 
oo =1,p = -= 到,B, = -于 : 记 = 站 ,B= - 24 


代入 (10.47) 式 中 ,得 四 阶 亚当 斯 显 式 公式 , 即 四 阶 亚当 斯 外 播 公式 为 


7 = 和 + 攻 (55 -59/ .+377 -9 )， (10.50) 
局 部 截断 误差 为 
Ra = 5 -之 (Dr-52(- 站 8]7 7 +O(P) 
2S1 ;5 7 6 
= 7 +O() (10.51) 


根据 四 阶 亚当 斯 显 式 公式 (10. 50) 式 和 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 编写 求 
解 常 微分 方程 初 值 问 题 (10.5) 的 MATLAB 程序 如 下 . 
用 由 阶 亚当 斯 显 式 公 式 求 解 常 微分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 的 
MATLAB 主 程序 
输入 量 :jncn 是 郴 数 .所 x,y) ,xzo 和 7 是 初 值 y(xo) =yo, 是 自 变量 x 的 
最 大 值 , 疡 是 步 长 . 
输出 量 :向 量 必 的 元 素 是 自 变量 * 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 50 ) 
式 求 出 的 初 值 问题 (10. 5 ) 在 向 量 关 的 元 素 处 的 数值 解 ,m” 是 自 变 量 * 取 值 的 
序号 ,wucha(k +1) =norm(Y(k +1) -Y(k)) ,并 画 出 数值 解 和 精确 解 的 
图 形 . 
function [KK,X,Y,wucha,P] = Adqams4x(funftcn,x0,b,y0o,hb) 
X=x0iy=y0ip=128;n=fix((b-x0o)hh); 














ifn<5,returny,enai 


X=zeros(p,1);Y=zeros(p,1length(y)); 工 =zeros(Dp,1); 
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K =13;XCK) =xiY(k,:) =Y 
fork =2:4 
cl =1/6jic2 =2/6jic3 =2/6jc4=1/A/6ja2 =17/2;a3 =17/2; 
a4 =1;b21 =17/23;b31 =0;b32 =17/2; b41 =0;jb42 =03b43 =1; 
xlL =X+a2*#khiXx2 =-Xx+a3*yhix3=x+a4*hikl=feval(funfcn,x,y); 
Y1 =yY+b21*hy#kkl;iXx=X+hiyk2=feval(tunftcn,xl,yl); 
y2 =Y +b31*hy+rkl+b32*hrk2;k3 =fteval(ftunfcn;x2,y2); 
Y3 =y+b4l1*xhykl+b42xhyrk2 +b43*+hnh+kk3;k4 =feval(funfcn,x3,y3); 
y=y+hy(cly#kli+c2yxk2+c3kk3+cd4yrk4);Xk) =xiY(k,:) =Yyi; 
end 
XjiY;ft(1:4) =feval(funfcn,X(1:4),Y(1:4)); 
for KK =4:Tn 
f(k) = feval(funfcn,XCk),Y(K) ); 
X(K+1) =X(1) +hykiY(k+rl)=Y(k)+(hz24) sw((E(K -3:K))' + 
[ -937 -5955]); 
E(kK+1) = fteval(ftunfcn,X(K+1),Y(k+1))3Ef(k)=Ef(KkK+1)3k=x+1i 
end 
Eor k=2:n+1 
wucha(Kk) =norm(Y(k) -Y(KkK-1));K=K+1l1i 
end 
X=X(1:n+ti)yY=Y(l:n+l,:)in=1l:n+l， 
wucha =wucha(1l:n,:);P=[n',XY,wucha ']; 
例 10.6.1 先 利用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问 题 
dy 


和 yy _-1- 2xy 
dx 1 +X2 





0 三 x 生 2， 


yl.-o=0， 
的 用 个 点 的 数值 解 ,再 利用 四 阶 亚当 斯 显 式 公 式 求解 常 微分 方程 初 值 问 题记 = 


二, 并 计算 它 与 精确 解 的 误差 ,在 同一 图 形 窗 口 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 , 
解 (1) 对 此 问题 的 四 阶 亚当 斯 显 式 公式 的 具体 形式 为 





1 20 生 xs 和 2 =4.5.6,…， 
十 区 


玲 


Jo = 思 + 革 (557 -59 太 +37A_，- 蚊 -)， 


常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 的 具体 形式 为 
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X =%o 十 摧 ,xn0 -07=0.12 二] ， 


yl = 十 玉 ( ci +czja +csja +cs) ,=0,1,2,3. 





2X,y 
天 =1 - 严正 
， 1 +x2 
”2(xX。 + Qo 卢 ) (y。 + 8 万 大) 
AH =1- ， 





1 +(x， 上 + ao 玉 ) 


-1 2(XY。+ G3 上 用) ( y。+ 031 瑚 5 + 27K2 ) 











和 1 +(x， +a3 玫 ) ， 
人 -1 2( + G4 产 ) ( 7。 十 六 天 天 十 训 2 天 大 + baphs) 
1 +(x +Gi 有 )” 
1 1 1 1 
取 bo =bu =bo =0,05 =1c = = 本 ,= 了 本 ,ct= 6 24=1,9 =03 = = 
= 工 


(2) 编写 并 保存 名 为 funfcn.m 和 fun.m 的 M 文 件 如 下 

function f =funfcn(x,y) 

E=1-(2.*X.ky).- (1+xXx. 2)， 

functiony=ftun(x) 

Y=(x+1/A3.*Xx. 3)./ (1+X. "21); 

(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 

> >Yy=dsolve('Dy=1-(2*X#ky)A(1+x*2) ，X7) 

> > x0 -0;ib-2jiy0=0;ih=1715; 

[k,X,Y,wucha,P] =Adams4x(@ funftcn,x0,b,y0,h)， 

v=(X+1l/3xx.*3)./(1+X.*2);b3l =0;b4l =0;jb42 -0;b43 =1; 

cl =1A6ejyc2a =1/3jic3 =17/33ic4 =1/63;a2 =17/2; 

a3 =17/2;a4 =1;b21 =172;b32 -=172; 

C=[cl,c2,c3，c4,a2,，a3，a4,b21,b31,b32 ,pb41 ,b42 ,b43 ] ; 

[Kk,X,Y1 ,fxy,wch,wucha,P] =RK4(@ funfcn,@ fun,x0,b,c,y0,h) 

BPlot(X,Y，gh ',X,Y1L1，mP ",X,y，bo ')， 

griad,xliabel(' 自 变量 X") ,ylabel(' 因 变量 了 '") 

1egend( ' 用 四 阶 亚当 斯 显 式 公 式 计 算 ay/dx =1 -(2xy)/(1+x*2),yY(0) =0 
在 [0,2] 上 的 数值 解 ',' 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 ay/vax =1 -(2xy)/(1+x”“ 
2),y(0) =0 在 [0,2] 上 的 数值 解 '，dy/ ax =1-(2xy)/ (1 +x“2) 的 精确 解 Y=(x+17/ 
3x”>3)A (1 +X 2)) 

wchyY =abs(y -Y)，wchyYy1l =abs(y -YL),m=zeros(1,K)， 

for mn =1 :上 
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m(1I,Dn) =mn=-1 

end 

[m',X,y,Y,Y1L1,wchY,wchYl ] 
运行 后 屏幕 显示 图 10 - 19 和 计算 结果 ( 见 表 10 -14). 由 此 可 见 , 四 阶 亚当 斯 显 
式 公 式 在 前 4 次 迭代 的 数值 解 与 精确 解 的 绝对 误差 较 小 ,但 是 从 第 5 次 欠 代 开 
始 到 第 30 次 和 欠 代 为 止 , 随 着 自 变 量 的 增 大 ,四 阶 亚当 斯 显 式 公 式 计算 的 数值 解 
与 精确 解 的 绝对 误差 逐渐 增 大 ,大 约 在 x =1 左右 又 逐渐 减少 ,但 是 误差 始终 比 
四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 的 误差 大 ,尤其 是 在 x, =0. 933 3 时 ,误差 最 大 . 

”下 襟 用 四 阶 亚当 斯 显 式 公式 计算 dyydx=1-Cxyy(I+x2)，yO=0 在 D2] 上 的 数值 钥 


| 女 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 dydx=TLCxyyt+x2) yYOF0 在 2] 上 的 数值 多 
口 _dydc=1Cxyy1+x 的 精确 解 呈 =-(k+13x9M1+XO 













人 


图 10 -19 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 和 四 阶 亚当 斯 显 式 公 式 求解 常 微分 方程 初 值 问题 


表 10-14 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 和 四 阶 


亚当 斯 显 式 公 式 求解 常 微分 方程 初 值 问题 


国 页 志 汪 ， 司 号 























0 0 0 | 0 0 
1.000 0 | 0. 066 7 0.066 5 0. 066 5 0.000 3 
2. 000 0 0. 133 3 0. 131 8 0.131 8 0.001 1 





3. 000 0 让 0.200 0 0. 194 9 | 。 194 9 0. 002 3 
] 











4.000 0 0. 266 7 0.254 9 











0.319 6 
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续 表 







































































































































































6. 000 0 0. 376 2 0.007 0 
7.000 0 0.429 2 0.018 2 0. 008 4 
8. 000 0 0.477 7 0. 023 1 0. 009 6 
9. 000 0 0. 521 4 0. 027 3 0.010 4 
10.000 0 | 0.666 7 29 0. 560 7 0. 518 9 1， 0. 030 7 | 0.011 0 
11.0000 | 0.733 3 .562 4 | "21 .5512 | 0.0333 0501 开 2 
12.0000 | 0.8000 :5359 下 孝 0.627 0 .580 7 0.035 1 ee 
13.0000 | 0.866 7 .618 8 0.655 0 | ooa6 委 | 0.010 9 
14.0000 | 0.933 3 .643 7 0. 680 2 0. 036 6 0.010 4 
15.0000 | 1.0000 .666 7 0.703 1 0.657 0 0. 036 4 0. 009 7 
16.0000 | 1.0667 -688 2 0.724 0 0. 679 3 0.035 8 0. 008 9 
17.0000 | 1.133 3 -708 5 0. 743 4 0. 700 5 0. 034 9 0. 008 0 
18.0000 | 1.2000 和 的， 0.033 7 0.007 0 
19: oooo | 1.266 7 .746 5 0. 032 4 








.764 4 








































































808 ”第 十 章 “” 常 微分 方程 (组 求解 


10.6.3 亚当 斯 隐 式 公式 及 其 MATLAB 程序 
(一 ) 亚当 斯 隐 式 公式 及 其 MATLAB 程序 
取 QI 二 0 二 0Q3 = =0， 由 方程 组 (10. 48 ) ,可 得 
9 19 5 1 
CQo =1,8_， = 对 ,名 = 世 :P 二 -对 : 一 24， 
代入 (10.47) 式 中 得 到 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 , 即 四 阶 亚当 斯 内 播 公式 为 
7 = 和 + 若 (9 +19A -于 -+ 大)， (10.52) 
局 部 截断 误差 为 
19 ,5 (5 6 
Ri = 一 瑟 0 yo +O(P). (10.53 ) 


一 般 地 ,将 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 (10. 52) 写成 显 式 形式 很 困难 ,所 以 我 们 可 
以 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 yi ,然后 代 人 式 (10. 52) 右 端 计 算 左 端的 yt 
例 10.6.2 先 利 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 


和 -xy -y,0<x<s1， 
dx 
yl.-o=0， 


的 几 个 点 的 数值 解 ,再 利用 四 阶 亚 当 斯 隐 式 公式 求解 常 微分 方程 初 值 问题 ,= 
古 ,并 计算 它 与 精确 解 7 =x - 1 +e 的 误差 ,在 同一 图 形 窗 口 画 出 精确 解 和 数 
值 解 的 图 形 . 

解 〈1) 先 根据 初 值 m =0,7 =0, 步 长 =0.1 和 对 此 问题 的 常用 的 四 阶 


龙 格 - 库 塔 公式 (10.43) 的 具体 形式 
全 二 MXn 一 


严 天 
已 ={ “+ 天 -人 (和 + 
天 上 
83 =(“ + 天 | -( 和 + 了， 
ps = (x+ 有 ) (7 +Rjs) ， 


7 二 + 人 士 252 +213 + 4) ， 


计算 起 步 值 即 y ,7 
(2) 然后 再 根据 对 此 问题 的 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 的 具体 形式 为 


=x -yo0<x 近 1 ， 


下 一 
yat:1 二 +54(21 +19 广 -5 + 让 ). 
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即 ， 


上 一 
yat 二 yn +54[9( xi -1) +19(x， 一 yn) -5S(x， 1 一 yi) +(xn 一 yz)]. 


取 天 =,x =Hpi 人 (=0,1,2,…，,10) ,得 
Js = 区 林 (22. 1y。+0.57。， -0. 17 +0.245+0.12) ， 


计算 ?J4 “3 10， 

(3) 编写 并 保存 名 为 Adaams4vy.m 的 MATLAB 程序 
function [K,X,Y,wucha,P] =Adams4y(x0,b,y0,h) 
X=Xx0;iy=y0;p=128;n=fix((b-x0)h); 

了 荆 卫 <5,zreturnyendi 
X=zetos(p,1);Y=zeros(p,1ength(y)); ff=zeros(bp,1)， 
K=13;XCK) =xXiyY(k,:) =Yy 3; 

forKkK=23:3 

X1L1 =X+hA2;X2 =X+hA2;iX3 =X+hikl =Xx--Yyi; 

Y1 =Y+hykxklA23;X=X+hHhik2 =Xli -YL 

Y2 =Y+hykk2A2ik3 =X2 -Y23Yy3 =yY+hyk3jk4 =x3 -Y3j; 
Y=Y+hy(kl+2:*k2+2*#k3+k4)A6; 

X(Kk) =X3Y(K,:) =Yik=k+1i 

enda 

X,Y， 

for K =3 13:Dn 

XU(K+1)=X(L1)+h#kki 

Y(k +1) =(17Z24.9)*(0.24*kKk+0.12 +(Y(k -2:Kk))"*[ -0.10.522.1])， 
K =K+1， 

enQ 

for KK=23:Dn+1I 

wucha(Kk) =Dnorm(Y(Kk) -Y(K -1)); 

endQ 

X=X(1:n+1l)37=Y(L1:n+ly:)na=1:n+l， 

wucha = wucha(1l:n,:);P=[n',X,Y,wucha "]; 

〈4) 编写 并 保存 名 为 funfcn.m 和 fun.m 的 M 文 件 如 下 

function f = funfcn(x,y) 
f =X-Y; 
functiony =Efun(Xx) 
YY=Xx-1l+exp( 一 Xx); 


(5) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 
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> > x0 =0;b =1;Yy0 =0ih=1Z10;[k,X,Y,wucha,P] = Adqams4y (x0,b,y0,h) 

Y=X-1+exp(-X);b3l =0;b41 =0;b42 三 由 4 六 二 二 下 X65E2 二 工 X3A 

c3 =1/3ic4 =1/6;a2 =1/2; a3 =1/2; a4 =1;b21 =17/2;b32 =172; 

区 = 上 ET GE2E 训 记 研 和 二 35 a4 ,b21 ,b31 ,b32 ,b41 ,b42 ,b43 ] ; 

[K,X,Y1,fxy,wch,wucha,P] =RK4(@ funfcn,Q@ fun,x0,b,C,y0,h) 

六 荆 G 丰 ( 菇 ， 芝 开 何 本 六 ;了 而 本 斑 ， 区 ， 思 到 站 

grid,xIabel(' 自 变量 X') ， ylabel( ' 因 变量 交 苯 

legend( "用 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 计算 ay /ax =x-y,y(0) =0 在 [0,1] 上 的 数值 
解 , 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 ay/ax =x-y,y(0)=0 在 [0,1] 上 的 数值 
解 ,， ay/ax=x-y,y(0) =0 的 精确 解 yY=x-1+exp(-x) ) 

wchyY =abs(Yy -Y) ,wchYl =abs(yY -YL),m=zeros(1,k)， 

forDn=1lI:k,m(l,n) =Dna-l,enda，[m',X,v,Y,Y1,wchY,wchY1]， 


运行 后 屏幕 显示 图 10 - 20 和 计算 结果 , 见 表 10 - 15， 


用 四 阶 亚当 四 时 WE YO)F=0 在 吕 
用 常用 的 四 阶 龙 格 -- 一 库 搭 公开 计算 dyydx=x-y 
由 dx=xYy_yYOF=0 的 精确 解 汪 对 -1+exp( 
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表 10 -15 用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 和 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 












































0 0 
1. 000 0 0. 100 0 0.004 8 | 0.004 8 0.014 4 0. 000 0 0. 009 5 
2. 000 0 0. 200 0 0.018 7 0.018 7 | 0.036 9 0. 000 0 0.018 1 
3. 000 0 0. 300 0 0. 040 8 0. 050 5 0. 066 7 0. 009 6 0.025 9 
4.000 0 0. 400 0 0.070 3 | 0. 088 5 小 1033 0.018 2 | 0. 033 0 
5.000 0 0. 500 0 | 0. 106 5 0. 132 5 0. 145 9 0.026 0 0.039 3 
6. 000 0 0. 600 0 0. 148 8 0. 181 8 0. 193 9 0.033 0 0. 045 1 
7.000 0 0.700 0 0. 196 6 | 0 236 0 0. 246 9 0. 039 4 0. 050 3 
8. 000 0 0. 800 0 0.249 3 0.294 5 0.304 4 0. 045 2 0.055 1 
9. 000 0 0. 900 0 0.306 6 0.357 0 | 365 9 0. 050 4 0. 059 3 
10. 0000 | 1.0000 0. 367 9 0. 423 0 0.431 1 0.055 1 0. 063 2 











(二 ) 改进 的 亚当 斯 方法 及 其 MATLAB 程序 

从 图 10 -20 和 表 10 -15 可 见 , 从 *=0.3 开始 , 随 着 自 变 量 的 增 大 ,四 阶 亚 
当 斯 隐 式 公式 和 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 的 数值 解 分 别 与 精确 解 的 绝对 误差 也 
随 之 逐渐 增 大 ,但 是 前 者 比 后 者 的 误差 较 小 些 . 为 了 减少 误差 ,提高 精度 ,可 对 四 
阶 亚当 斯 隐 式 公式 (10. 52 ) 作 改进 :首先 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (10.43) 


计算 常 微分 方程 初 值 问 题 (10. 5 ) 的 数值 解 郑 ,, 然 后 取 y'…， =Axi ,六 ,) 代 入 公式 
(10. 52 ) 中 求 数值 解 y(i =1,2,…). 根据 这 个 思想 ,编写 用 改进 的 四 阶 亚当 斯 
方法 求解 初 值 问题 的 MATLAB 程序 如 下 . 

用 改进 的 亚当 斯 方法 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 的 | 
MATLAB 主 程序 

输入 量 :njen 是 函数 几 z,y) ,ze 和 加 是 初 值 y(xo) =y ,是 自 变量 x 的 
最 大 值 ,是 步 长 . 

输出 量 :向 量 筷 的 元 素 是 自 变 量 * 的 取 值 , 向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 52) 
式 求 出 初 值 问 题 (10. 5 ) 在 向 量 忆 的 元 素 处 的 数值 解 ,mn 是 自 变量 * 取 值 的 序 
号 ,wucha(k +1) =norm(Y(k +1) -Y(k)), 并 画 出 数值 解 和 精确 解 的 
图 形 . 


funcEcion [k,X,Y,wucha,P] =aAdams4yl(Efunfcn,x0,b,yo,bh) 














x=Xx0;iy=y0;jp=128;n=fix((b=-x0)vh); 
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En<5,return,enaQi 

X=zeros(Pp,1);Y=zeros(p,1ength(y)); 
f=zeros(p,1)3k=1;X(k) =xiY(k,:) =Yy ; 

tor K =2:4 ， 

cl =176ic2 =27/6jc3 =2/6;c4 =17/6ia2 =17/2;a3 -17/2;a4 =1; 

b21 =17/2;b31 =0;b32 =1/23; bpb41 =0jb42 =03jb43 =13xX1l =X+a2#hy 
X2 =X+a3hiXx3=X+a4:#jh; 

k1 = feval(funfcn,x,y);Xx=X+hi 

y1 =yY+b21*nykkl;ik2 =feval(funfcn,xl,yl); 

Yy2 =yY+b31*yhykkl+b32*xhykk2;k3 =feval(funfcn,x2,y2); 

Yy3 =Yy +b41*hykkl +b42*hxkk2 +b43+hykk3;k4 =feval(funfcn,x3,y3)3 
Y=Yy+hxr(cl*#klt+c2kk2+c3k3+cd4#kkd4)3X(K) =XxiY(K,:) =Y3K=K+1; 
endQ 

XiYi 

%f(1:4) =feval(funfcn,X(1:4),Y(1:4))3; 

for KK =4:0 

X(k+1)=X(1)+hxkif(kK+1) =feval(ftunfcn,X(Kk),Y(K) ); 

Y(k+1) =Y(k)+(hz24)*((f(K-2:k+1))"*[1 -5199])， 
f(k+1)= fteval(funfcn,X(k+1),Y(Kk+1l))3E(k)=EGK+1I);K=k+l1 
end 

for 丰 =2:n+L 

wucha(k) =mnotrm(Y(K) -Y(Ck-1)); 

emDndQ 

xX-X(liin+l)ir=Ylinrl:)in=iin+1， 

wucha =wucha(1l:n,:);P=[n'",X,Y,wucha ']; 

例 10.6.3 用 改进 的 亚当 斯 方法 和 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 例 
10.6.2 中 初 值 问题 的 数值 解 及 其 误差 ,在 同一 图 形 窗 口 画 出 精确 解 和 数值 解 的 
图 形 ,并 与 例 10.6.2 的 图 形 比 较 . 

解 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 

> > x0 =0jb=1liy0 =0;ih=1/10; [k,X,Y,wucha,P] =Adams4y1(@ funf- 
cn,x0,b,y0,h)， 

Y=X-1+exp(-X);ib3lt =0;b41 =0;p42 =0;b43 =1; cL =1/6yc2 =2/6; 

c3 =2/6jc4 =1/6;a2 =1/2;ia3 =1/2;iad4=1;b21 =17/2;b32 =17/24; 

C=[cl,c2,c3，c4,a2，a3 ， a4 ,b21 ,b31 ,b32 ,pb41 ,b42 ,b43 ] ; 

[K,X,Y1 ,fxy,wch,wucha,P]=RK4(@ funfcn,@ fun,x0,b,C,y0,hy) 

PLot(X,Y，gh ',X,Y1L1，mp ",X,Y，LTro )， 

grid,xlabel( ' 自 变量 X'), ylabel(' 因 变量 Y ) 

legend( "用 改进 的 亚当 斯 方法 计算 ay/dx =x-y,y(0) =0 在 [0,1]j 上 的 数值 
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解 ', 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 ay/dax =x-y,y(0) =0 在 [0,1] 上 的 数值 解 '， 
"ay/dax =x-Yy,y(0) =0 的 精确 解 yY=x-1+exp(-x) ) 

wchY =abs(y -Y) ，wchYl =abs(y-Yl),m=zeros(1,k)， 

for =1:k,m(1L,n) = 了 nm,end，[m',X,y,Y,Y1,wchY,wchY1l ] ， 
运行 后 屏幕 显示 图 10 -21 和 计算 结果 ( 见 表 10 -16). 由 此 可 见 , 用 改进 的 亚当 
斯 方法 比 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 的 数值 解 与 精确 解 的 绝对 误差 小 很 多 . 比 
较 图 10 -21 和 图 10 -20 可 以 看 出 ,改进 的 亚当 斯 方法 比 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 
计算 的 数值 解 的 精度 有 显著 的 提高 . 









E 用 改进 的 亚当 计算 dy/dx=x-y，Y(O) 吕 , 
六 用 常用 的 四 阶 龙 向 - 库 塔 公式 计算 dyydx=x-Yy， yOF0 在 [0， 1 上 上 的 数值 角 
04 全 天 





10 -21 用 改进 的 亚当 斯 方法 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 


表 10 -16 用 改进 的 亚当 斯 方法 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 





0 
0 

















0.004 8 0.004 8 






























2 0.018 7 0.018 7 0.018 1 
和 0. 300 0 0.040 8 0. 040 8 0.025 9 
4 0. 400 0 0.070 3 0.067 7 0.033 0 
5 0. 500 0 0. 106 5 0. 100 3 








6 0.6000 | 0. 148 8 0. 140 0 
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10.6.4 米尔 恩 ( Milne) 公式 及 其 MATLAB 程序 
取 丰 =4,a =a = =B_ ,=0, 由 方程 组 (10.48 ) ,可 得 
mw =1,B = 了 ,Bi = -于 , 太 = 了 ,=0 
代入 (10.47) 式 中 得 ,米尔 恩 公 式 为 
7 = 思 + -人 -+2-)， (10.54a) 
局 部 截断 误差 为 
民 ， = 生生 7 + 0(16)， (10.55a) 


米尔 恩 公式 是 四 阶 四 步 显 式 公 式 . 
根据 米尔 恩 公式 (10. 54a) 式 和 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 编写 的 求解 常 
微分 方程 初 值 问 题 (10.5) 的 MATLAB 程序 如 下 . 
用 米尔 恩 公式 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 的 MATLAB 主 
程序 
输入 量 : 刻 nfen 是 函数 ./x,y) ,xzo 和 yo 是 初 值 yY(xo) =yo, 是 自 变量 * 的 
最 大 值 ,) 是 步 长 . 
输出 量 :向 量 励 的 元 素 是 自 变 量 x 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 
(10. 54a) 式 求 出 初 值 问题 (10. 5 ) 在 向 量 互 的 元 素 处 的 数值 解 ,mn 是 自 变量 x 
取 值 的 序号 ,wucha(k +1) =norm(Y(k +1) -Y(k)), 并 画 出 数值 解 和 精 
确 解 的 图 形 . 
function [k,X,Y,wucha,P] = Milne(ftunfcn,x0,b,y0,hy) 
x=Xx0;yY=Y0;jp=128;mn=fix((b-x0)vh); 


ifn<5,returnyenai; 

















X=zeros(p,1);Y=zeros(p,LIength(y) ); 
上 =Zer6g( 忆 , 工 )3K 三 1 区 (KK 三 琴 YY(K， 三 Y 
for k =2:4 
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X=X+hicl=1l/6jyc2=17/3jc3 =1/33ic4 =17/6; 

a2 =1/2;i a3 =1/23ia4 =1;b21 =1/23b31 =0; 

D32 =17Z2Dp4L+ =0;bp42 =0yp43 =13X1 =X+a2hiX2 =X+a3#hiXx3 =X+ 
ad4ykhi; 

k1 = feval(funfcn,x,y); YL =y+b21*yhx*rklik2 =feval(funfcn,xl,yl); 

Y2 =yY+b31*#*h#kkl +b32*+rhx*xk2ik3 = feval(funfcn,x2 ,y2); 

Y3 =yY +b41*#*hkkl +b42xhyrk2 +b43*+yh+k3ik4 =feval(funfcn,x3,y3); 

YyY=yY+hy#k(cl#kl+c2*k2+c3*k3+cd4+k4);XCK) =xiY(k,:) =Yyik=k+li 

end 

Xi:Yi; f(1:4) = feval(funfcn,X(1:4),Y(L:4)); 

for K =4:n 

E(Kk) =feval(funfcn,XCK),Y(K))i 

X(k+1) =X(1I) +hxkiY(k+1) =Y(kK-3)+(4shv3) ss((E(K -2:k)) 
[2 -12]); 

tf(k+1)= feval(funfcn,X(k+1),Y(k+1l));E(K) =f(KkK+1)3yk=k+1i 

end 

for K=2:n+1 

wucha(k) =Pnorm(Y(k) -Y(Ck -1))3; 

end 

X=X(l:n+1l);Y=Y(1:n+1l,:);n=1:n+1l， 


wucha =wucha(l:n,:)3P=[fn'",X,Y,wucha ']; 
例 10.6.4， 先 利用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 Sf = -y,0<x 


和 4,y|1.-o。 =0 的 几 个 数值 解 , 再 分 别 利 用 米尔 恩 公式 和 改进 的 亚当 斯 方法 及 常 
用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求解 其 余 的 数值 解 ,六 = 1/ 4, 并 计算 它们 与 精确 解 的 
误差 ,在 辕 一 图 形 窗口 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
解 〈1) 对 此 问题 的 米尔 恩 公 式 的 具体 形式 为 
=x 0 和 和 和 且 4=4,5,6,…， 


4 
yn+rl 三 yn-3 + 本 (2 -六 +2 纺 -). 


(2) 编写 并 保存 名 为 funfcn .m 和 Eun.m 的 M 文 件 如 下 
Eunction ff =funfcn(x,y) 
主 =X-Y; 
functiony =fun(x) 
Yy=X-1l+exp(-X); 
(3) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 
> > x0=0ib=4;3Yy0=0ih=1A 4; 
[Kk,X,Y,wucha,P] = Milne(@funfcn,x0,b,yvo,h) 
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[k,X,Yl,wucha,P] =Adams4yl1(@ funfcn,x0,b,y0,)， 

YY=X-1+exp(-X);b31=0;b41 =0;b42 =03b43 三 二 YE 二 65C2 = 了 开 X33 

c3 =1X3ic4 =1/X6;a2 =1/2;a3 =1/2;i a4 =1;b21 =I/2; 532 三 123 

名 三 LeGL ezZue35 GE45 二 2 35 a4 ,b21 ,b31,b32 ,b41,b42 ,b43 ] ; 

[k,x,Y2 ,Exy,wch,wucha,P] =RK4(@ funfcn,@ fun,x0,by*C,Y0 区 

三 iot(XY GD OO 广 i 有 = )， 

grid,xlabel(' 自 变量 X'"), ylabel(' 因 变量 Y 7)) 

legend(' 用 米尔 恩 公 式 计 算 ay/ax =x-Y,y(0) =0 在 [0,4] 上 的 数值 解 '， 用 
改进 的 亚当 斯 方法 计算 ay/ax =x-y,y(0) =0 在 [0,4] 上 的 数值 解 ',， 用 常用 的 四 阶 龙 格 
_ 库 塔 公式 计算 ay/ax =x-y,y(0) =0 在 [0,4] 上 的 数值 解 ',，ay/dx =x -Y 的 精确 解 
Y=x-1l+exp(-x)”) 

wchY = abs(y -Y),wchYl = abs(Y -YL),wchyY2 = abs(Yy - Y2)，m 三 
zeros(1,K)， 

forn=l:k,m(1,n) =n-1l,end， [m',X,y,Y,Y1,Y2 ,wchY,wchYl,wchY2] ， 


运行 后 屏幕 显示 图 10 -22 和 计算 结果 ( 见 表 10 -17). 


去 未 计 和 站 dvd 译 - 站 
用 改进 的 金 当 斯 方 缮 主 算 凡 it=xy，YOj=0 在 D.4] 上 的 数值 

癌 局 这 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公营 计算 由 xy 0 4] 上 的 数值 解 

一 dy/dx=x- 的 入 确 名 号 pe - 
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表 10 -17 ”用 米尔 恩 公 式 、 改 进 的 亚当 斯 方法 及 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求解 常 微分 方程 初 值 问题 
















0. 1065 | 0. 2049 












































































































3 0 0. 2224 | 0. 0. 1319 0. 1319 
4 |1. 0000|0.3679 | 0. 2760 | 0. 2718 | 0. 5259 0. ol8 | 0. 0960 0. 1580 
5 | 1. 2500 | 0. 5365 | 0. 5222 0. 46 | 0 7149 0. 0144 0. 0902 0. 1784 
5 1 本 7231 | 0. 9302 | 0. 6464 | 0. 9174 0. 2070 0. 0767 0. 1942 
站 表 7500| 0.9238 | 1. 0295 | 0. 8593 | 1. 1303 0. 1057 0. | 0. 2066 
8 | 2. 0000 | 1. 1353 | 0. 8961| 0816| 43513 0. 2392 0. 0537 0. 2162 
8 | 到 2500| 芭 人 1.3109 | 1. 5791 0.0151 0. 0445 0. 2237 
10 村 5000 | 1. 5821 | 1. 9593 | 1. 545| 8116 0. 3772 0. 0366 医 0. 2295 
导 上 | 7500 | 1. 8139 | 1. 7961 | 1. 7839 | 2. 0480 0. 0179 0. 0300 0. 2340 
及 ,| 及 oooo| 2. 0498 115746 2. 0253 | 2. 2873 0. 4752 0. 0245 | 0. 2376 
13 |3.2500 | 2.2888 | 2. 4816 监 2689 | 2. 5291 0. 1928 0. 0199 0. 2403 
14 3. 5000 | 2. 5302 | 3. 1657 | 2. 5141 | 2. 7727 0. ss、 | 0. 0161 ”0.2425 
1 |13.7S00 2.7735 | 2. 4198 2. 7605 | 3. 0176 0. 3537 0.0130 0. 2441 
16 | 4. 0000 | 3. 0183 | 2. 2409 | 3. 0079 | 3. 2637 0. 7774 0. 0105 0. 2454 








从 图 10 -22 和 表 10 - 17 可 以 看 出 :改进 的 亚当 斯 方法 计算 的 数值 解 忌 ,与 
精确 解 y(x,) 的 绝对 误差 1y(x,) - Zi,1 最 小 ,常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 的 绝对 
误差 1y(x,) - 丈 ,1 次 之 ,而 米尔 恩 公 式 计算 的 数值 解 序 列 | 到 上 呈现 发 散 趋 势 , 稳 
定性 差 , 迁 代 16 次 时 的 绝对 误差 1y(x,) - 马 1=0.777 4, 计 算 的 结果 驻 已 经 训 
无 意义 . 因此 ,人 们 常用 公式 


7 = 和 + 全 [en) +47x) +7 风 xD)] (10.54b) 


做 校正 ,使 其 局 部 截断 误差 为 
业 去 y 人 (10.55b) 


0 
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(10.5) 的 MATLAB 程序 如 下 . 
用 改进 的 米尔 恩 方 法 求解 党 微分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 的 
MATLAB 主 程序 

输入 量 :jnfen 是 函数 .ALx,y) ,xo 和 yo 是 初 值 yY(xo) =yo 必 是 自 变 量 x 的 
最 大 值 , 疡 是 步 长 . 

输出 量 : 向 量 天 的 元 素 是 自 变量 x 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 
(10. 54b) 式 求 出 的 初 值 问 题 (10.5) 在 向 量 巨 的 元 素 处 的 数值 解 ,m 是 自 变 量 
x 取 值 的 序号 ,wucha(k +1) =norm(Y(k +1) -Y(k)) ,并 画 出 数值 解 和 
精确 解 的 图 形 . 


function [Kk,X,Y,wucha,P] = Milnel(funfcn,x0,b,y0o,h) 













x=x0igy=y0sp=128;yn=fix((b-x0)Ah); 

ztn<5,zeturnendadi; 

X=zeros(p,1);Y=zeros(p,1Iength(y)); 
f=zeros(p,L);Kk=1;X(k) =xiY(k,:) =Y 

for kK=2:4 

x=x+hicl=1/6yc2 =1/33jc3 =1/3yc4 =176; 

a2 =1/2;a3 =1/2;a4 =1;b21 =1/2;jb31 =0; 

b32 =17/2;b41 =0;b42 =0;b43 =13;xXxL =X+a2hi 

X2 =X+a3:#hix3=X+a4:hi 

kl = feval(ftunfcn,x,y); yl =y+b21*xhyrklik2 =feval(funfcn,xl,yl); 
y2 =y+b31*h+kl+b32*hy#yk2;3k3 =feval(funfcn,x2,Y2); 

vY3 =y+b41*hyrkl+b42*hyk2 +b43yhyk3;k4 =feval(funfcn,x3,y3)3 
Y =y+hy(clykl+c2yk2+c3yk3+cd4*k4)3X(Kk) =xsY(Kk,:) =YsKk=Kk+1; 


emDQ 
X;yY; f(1:4) = feval(funfcn,X(1:4),Y(1:4)); 
for Kk =4:n 


X(k+1)=X(1) +hyxk;if(k) =feval(funfcn,X(K),YCKkK) ); 
Y(k+1)=YGKkK-3)+(4*hv3)*((E(KkK-2:k)) *[2 -12]); 
f(k+1)= feval(funfcn,XCk+1),YCK+I)); 

Yl(k+1) =Y(k-i)+(hz3)*((f(k-1:k+l)) [141]7)3 
f(k+1) = feval(funfcn,X(K+1),YL(k+1))3 

Y(K) =YL(k+l)3E(k)=EGKkK+1L1);k=k+1s 

end 

for K=2:Dn+1I 

wuchaf(k) =norrm(Y(K) -YCK -1))3 

emndQ 


X=X(1:n+l)iz=Y(1:nt+t1l,:)3n=1:n+1， 
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wucha = wucha(lin,:);P=[n',X,Y,wucha]; 
例 10.6.5。 先 利用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 光 = -y,0<< 
<8 ,71,-。=0 的 几 个 数值 解 ,再 分 别 利用 米尔 恩 方 法 .米尔 恩 公式 和 改进 的 亚当 
斯 方法 及 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求解 其 余 的 数值 解 ,= 工 , 并 计算 它们 与 


精确 解 的 误差 ,在 同一 图 形 窗 口 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
解 (1) 编写 并 保存 名 为 funfcn.m 和 fun.m 的 M 文 件 如 下 
function =fEunfcnt(x,y) 
E=X--Y; 
functiony=funl(x) 
Y=Xx-1+exp( -Xx); 
(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 

> >x0 =0ib=8iy0=0ih=17/43 

[fk,X,Y,wucha,P] = Milne(@ftunfcnt ,x0,b,y0,b) 

[Kk,X,Yf,wucha,P] = Milnet(@ funfcnl ,x0,b,y0,h) 

[Kx,X,Yl,wucha,P] =aAdams4yl1(@ funfcnl ,x0,b,y0,n) ， 

cC1L =17A6sc2 =17/3; 

y =X-1+exp(-X);b3lt -0iyb4l -0;jb42 =0;b43 =1; 

cC3=1/A3yc4 =1/6ja2 =1/2;a3 =17/2; 

a4 =1;b21 =17/2;b32 =17/2; 

C=[cl,c2,c3，c4,a2，a3 ，a4,b21,b31,b32 ,b41,b42 ,b43 ] ; 

[K,X,Y2 ,fxy,wch,wucha,P] =RK4(@ funftcnl ,@ funl ,x0,b,Cc,y0,ny) 

Diot(X,Y，mh ',X,YE，b>',XY1L1，gPp ,XY2，ro "XIy，b-)， 

grid,xlabel( ' 自 变量 X ") ,ylabel( ' 因 变量 Y )") 

legend( ' 用 米尔 恩 公 式 计 算 ay/ax =x-y,y(0) =0 在 [0,8] 上 的 数值 解 ' 用 
米尔 恩 方法 计算 ay/ax =x-Yy,y(0) =0 在 [0,8] 上 的 数值 解 "用 改进 的 亚当 斯 方法 计 
算 day/ax=x-y,y(0) =0 在 [0,8] 上 的 数值 解 '， 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 
dy-dx=x-y'y(0) =0 在 [0,8] 上 的 数值 解 '，qy~-dqx =x-y 的 精确 解 y =x-1 +exp 
(-x) ) 

wchY =abs(y -Y) ,wchyYf =abs(y -Yf)， 

WwWchyY1l =abs(y -Y1)， 

wchyY2 =abs(y -Y2)， m=Zzeros(1,K)， 

forn=1:k,m(1,n) =n-l,ena， 

[m '",X,y,YeYf,YlL,Y2 ,wchY,wchYft,wchyYy1l ,wchY2 ] ， 
运行 后 屏幕 显示 图 10 - 23 和 计算 结果 ( 略 ). 从 图 10 -23 可 见 ,用 米尔 恩 公 
式 求 出 的 数值 解 序列 发 散 ,但 是 修正 后 的 米尔 恩 方法 求 出 的 数值 解 序列 不 但 
收敛 ,而 且 计 算出 的 数值 解 与 精确 解 的 绝对 误差 比 其 他 两 种 方法 计算 的 误差 
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大 不 了 多 少 . 


计算 dy/dx=xy，YO 
法 计算 4 
斯 方法 





10 -23 米尔 恩 方法 ,米尔 恩 公 式 \ 改 进 的 亚当 斯 方法 和 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求解 


10.6.5 汉 明 (Hamming) 公 式 及 其 MATLAB 程序 
取 上 =3,a =B, =0, 由 方程 组 (10.48) 和 (10. 47) ,可 得 汉 明 公式 为 


1 3 
= 可 (9 三 全 -3 + Cn 训 光 三 放 二 (10.56 ) 


局 部 截断 误差 为 
1 


民 三 一 一 久 y 


2 0 (10.57) 


严 


汉 明 公式 是 四 阶 三 步 隐 式 公式 . 
根据 汉 明 公式 (10. 56) 式 编写 的 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10. 5 ) 的 
MATLAB 程 序 如 下 . 
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汉 明 公式 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (10.5) 的 数值 解 的 MATLAB 主 程 序 
输入 量 :如 njen 是 函数 九 x,y) ,ze 和 yo 是 初 值 yY(xo) =yo,b 是 自 变量 * 的 
最 大 值 , 记 是 步 长 . 

输出 量 :向 量 天 的 元 素 是 自 变量 * 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 56) 
式 求 出 的 初 值 问 题 (10. 5 ) 在 向 量 焉 的 元 素 处 的 数值 解 ,mn 是 自 变 量 x 取 值 的 
序号 ,wucha(k +1) =norm(Y(kK +1) -Y(k)), 并 画 出 数值 解 和 精确 解 的 
图 形 . 





function [k,X,Y,wucha,P] = Hamming(ftunfcn,x0,b,y0,ny) 
X=XxX0iy=y0yp=128;n=fix((b-xo)vh)， 

ifn<5,return,endq; 

X=zeros(p,1);Y=zeros(p, lengqth(y));， Et=zeros(p,11); 

Kk=1;XCk) =xiY(k,:) =Yy 

for kk=2:4 

X=X+hiyct=1/ 6ic2=1/3ic3 =1/3yc4 =17/63ja2 =1/Z2; a3 =17/2; 

a4 =1;b21 =17/2;b31 -0 

b32 =1/2; pb41 =0;jpb42 =0j;b43 =13;xXxl =X+a2h; 

X2 =X+a3 半 hiX3 =X+ad#khi 。 

k1l = feval(funfcn,x,y);yL =y+b21*hyktik2 =feval(funfcn,xl,vl); 
Yy2 =Y+b31*#khxkkli +b32*hykk2;k3 =feval(funfcn,x2,Yy2); 

Y3 =Y +b41*hy#kkl +b42*xhxk2+b43yhxkk3;yk4 =feval(Eunfcn,x3,Yy3)3 
yY=YyY+hyk(clkklt+c2#kk2+c3#kK3+Cc4+kK4)XCK) =XiY(K,:) =yiK=K+13 
enQ 

Xi5Yi f(1:4) =feval(ftunfcn,X(1:4),Y(1:4))3 

for K =4: 

f(k) = feval(funfcn,X(Kk),Y(k)); 

X(K+1) =XCL1) +hkki 

Y(K+1) =(178)*(9*Y(K) -Y(GK-2))+(3*hv8)*x((CE(K-2:K)) * 


[-121]); 


f(k+1) =feval(ftunfcn,XCk+1),7Y(k+1))yEf(k)=Ef(Gk+1)yk=k+1i; 
end 

for K=2:mn+1 

wucha(k) =norm(Y(K) -Y(Ck -1)); 

end 

X=X(1:n+l);yyY=Y(l:n+l,:);n=1l:n+l， 


wucha =wucna(l:n,:);P=[n'",XY,wucha ji; 


例 10.6.6， 先 利用 常用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 蜂 = 1 - 一 2 


1 +X2” 
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yl.-。=0,0<x<20 的 几 个 点 的 数值 解 , 再 利用 汉 明 公式 、 米 尔 恩 公 式 和 改进 的 
四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 及 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求解 其 余 的 数值 解 , = 于 ， 


3 
和 光 十 王 和 








并 计算 它 与 精确 解 y = 5 的 误差 ,在 同一 图 形 窗 口 画 出 精确 解 和 数值 解 的 
图 形 . 
解 (1) 对 此 问题 的 汉 明 公式 的 具体 形式 为 
-=1 -2 0<y <20m=4,5.6，， 
+X， 


1 3 丸 
Ya+l = 可 (9?7， 一 >) + 辣 (jn +2/ - 乒 -). 


(2) 编写 并 保存 名 为 funfcn.m 和 fun.m 的 M 文 件 如 下 

function =funfcn(x,y) 

于 =1-(2.-*xX-ky)./ (1+X. 2); 

functiony =fun(Xxy) 

YyY=(x+1A3.*x.^3)./(1+X. 2); 

(3) 在 .MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 

> > x0 =0;jb=20iy0 =0jnhn=172; 

[k,X,Ynh,wucha,P] = Hammning(@funfcn,x0,b,y0o,h) 

Yy=(X+1A3+X. 3)./ (1L+X. 2); 

[k,X,Y,wucha,P] = Milne(@funfcn,x0,b,y0,h) 

[k,X,Yl,wucha,P] =Adams4yl(@ funfcn,x0,b,y0,h)，cl =1/6;c2 =T/34 

b31 =0;, pb41 =0;b42 =0;b43 =1; c3 =17/3ic4 =1/6ja2 =1/2; a3 =17/2 

a4 =1jb21 =1/2;b32 =1723; 

cC-[cl,ca,c3，c4,a2，a3，a4,b21,b31,b32,b41,b42 ,b43 ] ; 

[k,X,Y2 ,Exy ,wch,wucha,P] =RK4(@ funfcn ,@ fun,x0,b,C,y0,bh) 

plot(X,Yh,'bh'X,Y my X,Y1，， gp ,X,Y2， ro',XY，Kk- )， 

grid,xlabel(" 自 变量 X ) ， ylabel( ' 因 变量 Y ") 
legenaq(' 用 汉 明 公式 计算 y =1 -2xy/(1+x*2),y(0) =0 在 [0,20] 上 的 数值 解 ' ,用 米 
尔 恩 公 式 计 算 y =1 -2xy/(1+x*2),y(0) =0 在 [0,20] 上 的 数值 解 ',， 用 改进 的 四 阶 亚 
当 斯 方法 计算 y =1 -2xy/(1 +x*2),y(0) =0 在 [0,20] 上 的 数值 解 ', 用 常用 的 四 阶 龙 
格 - 库 塔 公式 计算 y =1 -2xy/v(1 +x*2),y(0) =0 在 [0,20] 上 的 数值 解 .，Y =1I -2xy/ 
(1 +x”*2) 的 精确 解 y=(x+1l/Z3x?*3)/ (1+x22) ) 

wchYy = abs(y -Y),wchYh =abs(y -Yn),wchY1 =abs(y -YL)， 

wchy2 =abs(y -Y2),m=zeros(1,k)，ftorn=1:k,m(1,n) =na-1l,end， 

[m' ,xy,Yh,r,Yl,Y2 ,wchYnh,wchy,wchYl,wchYy2]， 


运行 后 屏幕 显示 图 10 -24(a) 和 计算 结果 ( 见 表 10 - 18) 
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用 汉 明 公式 计算 关 1-2xYW(1+2)，yO=0 在 I020| 上 的 数值 解 

用 米尔 恩 公式 计算 =1-2xyH1+x2)，yOF=0 在 ID020I 上 的 数值 解 
站 用 改进 的 四 阶 亚当 斯 方法 计算 -1-2xy(I+x2)，yYOF0 在 [020] 上 的 数值 解 | 
如 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 =1.2xy({+X2)，yYOF0 在 [020] 上 的 数值 解 
一 和 =-2xyWl01+ 的 精确 衣 )=(x+13Xx3X1+XO) 





图 10-24(a) 取 = 过时 , 汉 明 公式 ,米尔 恩 公式 改进 的 四 阶 亚 当 斯 方法 和 
常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 初 值 问题 


表 10 -18 取 关 = 村 时 ,用 汉 明 公式 \ 米 尔 恩 公 式 、 
改进 的 四 阶 亚当 斯 方法 和 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 结果 
0. 










过 5 


0:824 8 | 0.017 1 | 0.017 1 0.017 1 

0.9297 |0.9901|0.855 2 0.055 0 

| 2.500 0 | 1.063 2 | 1.042 6 | 1.013 2 | 1.006 5 | 1. 145 7 | 0.020 6 | 0. 050 1 | 0.056 7 | 0. 082 5 

1.2000|1.1799 1.159 7 0.1018 
[177 2 | 


人 









































824 ”第 十 章 ” 常 微分 方程 (组 ) 求 解 


续 表 




















5205|5 84 6203| 6368 022|uo0 


从 图 10 -24(a) 和 表 10 -18 可 见 , 汉 明 公式 解 初 值 问题 得 到 的 数值 解 序 
列 { 也 不 但 收敛 ,而 且 与 精确 解 的 绝对 误 善 误 关 最 小 ;其 次 是 改进 的 四 阶 亚 
当 斯 方法 计算 的 绝对 误差 ;用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 的 数值 解 的 绝对 误差 
误差 排 居 第 三 ;米尔 恩 方法 计算 的 误差 最 大 , 且 得 到 的 数值 解 序列 |7|l 不 稳 
定 . 但 是 , 步 长 几 越 小 ,这 四 种 方法 计算 的 数值 解 的 绝对 误差 误差 越 小 ,米尔 恩 


方法 计算 的 数值 解 序列 | 7| 趋 于 稳定 (参见 取 6 = 20 ,= 站 时 ,用 这 四 种 方法 计 
算 的 图 10 -24(b) ). 请 读者 分 别 取 不 同 的 4 和 记 的 值 计算 ,观察 其 误差 的 变化 

















# 用 汉 明 公式 计算 =1-2xy(l+ 交 ，yYOF0 在 I0.20] 上 的 数值 多 

+ 用 米尔 思 公 式 计算 六 12xy(+xz2)，yOF0 在 20| 上 的 数值 多 

* 用 改进 的 四 阶 亚当 斯 方法 计算 Y=1-2xy(I+x，yYOF0 在 D.20I] 上 的 数值 多 
2 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 yY=1.2xy(+x2)，yYO)=0 在 I020| 上 的 数值 涟 
一 =12xw015B) 的 精确 解 人 =-(x+13xM1+x) 





图 10 -24(Db) 取 刀 = 坟 时 ,用 四 种 方法 求 初 值 问题 
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10.6.6 预测 -校正 系统 及 其 MATLAB 程序 


用 显 式 公式 计算 预测 值 , 然 后 用 隐 式 公式 进行 校正 ,得 到 近似 值 /，， ,这 样 
一 组 计算 公式 称 为 预测 - 校正 系统 . 一 般 地 ,预测 - 校正 系统 采用 同 阶 的 隐 式 公 
式 与 显 式 公式 . 下 面 首先 分 别 介绍 的 单 环节 的 预测 - 校正 系统 有 亚当 斯 预测 - 
校正 公式 和 米尔 恩 - 汉 明 预测 - 校正 公式 ,多 环节 的 预测 - 校正 系统 有 亚当 斯 
预测 - 校正 公式 和 米尔 恩 - 汉 明 预 测 - 校正 公式 ,然后 用 MATLAB 程序 实现 
(一 ) 单 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 及 其 MATLAB 程序 
首先 用 四 阶 亚当 斯 显 式 公式 (10. 50) 作为 预测 ,然后 用 四 阶 亚当 斯 隐 式 公 
式 (10.52) 作 校正 ,构成 单 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 
Ps = 和 + 革 (557 -59A +377  - 驮 
-《〈10.58) 
Jr 二 [20xsPo) +19 -57 + 大] 


因为 (10. 58 ) 式 是 四 阶 公式 ,所 以 它 的 起 步 值 除了 加 给 定 的 以 外 ,7 ,7 ， 放 
通常 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 计算 . 有 时 为 提高 精度 ,校正 公式 可 和 迭代 进行 多 次 ， 
但 是 和 迭代 次 数 一 般 不 超过 3 次 . 

根据 亚当 斯 预测 - 校正 公式 (10. 58 ) 编写 的 求解 常 微分 方程 初 值 问 题 
(10.5) 的 MATLAB 程序 如 下 . 

用 单 环 节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 (10.S) 的 
数值 解 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 :名 nfn 是 函数 .ALx,y) ,xo 和 加 是 初 值 y(xo) = 加 ,5 是 自 变量 * 的 
最 大 值 ,六 是 步 长 . 

输出 量 ; 向 量 互 的 元 素 是 自 变量 x 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 (10. 58 ) 
式 求 出 初 值 问题 (10. 5 ) 在 向 量 无 的 元 素 处 的 数值 解 ,是 自 变 量 * 取 值 的 序 
号 ,wucha(k +1I) =norm(Y(k +1) -Y(k)), 并 画 出 数值 解 和 精确 解 的 
图 形 . 


function [kk,X,Y,wucha,P] =daadamsyx(funfcn,x0,b,y0o,h) 














x=x0iy =y0;p=128;n=fix((b-x0)yDh)i 
iftn<5,recurny,enai 
X=zeros(p,1);Y=zeros(p,Llength(y)); 
E=zZeros(p,1);K=1;，XCK) =x3Y(Ck,:) =Y 

for kk =2:4 

cl =1/6ic2 =17/3ic3 =1/3ic4 =17/6ja2 =17/2;a3 =172; 
a4 =1;b21 =1I/2;b31 =03b32 =1/2j b41 =03b42 =0;b43 =14; 
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xl =X+a2*xh;x2 -x+a3yhix3=Xx+a4*+hikl=feval(funftcn,x,y); 

yl1 =y+b21*rhyxkl;iXx=Xx+hik2=feval(funfcn,xl,yl); 

Yy2 =y+b31*#*hy#kkl+b32*h*ykkKk2;K3 =feval(funfcn,x2,y2); 

Yy3 =yY+b41*khkkl +b42*hyrk2+b43xhyk3; kx4 =feval(funfcn,x3,Y3); 

Yy=y+h#r(clrkt+c2+rk2+c3y#k3+c4k4)i x(k) =XjiY(k,:) =Y; 

endQ 

X;Y;f = feval(ftunfcn,X(1:4),Y(1:4))3;E= 工 "， 

for KK =4:n 

X(k +1)=X(1) +h*ykif(k) =feval(funfcn,X(k),Y(k)); 

P=Y(k) +(hv24)*((f(k-3:k))*[t-937 -5955]")3 

fE=[ft(2) f(3) f(4) feval(funfcn;,X(Kk+1I),P)]， 

Y(kK+1)=Y(k)+(hv24)*(f*[1 -5199]); 

f(4) -= feval(funftcn,X(k+1),Y(k+1))3Kk=k+1i 

endQ 

for Kk =1:n 

wucha(k +1) =norm(CY(k +1) -Y(k)); 

endQ ， 

X-X(l:in+l)iz=Y(lin+l,:)n=1lcn+l， 

wucha =wucha(l:n,:);jP=[n'",X,Y,wucha ']; 

例 10.6.7 ” 先 利 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 例 10.6.1 的 初 值 问题 ， 

算出 几 个 点 的 数值 解 ,再 分 别 利用 单 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 .四 阶 亚当 斯 
显 式 公式 (10.50) 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 (10.52) 求 解 常 徽 分 方程 初 值 问题 ,= 








生 十 二 和 
二 ,并 计算 它 与 精确 解 了 = 一 的 误差 ,在 同一 图 形 窗口 画 出 精确 解 和 数值 解 
的 图 形 . 
解 〈1) 对 此 问题 的 单 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 的 具体 形式 为 
六 -1 20。 0<r <2m=4,5,6，， 
工 十 和 


疾 


六 - ， 
一 yn + 54(55j。 -591 .+37 -9 3)， 


灰 
yat+l 二 》n + [9/ (xnti ,Pi) +19 扩 -SS/ -+ 2] . 


(2) 在 MATLAB 工作 窗口 输入 下 面 的 程序 
> > x0 =0;b=23;y0 =0;nhn=17/5; 
subplot(3,1,1) 
[k,x,Y1,wuchal,P1] =aRadamsyx(@ funfcn,x0,b,y0,h) 
y=(X+17X3x*xX.*3)./(1+X. 2);plot(X,Y1，mh",XY，bo '),gria 
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legend( 用 单 环 节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 计算 的 数值 解 '， 精 确 解 y = (x+ 
1Z3x?3)VZ(L+X22)) 
wchl =abs(y ~Y1),[P1,y,wchl ] 
ticle(' ay- dx=1-(2xy) (LI+x*2),y(0) =0 在 [0,2] 上 的 数值 解 和 精确 
解 的 图 形 ”) 
subplot(3,1,2) 
[Kk,X,Y2 ,wucha2 ,P2] =Adams4x(@ funfcn,x0o,b,yo,h) 
Y=(X+1l/3*+X. 3)./(1+X. 2)3plot(X,Y2，mh',Xy，bo') ,grida 
legenda( 用 四 阶 亚当 斯 显 式 公 式 计 算 的 数值 解 '， 精 确 解 了 =(x+173x?*3)7(1 
+X"2) ) 
wch2 =abs(y -Y2),[P2,y,wch2] 
subplot(3,1,3) 
fxk,X,Y,wucha,P] =RAdqams4yl(@funfcn,x0,b,y0,h),y=(X+1A3#X.” 
3).-(1+X. "21); 
PlLot(X,Y，mh ",XyY，bo '),grid,xliabel(' 自 变量 X") ,ylabel1(' 因 变量 Y') 
legend( ' 用 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 计算 的 数值 解 '， 精确 解 Y=(x+1/Z3x*3)7/(1 
+X?2) ) 
wch =abs(y -Y),[P,y,wch]j,A=[X,y,Yl,Y2,Y,wchl,wch2 ,wch] 
运行 后 屏幕 显示 图 10 -25 和 计算 结果 ( 略 ). 从 图 10 -25 和 计算 结果 可 见 单 环 
节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 的 数值 解 与 精确 解 的 绝对 误差 比 四 阶 亚当 斯 显 式 公 
式 和 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 都 小 . 
(二 ) 多 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 
为 减少 一 次 和 欠 代 所 产生 的 误差 ,常常 用 局 部 截断 误差 进一步 修正 预测 值 与 
校正 值得 到 更 精确 的 预测 -校正 公式 . 下面 对 亚当 斯 预测 - 校正 公式 (10.58) 
进行 讨论 : 
用 四 阶 亚当 斯 显 式 公式 (10.50) 的 局 部 截断 误差 公式 (10.51) 
251 


(xn -Po +OCR ) (10.59) 
减 去 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 (10. 52) 的 局 部 截断 误差 公式 (10. 53 ) 
(xD -7 7 + 0() ， (10.60) 
得 
jy 多 27 -pn)， (10.61) 


将 (10. 61) 式 分 别 代 人 (10.59) 式 和 (10. 60) 式 ,得 


251 
(xi) Porls270(07r 一 Perl)， (10. 62 ) 
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图 10 -25 ” 单 环节 的 亚当 斯 预测 -校正 公式 .四 阶 亚 当 斯 显 式 公 式 和 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 


y(xssD) -ys 一动 5(7si 一 Ps， (10.63) 
用 (10. 62) 式 和 (10. 63) 式 修正 公式 (10. 58) ,就 得 到 多 环节 的 亚当 斯 预测 - 校 
正 公式 
Ps = 思 + 半 (557 59 +371. 9-)， 琐 测 
1 三 Pa+l + 人 cv 一 P) ， 改进 


(10.64) 
cn+l 二 -水 + 二 [9 (xoriymnr1) 二 19 记 = 一 3 太 -; 本 2 校正 


Js 、 
人 一 20(001 一 Ps 改进 


上 述 预 测 - 校正 公式 的 优点 是 每 算 一 步 只 需 计 算 两 个 函数 值 ,计算 量 小 于 
四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ,而 且 在 计算 过 程 中 已 经 大 致 估计 出 误差 . 它们 的 不 足 之 处 
在 于 必须 借助 于 别 的 方法 计算 开始 几 个 函数 值 , 计 算 过 程 中 不 易 变 步 长 . 





10.6 ”线性 多 步 法 及 其 MATLAB 程序 829 
(三 ) 米尔 恩 - 汉 明 预测 - 校正 公式 
单 环节 的 米尔 恩 - 汉 明 预 测 - 校正 公式 为 


47 
忆 +1 三 -3 + 本 (2 一 扩 - +2/:)， 
(10.65) 
1 3 及 
yn+l = 本 (9?7。 一 -2) + 天 (top +2/ - 扩 -]. 


用 推导 多 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 的 方法 ,可 得 多 环节 的 米尔 思 - 汉 
了 明 预 测 - 校正 公式 为 
Pt 全 (2 -+28)， 
用 yl 二 书 yl + -Pu)， 
1 辣 (10.66) 
Cn+l = 人 427， 一 思 -2) + 吾 [joymanri) +2/ - 乒 - 由 ， 


9 
yn+l 三 Ca+l +T2T( cy 一 1). 


习题 10.6 





1L 分 别 用 四 阶 亚当 斯 显 式 公式 (10.50) 和 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 (10. 52) 求 下 列 初 值 问题 
的 数值 解 , 刀 = 启 并 计算 与 精确 解 的 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 


业 -y -和 ,0<x<2， 业 -zy+y,0<x<1， 
(1) 1 dx 7 (2) 1 dx 
yl:-o =1; yl|1。-o =1 


2， 分 别 利用 单 环节 和 多 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 求 第 1 题 中 初 值 问题 的 数值 解 ， 
&= 站 ,并 计算 与 精确 解 的 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 

3. 先 分 别 用 四 阶 亚当 斯 显 式 公式 (10. 50) 和 四 阶 亚当 斯 隐 式 公式 (10. 52) 求 下 列 初 值 问 
题 的 数值 解 , 然 后 分 别 利用 单 环节 和 多 环节 的 米尔 恩 - 汉 明 预测 - 校正 公式 计算 ,= 二 ,并 
计算 与 精确 解 的 误差 , 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 ， 


出 - 3 ,0<x<1， 科 -ony ,0<x<2， 
(1) dxz 工 + 和 (2) | dx 


7l:-o =1; 





yl.-， =1. 
4， 分 别 利用 单 环 节 和 多 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 计算 积分 TK(x) = 人 ed 在 x=1 
附近 的 近似 值 , 取 天 =0.2, 计 算 结 果 保 留 四 位 小 数 
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5. 用 汉 明 公式 和 米尔 恩 公式 求 下 列 初 值 问题 的 数值 解 = 下 ,并 计算 与 精确 解 的 误 关 ， 


画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 . 
d 


于 = 好 +2y,0<xs2， 


2 dy _4-2 1 一 
0 入” Ja +22y =47 ,<x< 和 2， 2) 这 
yl =1; yl1.-， =1. 
6. 分 别 利用 单 环节 的 米尔 恩 - 汉 明 预测 - 校正 公式 、 多 环节 的 米尔 恩 - 汉 明 预测 - 校 


正 公式 和 多 环节 的 亚当 斯 预测 - 校正 公式 求 初 值 问题 光 =* -y,0<x<8,yl.-。= 0 的 数值 


解 , = 二, 并 计算 它们 与 精确 解 的 误差 ,在 同一 图 形 窗口 画 出 精确 解 和 数值 解 的 图 形 ， 


10.7 一 阶 ( 高 ) 阶 微分 方程 (组 ) 的 数值 解 
及 其 MATLAB 程序 


10.7.1 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解 及 其 MATLAB 程序 


(一 ) 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解 
设 有 一 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问 题 


dx _ 人 
| =(Cxzyi( xz) ;ya(X) ， yw)) (1 .2 mm)。 (10.67) 
Yi Xo) = Juo 

如 果 ? = (Yi ,72 0 = (yio,y72o，… yn) = (及 , 廊 ,…, 记 六 , 则 初 值 问题 


(10. 67) 可 以 写成 如 下 向 量 形式 
民 -sx,)， 


了 (xo) =yo， 
如 果 向 量 函数 .Kx , 刀 在 区 域 D:xe[xo, 引 ,ER 上 对 xx 连续 ,上 且 对 了 满足 利 普 
希 茨 (Lipschitz) 条 件 , 即 存在 常数 过, 使 得 
lx -xy2) 1 到 下 盖世 

对 所 有 *e [zxo,b] ,y ,ye 及 "都 成 立 , 则 初 值 问题 (10. 68 ) 式 在 闭 区 间 {fa,2] 上 
有 唯一 解 =y(x)， 

初 值 问题 (10. 68 ) 与 (10. 5) 形 式 上 完全 相同 , 故 对 初 值 问题 (10.5) 的 所 有 
的 各 种 数值 解法 可 全 部 用 于 求解 初 值 问题 (10. 68 ) ,只 需 将 y 换 成 向 量 了 ,Ax， 
y) 换 成 向 量 函 数 Ax,y) 即 可 . 

例如 , 初 值 问题 (10. 68 ) 式 的 向 前 欧 拉 公 式 


(10.68 ) 
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Ji = +RFxy) =0,1，， 
| (10.69) 
X。 = Yo 十 7 及 ， 
其 中 几 = (yu yo yw) 其 分 量 形式 为 
my =ya +RROxzynya yy) (=12，…mm). 
改进 的 欧 拉 公 式 可 写作 
大 
Ji 二。 + 本 (5 + 大 2 ) ， 
10.70 
及 = 放 xy) ， (00 70) 
帮 2 = 所 xy +HK). 
常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 为 
url 二 了。 + 全 (大 +2K， +2K3 + 天) ， 
Ki =.x,y。) ， 
天 瑚 天 
玉 =- 咱 < + 二 + (10.71) 
天 天 天 
K3 = 川 *， + 本， + 3， 
, =. 扩 x 十 户 , 了 。 十 天下) ， 
其 中 所 =( 局 如 (=1,2,3,4) ,其 分 量 形式 为 
忆 
yw+l 二 mw + 人 到 十 282 十 283i + An) ， 
开 ) = 上 廊 ( xyniyyo yom) ， 
志 及 天 太 大 . 
> -= 咱 二 7yml + 十 642 〈10.721) 
庆 由 
3， =/= 二 na 十 本 yo 十 7 )， 


K = 上 廊 (Y。 十 帮 ,y 1 十 帮 E yY 十 天 5 ) 
一 般 地 , 初 值 问题 (10. 68 ) 的 单 步 法 的 公式 为 
1 = 二 Ag(xzo， 产 ) ， (10.73) 
其 中 8=(8g88 8) 是 于 +2 元 的 严 维 向 量 函 数 . 例如 , 当 严 =2 时 , 初 值 问 
题 (10. 68 ) 的 具体 形式 为 


dy 
二 = (xy ya) ,7 (xzo) = 二》o， 

(10.74) 
4 - 


同 =. 庆 (xz,yiya) ,yz(xo) =7yo2o， 
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(10.74) 式 的 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 分 量 形式 为 


瑚 
yl 三 Ya + ji +212 二 253 + )， 


天 
yl 三 Ya2 +6(Cpn +2122 十 23 十 fsz) ， 


上 = 廊 (x yu yo yn) ? 


色 2 =. 记 (x， ?nl ?na2 Yom) 有 




















嘎 j 
ja = 二 )， 
(10.75) 
有 六 pi 必 j 
/2 -有 [和 + 2 )， 
嘎 有 
ja -1 和 + yo 十 7 )， 
天 瑚 大 户 1 
ja -有 [和 + 十 yon 二 7 )， 


1 = 太 ( xz。 十 声 ,y 十 有 53 Yon 十 玫 F3。) ， 


js = 万 (x+ 户 ,y 十 户 [3 yom 十 帮 F3). 


(二 ) 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解 的 MATLAB 程序 

用 MATLAB 计算 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解 的 常用 方法 有 两 类 :一 类 是 根据 
求 微分 方程 组 的 数值 解 的 公式 编写 MATLAB 程序 计算 ; 另 一 类 是 根据 表 10 -12 
中 解 常 微分 方程 初 值 问题 的 MATLAB 库 函 数 计 算 . 

1. 利用 MATLAB 库 函 数 计 算 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解 

根据 表 10 - 12 中 解 常 微分 方程 初 值 问 题 的 MATLAB 库 函 数 计算 一 阶 微分 
方程 组 的 数值 解 ,首先 需要 根据 一 阶 常 微 分 方程 组 

人 -7 -ay ,yyn) ME[a)b] 


建立 相关 名 为 azdqx.m 的 M 函数 文件 如 下 
function ay =dGzdx(x,y) 
Gy(1) =Y(2); 
dy(2) = Y(3); 


-Gy(n) =E(x,GQy(1) ,gay(2)，…… ,Gy(m) ) ; 
dy=[dy(1)jidy(2)3……3dgy(m) ji; 


然后 ,根据 表 10 - 12 中 解 常 微分 方程 初 值 问题 的 MATLAB 库 函 数 调 用 dazax :m 
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计算 ,其 调用 格式 为 
[x,y] =odaeij(" dzdqx '",H,Yy0) 
输入 的 量 :已 是 方程 组 中 自 变量 的 取 值 范围 妃 =[ao,!];y 是 初始 值 
yi(xo) =yao( 上 =1,2,…,mm) 构 成 的 向 量 yo = [yi(xo) ,ya(xzo)，…,yn(xo)]- 
输出 的 量 :* 是 方程 组 中 自 变 量 取 值 构成 的 向 量 ;y 是 方程 组 的 解 对 应 于 
的 函数 值 构成 的 矩阵 ， 


例 10.7.1 求 和 分 方程 组 | .，_ 在 区 间 互 =[0,60] 上 满足 


z2 =5(1 一 2)za 一 2 
条 件 :x*=0 时 ,za =1,z =2 的 特 解 . 
解 (1) 建立 名 为 szdxl .m 的 M 函数 文件 
function dz =dzdxl(x,z) 
dz(1)=z(2);jdaz(2) =5*(1- z(1)*2)* z(2) 一 z(1); 
dz=[az(1);daz(2)]; 
(2) 调用 azdxl .m 求 解 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>H=[0,60]; z0=[1;2];[x,z] =odael13(' dzdqx1 ',H,z0); 
大] 洛 直 《站 妥 (宝江 和 革 于 二 和 瑟 仆人 莹 全 
xlabel(' 轴 \itx'"); ylabel(' 轴 Nity ) 
legend(' 是 方程 组 解 zl 的 曲线 ', "是 方程 组 解 z2 的 曲线 ') 
运行 后 求 得 解 函数 za =z(xz) 和 z =z2(z) 的 图 形 如 图 10 -26 所 示 . 





1 
1 
， 
入 
由 
计 
到- 
| 


-~ 一 wwnmzeSx 
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《 ae 
31=22， 


例 10. 7. 2 求 微 分 方程 组 z 2 =23， 在 区 间 
三 语 2 二 3 和 下 +2x zl +9x3sin x 
刀 =[0.1,60] 上 满足 条 件 :* =0.1 时 ,z =1,z， =1,z =1 的 特 解 . 

解 (1) 建立 名 为 azdx2 .m 的 M 函数 文件 
ae 主攻 为] 
qz(1) =z(2);daz(2) =z(3); 
dz(3) =zZ(3)*x”(-1) -3*X(--2) 本 Z(2) 2#X(-3)+z(1) 9 本 X3 林 

让 于 人 和 基 这 
dz=[dz(1);dqz(2);dqz(3)]; 

(2) 调用 azdqx2 .m 求 解 , 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
>>H=[0.1,60]; z0=[1;1;1];[x,z] =odel5s('dzdx2 ',H,z0); 
人 
xlabel(' 轴 \it x'");ylabel(' 轴 \ity)") 
legend( 是 方程 解 z1 的 曲线 ,是 方程 解 z2 的 曲线 "'，' 是 方程 解 z3 的 曲线 ") 

运行 后 求 得 解 函 数 5 =3 (xz) ,za =2(xz) 和 2 =3(xz) 的 图 形 如 图 10 -27 所 示 . 


于 


隆 是 必 的 西 
站 是 22 的 曲线 
六 “是 方程 解 z3 的 曲线 





10 -27 例 10.7.2 用 oqel5s 计算 


2 根据 求 微分 方程 组 的 数值 解 的 公式 编写 MATLAB 程序 计算 
我 们 也 可 以 根据 一 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 (10. 67) 的 具体 公式 编写 
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MATLAB 程序 计算 数值 解 . 例如 ,根据 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (10. 75) 编 写 
dy， dy dy 
求解 初 值 问题 二 = 人 = 罗 = ze[a;8] (mo) = 


yo( 丰 =1,2,…,m) 的 MATLAB 程序 如 下 . 
用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (10.75) 求 解 常 微 分 方程 组 的 初 值 问题 
(10.67 ) 的 数值 解 的 MATELAB 主 程序 
输入 量 :aydax 是 名 为 qyax .m 相关 的 M 函数 文件 ,CT = [yio，y2o，…， 
yoo] 是 初始 条 件 ye(xo) =ye(8=1,2,…,m)3a 和 上“ 是 自 变量 * 所 在 的 区 间 
[ea , 妇 的 端点 ,天 是 步 长 . 
输出 量 : 向 量 于 的 元 素 是 自 变 量 * 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 利用 公式 


dy dy yn 
(10.75) 求 出 初 值 问 题 二 三 Y2 ,0 = 所 xy 2 Ya) 和 [oa ， 


bi(xo) =yeo( 有 =1,2,…，,zm) 在 向 量 下 的 元 素 处 的 数值 解 , 左 是 自 变量 x 取 
值 的 序 导 ,wucha(k +1) =norm(Y(k +1) -Y(k)).。 


function [k,X,Y,wucha,P] =RK4z(dydax,a,b,CcT,h) 
n=ftfix(C(b-a)h); 














X=zeros(n+1,1)， 

Y=zeros(n+1l,LIength(CcT) ); 

X=a:h:bi; 

Y(1,:) = CT '; 

fozr Kk =1 工 :mn 

kl1 = feval(dqydx,X(Kk),Y(k,:)) 

X2 =X(K) +hA23y2 =Y(k,:) +klyhv2; 

k2 =Efeval(dydqx,x2,y2); 

Kk3 =fEeval(dqydx,x2,Y(K,:) +k2*hZ2)i 

k4 = feval(dydqx,，X(k) +hY(k,:) +k3*h)i; 

Y(K+1,:) =Y(KkK,:) +hy(kL' +2+k2 +2yk3'" +k4')A63K=k+1; 

endQ 

for K=2:n+L 

wucha(K) =norrm(Y(Kk) -Y(K-1));，Kk=Kk+l1; 

endQ 

X=X(1:nt+tl)3Y=Y(L1:n+1l,:)3k=13n+1;wucha =wucha(1:k,:); 

P =[k',X'Y,wucha ]; 

例 10.7.3 用 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (10.75) 求 解 例 10.7.2 的 常 微 

分 方程 组 的 初 值 问题 的 数值 解 , 疡 = 0. 25 , 画 出 数值 解 的 图 形 , 并 与 例 10. 7.2 
比较 . 
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解 (1) 建立 名 为 ayax.m 的 M 函数 文件 
function daY=dydx(X,Y) 
dyY(I) =Y(2); 
dY(2) =Y(3); 
daY(3) =Y(3)*X*(-1) -3*X^(-2)*Y(2) +2*X -3) 于 站 ( 工 ) +9 让 又 ~3 站 
sin(X); 
ayY=[daY(1);daY(2)jiaY(3)]; 
(2) 调用 aydax.m 求 解 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> > CT=[1;1;1];h=0.25; 
[k,X,Y,wucha,P] =RK4z(@ dydx,0 .1,60,CT,h) ， 
IIot( 世 ,文江 ) gaYC32) 下 ,TY(s37mB 
xlabel(' 轴 \it x'");ylabel(' 轴 Nity ) 
legena(' 是 方程 解 zl 的 曲线 '," 是 方程 解 z2 的 曲线 '，' 是 方程 解 z3 的 曲线 ) 
运行 后 求 得 解 函数 z =z(z),za =z2(z) 和 za =2a(x) 的 数值 解 ( 略 ) 及 其 图 形 如 
10 -28 所 示 . 比较 图 10 - 28 与 图 10 -27 可 知 , 本 例题 的 数值 解 的 图 形 与 例 
10.7.2 的 类 似 . 但 是 ,用 自己 编制 的 RK4z .m 程序 可 以 计算 和 绘制 步 长 上 取 任 
意 值 时 的 常 微分 方程 (组 ) 的 数值 解 及 其 图 形 ,请 读者 分 别 取 户 =0. 5,0. 15， 
0. 05 ,计算 本 题 ,并 绘制 出 它们 的 图 形 . 


汪 工 了 


ee 乔 f 了 1 
丰 ， 是 方程 解 z2 的 曲线 





图 10-28 例 10.7.3 用 RK4z 计算 
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10.7.2 高 阶 微分 方程 (组 ) 的 数值 解 及 其 MATLAB 程序 


高 阶 微分 方程 (组 ) 的 初 值 问题 可 以 通过 变量 代 换 化 为 一 阶 常 微分 方程 组 
初 值 问题 进 行 计 算 . 


设 有 普 阶 常 微分 方程 初 值 问题 
yy ass 四 (mm =2,3,… ,nm)， 
y(xzo) =yoy'(xo) =yioy (xzo) =yom-Da 
(10.76) 
令 z =yz =7 zu =Y”  , 则 初 值 问题 (10.76) 就 化 为 一 阶 常 微分 方程 
组 
2 三》， zi(xo) =yo， 
5 =22， 2(%o) =yio， 
. | xu<x<p (10.77) 
Z 1 =2 Zn_i(xXo) =yYn -2 0， 


zw = 几 x2122 an)， Zr(Xo) =ymn-D.0， 
然后 用 类 似 于 例 10.7.1 中 的 数值 方法 求解 问题 (10. 77 ) ,就 可 以 得 到 (10. 76 ) 
的 数值 解 . 
例 10.7.4 求 微分 方程 y"-5(1-2 六 )y +7y=0 在 区 间 囊 =10,20] 上 满 
足 条 件 :x* =0 时 ,7y=0,yY' =1 的 特 解 . 
解 〈1) 转化 方程 . 令 7=z ,7 =2，, 则 原 方程 化 为 


41 了 22， 
1: =S(1 -2z)z 一 7zi. 
(2) 建立 名 为 dzax3 . 巴 的 M 枉 数 文件 
function dz =dQzdx3(x,2z) 
daz(1) =z(2); 
dz(2)=5v*(1- 2*z(1)*^4) wz(2)-7*xz(1)Jdz=[az(1)3dz(2)]; 
(3) 调用 azdax3 .m 求 解 ,在 命令 窗口 输入 
>>H=[0,20]; z0 =[fo;1];[x,z] =ode45(' azdx3',H,z0)3 
Plot(x,z(:,1)，g- ,xz(:,2)，r:) 
xlabel(' 轴 \itx');i yiabel(' 轴 Nity ') 
legend( ' 是 方程 解 Y 的 曲线 ` ,是 解 y 的 一 阶 导数 ) 
运行 后 求 得 解 函数 y =z ( 切 和 它 的 导数 y =z (的 图 形 (图 10-29 所 示 . ) 


“-Sxz' =0， 
例 10.7.5 求解 方程 组 人 -0 在 区 间 妃 =[ -25,25] 上 满足 条 件 
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图 10 -29 微分 方程 y"-5(1-27)y'+7y=0 的 解 


x=0 时 [yo,zo] 三 [上 [05315752 二 上 -1,0] 的 特 解 . 
解 (1) 转化 方程 . 令 y=z,y' =zaz=2,z =2, 则 原 方程 化 为 
元 过 到 
三 32243 
2 三 24， 
妥 本 2 
(2) 建立 名 为 azdqx4 .m 的 M 天 数 文件 
function dz =dQzdx4(x,z) - 
刘 2( 主 》 三 到 2275Q 和 (和 水 三 王 举 其 束 冯 [ 人 3 间 2 去 世人 四 2 (和 放 三 二 五 ,各 凑 滞 忆 (275 
az=[dz(1);daz(2)3daz(3)5az(4)]; 


(3) 调用 azdqx4 .m 求 解 ,在 命令 窗口 输入 


>>H=[=-25,25];z0=[0;1; =-1;50]5[t,z] =ode45(' dzdx4 ",H,z0)3 
plot(z(:,1)，z(:,3)， rz- "),xlabel(' 轴 \ity');yYylabel( 轴 Nit z ) 
legend( "是 方程 组 的 解 :y 与 z 的 曲线 ") 
运行 后 求 得 解 函 数 yY=z(xz),z=2(z) 的 图 形 如 图 10 -30 所 示 . 
例 10.7.6 求 微 分 方程 组 
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图 10-30 方程 组 y"“-5xz' =0,z+Sxy' =0 的 解 


在 区 间 [0,75] 上 满足 条 件 ::=0 时 ,zx*=0,y=0,z=10…“ 的 特 解 ,其 中 o=3， 
人 三 证 下 全 0 
解 (1) 转化 方程 . 令 x=z,y=z,z=2 ,可 得 
儿 0 021 十 和 235 
2 
2 研一 区 一 32122 
(2) 建立 名 为 azat5 的 M 文件 
下 次 全 臣 衬 着 下， 志 式 三 和 ZSI( 二 ,2 
全 二 3 和 二 二 业 和 人 三 全 9 
dz(1) = -ay#z(I)+z(2)*+z(3)3dz(2) = -b+(z(2) -2*Zz(3))3 
dz(3) =c#+xz(2)-z(3) -3*+2z(2)*z(1)idaz=[daz(1)5dz(2)3az(3)]5 
(3) 调用 azat5 .求解 ,在 命令 窗口 输入 
>>H=[0o,75]; zo=[o;0;l0*(-16)];[t,z] =ode45(' dzat5'",H,z0) 
让 可 人 区 让 二 人 人 让 有 六 省 六 天 志和 
xlabel(' 轴 Nit x'");Yylabel(' 轴 Nity '); zlabel(' 轴 Nit z 7") 
title( "空间 曲线 是 方程 组 的 解 :z 是 x 和 Y 的 函数 ') 
运行 后 求 得 解 函 数 *=z(i) ,7y=za(i),z=2(t) 及 其 图 形 如 图 10 -31 所 示 ( 具 
有 吸引 子 的 空间 曲线 ). 
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图 10 -31 方程 组 xz'= -ax+yzy' = -by-2z),z =cy-z-3xy 的 解 


例 10.7.7 单 摆 运 动 求解 过 程 

这 是 一 个 我 们 熟悉 的 物理 模型 ,可 看 作 工 程 技术 中 一 些 振动 问题 的 简化 . 图 
10 -32 中 一 根 长 ! 的 (无 弹性 的 ) 细 线 , 一 端 固 定 , 另 一 端 
悬挂 一 质量 为 m 的 小 球 ,在 重力 作用 下 小 球 处 于 竖 直 的 
平衡 位 置 . 使 小 球 偏离 平衡 位 置 一 个 小 的 角度 ,然后 让 它 
自由 ,小 球 就 会 沿 圆 弧 摆 动 . 在 不 考虑 空气 阻力 的 情况 
下 ,小 球 将 作 一 定 的 周期 简 谐 运动 .图 10 -32 中 以 9=0 
为 平衡 位 置 ,以 右边 为 正方 向 建立 摆 角 6 的 坐标 系 . 在 小 
球 摆 动 过 程 中 的 任 一 位 置 9, 小 球 所 受 重 力 沿 运动 轨迹 方 
向 的 分 力 为 -mgsin 6( 负 号 表示 力 的 方向 与 6 的 正 向 相 | 
反 ) ,利用 牛顿 第 二 定律 即 得 微分 方程 





7IS 


mm" = 一 mgsin 0. (10.78) 图 10-32 单 摆 运 动 
设 小 球 初始 偏离 角度 为 g , 且 无 初速 度 , 则 方程 的 初始 条 件 为 
b(0) =6,,9'(0) =0. (10.79) 


求解 (10.78) ,(10.79) 时 ,在 6 不 大 的 条 件 下 ,可 将 方程 (10.78 ) 中 的 sin 8 
近似 为 9, 于 是 得 到 线性 常 系数 微分 方程 
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0 + 二 9=0. (10.80) 
容易 算出 方程 (10. 80) 在 初始 条 件 (10.79) 下 的 解 为 


8(t) = gucos wt,aw = 号- (10.81) 


由 解 (10.81) 可 知 , 简 谐 运 动 的 周期 为 了 =2T 人 夺 


现在 的 问题 是 , 当 % 较 大 时 , 仍 用 6 近似 sin 9, 误 差 太 大 了 . 而 方程 (10. 78 ) 
没有 解析 解 . 试用 数值 方法 在 8 等 于 10" 和 30" 两 种 情况 下 求解 ( 设 L=25 cm ) ， 
画 出 6( 昌 的 图 形 ,并 与 近似 解 (10. 81 ) 的 结果 比较 . 

描述 单 摆 运 动 规律 的 式 (10.78) 是 2 阶 微分 方程 ,无 解析 解 ,为 了 用 
MATLAB 求 数值 解 , 需 先 将 它 化 为 方程 组 . 令 x =g,xy =0, 则 方程 (10.78) 化 为 


xz zx = -号 sinxi. (10.82) 


1 
初始 条 件 (10.79) 式 表 为 
xi (0) =xioyz(0) =0. (10.83) 
(10.82) (10.83) 式 中 g=9.8,!/ =25,xio 为 10"=0. 1745 弧度 及 30" =0. 5236 


外 度 两 种 情况 , 对 于 近似 解 (10.79) 式 ,周期 7=2m \/ 呈 =10() 
建立 名 为 aanbaim 的 M 文 件 
function xdaot =Qqanbai(t,x) 
g=9.8;1=25;xdot(1) =x(2); 
xdot(2) = -gl1xsin(x(1));xdot =[xdaot(1);xdot(2)]; 
输入 程序 如 下 (>x。 =0.1745 ,xy =0.5236) 
H=[0,10]; al =0.1745;xl0 =[al,0]1;[t,xl]j =ode23(@ danbai,H， 
Xx10); 
a2 =0.5236;x20 =[a2,0]; 
[It,x2] =odqe23(@dqanpbai,H,x20);3g =9.8;1 =25jiw=SqGrt(gA IT); 
yl1 =al#kcos(wyt)yy2 =a2xcos(w*kt)iwul =y1 -xl(1:34,1); 
wu2 =Yy2 -Xx2(1:34,1); 
n=1:34;[n't,x1(1:34,1),yl,wul,x2(:,1),Yy2,wu2] 
Dplot(t,xl(1:34,1)，ro'tiyl1，g- ct,x2(:,1)，mh' ty2，b -.…) 
xlabel(' 轴 Nitt ');iylabel(' 轴 、\it6 ') 
1egena( ' 是 方程 数值 解 6 的 曲线 ,80 =10 度 ',' 是 近似 解 6 的 曲线 ，60 = 10 庶 '， 
' 是 方程 数值 解 8 的 曲线 ,60 =30 度 ', 是 近似 解 8 的 曲线 ,80 =30 度 ) 
运行 后 得 到 计算 结果 见 表 10 - 19,x, 的 图 形 如 图 10 - 33. 
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图 10 -33 单 摆 运 动 初始 角 % =10" ,30* 的 近似 解 和 数值 解 


表 10 -19 单 摆 运 动 初始 值 pw =10? 的 光 借 生 有 数 伍 愤 闲 关 结 对 开本 









































sx =10。 二 初始 角 bo = =30” 
1 0. 174 5 | 0.1745 174 5 0 0 
2 | 0.000 4 0. 174 5 BE 174 5 0 0000 | 一 0. 000 0 
3 | 0.002 4 0. 174 5 0. 174 5 0. 000 0 -0. 000 0 
呆 小 轴 2 风 要 这 0. 174 5 0. 174 5 0. 000 0 一 0. 000 0 
S 8@20963: 了 1 用 作 0. 174 4 0. 000 8 -0. 000 0 
和 @ 人 3 和 0. 169 4 @2T72:7 0. 003 3 一 0. 000 2 
7 | 0.485 3 0. 158 9 0. 166 5 0.007 6 -0.001 0 
全 :| 和 :到 沁 0. 139 1 0. 192 4 0.013 4 -0.002 8 
号 | 了 200 六 0. 106 9 0. 127 5 0. 020 6 一 0.005 5 
10 | 1. 645 8 0. 063 1 0.089 8 0. 026 6 -0.008 9 
11 | 2.096 0 0.021 0 0. 044 6 0.023 6 -0.011 9 
12 | 2.398 2 | -0.003 8 0.012 1 0.015 9 -0.013 6 
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村 二 是 网 .2 网 .2 =10。 由 


续 表 























































































































可 以 看 出 ,初始 角度 为 10" 时 近似 解 与 数值 解 绝 对 误差 不 大 ,而 初始 角度 为 
30?" 时 , 随 着 时 间 的 增加 二 者 绝对 误差 就 很 大 了 


习题 10.7 





1. 求 下 列 微分 方程 组 的 数值 解 ,并 画 出 图 形 . 
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(1) 他 。 在 区 间 瑟 = [0,100] 上 满足 条 件 :x*=0 时 ,y=0,z=2; 
2 = 一 0.2z 一 Sin YX 


了 


Y = 二 一， 
《2) 了 在 区 间 te [0,8] 上 满足 条 件 :t=0 时 ,zx=3,y=4,z=12; 
2 =300xy . 


X"+4x=0， 
(3) | 在 区 间 ie[0,2mr] 上 满足 条 件 :5:=0 时 ,z=0,y=0,x =0,7 =40; 
7y"+2Sy =0 


X' 二 0Osin 上 ， 
(4) 此 era re [0,20] 上 满足 条 件 :!:=0 时 ,zx=0,y=0,z=0. 
2 =0.1 

2. 求 下 列 线性 微分 方程 的 数值 解 ,并 画 出 图 形 . 如 果 方 程 有 初等 函数 形式 解 , 请 求 出 它 
的 符号 解 . 

(1) zy"+xzy'+y=<x 在 区 间 xe[0,8] 上 满足 条 件 :r*=0 时 ,7=1,yY'=2; 

(2) yc +sinz'y"+ax=0 在 区 间 xef[t0,8] 上 满足 条 件 :x*=0 时 ,y=0,7 =7”=7”= 
1,a =0. 

3. 求 下 列 非 线性 微分 方程 的 数值 解 ,并 画 出 图 形 . 

(1) y"-ce(1-b)y +ay=0 在 区 间 妃 ={0,50] 上 满足 条 件 :x*=0 时 ,y=2,7 =1,c=8 
=c=1; 

(2) yy"+(7) +ar=0 在 区 间 xe[0,8] 上 满足 条 件 :r=0 时 ,y=1,y' =1,a= -1. 


7y "一 2.Sxz' =0 


4. 求 方程 组 | 在 区 间 月 = [ -6.25,6.25] 上 光 足 条 件 :=0 时 [yz] > 


太 +2. 5xy' = 
[0,1],[yo,zo] =[ -1,0j， 

5. 求 微分 方程 组 x' = -ax +yz,y' = -8(7-2z),z =c-z-3xy 在 区 间 [0,75] 上 满足 条 
件 ::=0 时 ,xs=0,y=0,z=10- 5 的 特 解 ,其 中 ao=1,5=8,c=19. 


10.8， 边 值 问题 的 数值 解 及 其 MATLAB 程序 


微分 方程 和 定 解 条 件 组 成 定 解 问题 通常 有 两 种 :一 种 是 给 出 积分 曲线 在 初 
始 时 刻 的 性 态 ,这 类 条 件 称 为 初始 条 件 ,对 应 的 定 解 问题 称 为 初 值 问题 ; 另 一 种 
是 给 出 积分 曲线 在 首 末 两 端的 性 态 ,这 类 条 件 称 为 边界 条 件 ,对 应 的 定 解 问题 称 
为 边 值 问题 . 例如 ,如果 二 阶 微分 方程 
y”= xyy'),xze[a:bys(-o +o)， (10.84) 
边界 条 件 为 
y(a) =a:y(D) = 有 ， (10.85 ) 
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则 这 类 问题 称 为 边 值 问 题 . 其 中 (10. 85 ) 式 称 为 第 一 种 边界 条 件 . 
7y(a) =ay (0) =B 
称 为 第 二 种 边界 条 件 . 
ya) -aoy(a) =a7y 8) +Boy() = 
称 为 第 三 种 边界 条 件 ,其 中 ao0,Bo0,ao +B。>0. 
比 上 面 三 种 边界 条 件 更 一 般 的 边界 条 件 是 
cy(a) +dyY (ca) =P， 
人 b) +dy (2) =P2z， 
其 中 cdpCi=1,2) 为 常数 . (10.84) 和 (10. 86) 式 构成 一 个 二 阶 方程 的 两 点 
边 值 问题 . 关于 二 阶 常 微分 方程 边 值 问 题 有 下 面 的 定理 . 
定理 10.4 设 函 数 扩 x,y,z) 在 空间 区 域 
人 =|(xzy,z)1acs<xs<b -oo <y<+o -oo <z<+o | 
上 连续 , 且 对 y,z 的 一 阶 偏 导数 也 连续 ,其 中 z=y'(x). 如 果 存 在 常数 也 >0 ,使 
(xyz) >0， 
1 ae 
对 所 有 (x,y,z) s2 都 成 立 , 则 边 值 问题 (10. 84) 式 和 (10. 85) 式 在 闭 区 间 [c,pb] 
上 有 唯一 解 y =y(x). 
如 果 (10.84) 式 中 的 右 端 凡 x,y,y ) =g(z)y +g(xz)y+gs(xz) , 即 
7y"=g(x)7 +g(xz)yt+g (xz),xe[a,b]， (10.88) 
则 称 (10. 88) 式 为 线性 微分 方程 . 设 z=y'(*) ,根据 定理 10.4, 可 以 推出 下 面 有 
关 线 性 微分 方程 边 值 问题 的 结论 . 
推论 10.1 设 线性 微分 方程 (10. 88) 式 中 的 右 端 F(Cx,y,z) =gi(z)z+ 


9(z7 + 人 (可 及 其 篇 导 数 世 =9( 裤 和 人 = 9i( 切 在 空间 区 域 


(10.86 ) 


(10. 87) 


2=1 (xy,z)1os<x<b, -oo <y<o,，-o <z<o| 
上 连续 ,其 中 z=7y'"(*). 如 果 存 在 常数 上 >0, 使 
42(x) >0， 
Loieac aa 19(x) 1 
对 所 有 (x*,y,z) <s2 都 成 立 , 则 线性 边 值 问 题 (10. 88 ) 式 和 (10. 85 ) 式 在 闭 区 间 
fa, 外] 上 有 唯一 解 y=y(xz)， 
常 微分 方程 边 值 问 题 有 很 多 不 同 的 数值 解法 ,本 节 只 介绍 两 种 很 有 用 的 方 
法 :打靶 法 和 有 限 差分 方法 . 


10.8.1 打靶 法 及 其 MATLAB 程序 
打靶 法 的 基本 思想 是 设法 将 边 值 问 题 转化 为 初 值 问题 来 解 . 下 面 介绍 一 般 


(10.89 ) 
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的 打靶 法 和 线性 打靶 法 . 
(一 ) 打靶 法 
用 打 葛 法 求 边 值 问题 
7 “= 扩 x,7,7 ) ,和 xsb， 
| (10.90) 
y(b) = 有 
解 y(x) 的 基本 思想 如 下 . | 


设想 过 点 (aa) 的 微分 方程 的 解 曲线 族 中 ,只 有 一 条 曲线 过 点 (0,B) , 它 是 
解 yY(z). 初 值 问题 


7y(a) =a， (10.91 ) 
yY (ae) = 去 
的 解 曲 线 y =y(x,6) 打 到 点 (58,B,) , 见 图 10 -34. 调整 所 ,使 半 点 接近 (8 ,8). 即 ， 
当 忆 一 时 ,有 B, 一 B. 也 就 是 说 ,有 
limy(8,5) =， 


=x,y,y ”) ,sxX<D， 






DJ 一 (xct) 


10 - 34 


即 ,上 是 方程 
7y(0,D-B=0 (10.92) 

的 根 . 

(1) 当 y(x, 归 已 知 时 ,用 前 面 介绍 过 的 解 方程 的 方法 (如 ,二 分 法 .迭代 法 ， 
逐步 搜索 法 等 ) 求 出 方程 (10. 92 ) 的 近似 根 忆 ,使 得 

1y(x ,六 )-BI<e， 

则 y(x, 刀 ) 是 (10. 90) 的 数值 解 ,其 中 s 是 预先 给 定 的 精度 . 

(2) 当 y(x，, 昌 未 知 时 , 先 给 定 一 个 所 ,代入 (10.91) 式 ,得 初 值 问题 
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7 =2， 
2 = 六 xy,z) ,asxsb， (10.93) 
7y(a) = az(a) =- 
用 例 10.7. 1 中 介绍 的 常 微 分 方程 组 数值 方法 求 初 值 问题 (10. 93 ) 的 数值 解 ,得 
yn = 有 .如 果 18, -B1<e, 说 明 打 靶 成 功 ,用 所 得 到 的 数值 解 y, 作为 (10. 90) 的 


数值 解 否则 , 取 5 = 生 8 ,重新 计算 初 值 问题 (10. 91) 的 数值 解 ,得 y,。 = ,再 用 
凡 -Bl < 检 内 条 相 是 下 记功 如 果 仍 然 不 记功 .采用 线性 入 人 





四 B 
6 + 天 苇 8) 或 和 -Bo 
. 卸 进 行 计 算 ,直到 达到 精度 s 为 止 . 
说 明 :对 于 第 三 种 边 值 条 件 ,由 于 
了 (aa) -上 
Y( 0) 一 an 9 


取 7y "(a) =t, 则 有 
7y "=x,7y,yY ) ,as 和 xsb， 
《10.94) 
|]y(a) = 一 一 ,ya) = 
将 (10. 94) 的 解 ,代入 第 二 种 边界 条 件 
7 (ea) -aoy(a) =ai， 
7yY (0) +Boy(D) =7y (bbD+pBoy(bb =C(=B， 
当 6,=B,, 即 是 解 . 这 样 ,就 同 第 一 种 边界 条 件 一 样 ,可 以 用 打 民 法 求 数值 解 . 
(二 ) 线性 打靶 法 及 其 MATLAB 程序 
线性 打靶 法 是 求 线性 边 值 问题 
“=gi(x)y +g(x)y+g(z) ela:by(a)=ay(b=B (10.95) 
数值 解 的 方法 . 它 是 利用 方程 的 线性 结构 和 两 个 特殊 的 初 值 问题 辅 助 求 
(10. 95 ) 的 解 . 设 (10. 95 ) 满足 推论 1 的 条 件 , 即 有 了 唯一 解 , 则 用 线性 打靶 法 求 线 
性 边 值 问题 (10. 95 ) 的 具体 步骤 如 下 : 
步骤 1 求 初 值 问 题 
2 (xz) =d(xz)2 (xz) +q(xz)Exz) +o(xz) YE[a,p] (10.96) 
zt(a)=au (al)=0 的 解 wx); 
步骤 2 求 初 值 问题 
(xz) =q(xzjvy(x) +g(x)ox)xefla, po， (10.97) 
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ze) =0,7(a) =1 的 解 2(xz), 则 y"=g(z)y +g(z)y+g (xz) 的 一 个 解 为 


7y(xX) =2L(xXZ) +Co(0x)， (10.98 ) 
步骤 3 将 边 值 条 件 y() = 有 分 别 代 和 人 (10.96) ,得 
7y(5) =a(b+Co(D = 有 (10.99) 
当 尽 月 关 0 时 ,由 (10. 99) 式 解 得 C = 全 3 ,代入 (10.98) 式 解 得 
y(x) =z(X%) + 人 (9 (10.100) 


(10. 100) 式 为 要 求 的 解 的 形式 . 

根据 线性 打靶 法 和 常用 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (10.75) 编 写 的 求解 线性 边 
值 问题 (10. 95 ) 数 值 解 的 MATLAB 主 程序 如 下 : 

用 线性 打靶 法 和 常用 的 四 阶 龙 格 ~- 库 塔 公式 (10.75) 求 解 线性 边 值 问题 
(10.95) 数值 解 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 :aydx1 和 dydax2 分 别 是 (10.96) 和 (10.97) 对 应 的 M 函数 文 
件 ,alpha,beta 分 别 是 边 值 条 件 y(a) =a;,y(p) =B6ia 和 是 自 变 量 * 所 在 
的 区 间 [a, 刀 的 端点 ,nm 是 步 数 . 

输出 量 : 向 量 互 的 元 素 是 自 变量 x 的 取 值 ,向 量 Y 的 元 素 是 用 线性 打 葛 
法 求 出 线性 边 值 问题 (10. 95 ) 在 向 量 互 的 元 素 处 的 数值 解 兴 是 自 变量 * 取 
值 的 序号 ,wucha(k +1) =norm(Y(Kk +1) -Y(K) ). 


function [k,X,Y,wucha,P] =xxdb(dydxl ,dydx2 ,a,b,alpha,beta,h) 














n=ftix((b-a)vh);X=zeros(nt+1,1);CcT1 =[alpha,0]; 
Y=zeros(n+1l,1length(cT1));YL =zeros(n+1l,LIength(CcT1) ); 
Y2 =zeros(n+1, Length(CcT1)); 

X=a:hipi 

Y1(1,:) = cmli 

CT2 ={[0,1];Y2(1,:) = CT2; 

for K = 工 : 刀 

kl = feval(dyaqxl,X(k),YL(Ck,:)) 

x2 =X(Kk) +h/2iy2 =Y1(k,:) +klyh/2i 

k2 = feval(dydx1l ,x2 ,y2 ) ; 

k3 = feval(dydqx1,x2 ,YL(k,:) +Kk2*h2); 

k4 = feval(dydx1l，X(K) +hyYl(Kk,:) +k3h)3 

YL(k+1,:) =YL(K,:) +hz#(kL "+2+k2 +2ykk3 "+K4 )A6,K= 和 +15 
end 


uU=YL(C:,1L) 
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for KK = 1 :Tn 
k1 = feval(dyax2 ,X(Kk),Y2(K,:)) 
x2 =X(k) +hv2;y2 =Y2(Kk,:) +KLyrhZ2i 
k2 = feval(aydx2 ,x2 ,y2 ) ; 
k3 =feval(dydaQx2 ,x2,Y2(k,:) "+k2*h2); 
k4 = feval(dydx2,，X(K) +hY2(K, :+TKk3xh)i 
Y2(k+1,:) =Y2(k,:) +hy(kl'+2#kk2 "+2kk3 "+k4')A6,K=KkK+TLi 
end 
V=Y2(:,1L) 
Y=u+(beta-uln+1l))*vAv(n+1l) 
for K=2:n+1 
wucha(k) =norm(Y(K) -Y(GK-1));k=Kk+1; 
enaQ 
X=X(1:n+l)3Y=Y(1:n+1l1,:);k=1:n+lywucha =wucha(1T:Kk,:); 
P =[k'",X",Y,wucha ']; 
plor(X,Y(:,1)，ro'",X,Y1(: ,1)， gxy XIY2(:,1)，mPp 7) 
xlabel(' 轴 Nitx'");i ylabel(' 轴 Nty ) 
legena( ' 是 边 值 问 题 的 数值 解 yY(x) 的 曲线 "是 初 值 问 题 1 的 数值 解 u(x) 的 曲 
线 "， 是 初 值 问题 2 的 数值 解 v(x) 的 曲线 " ) 
title( "用 线性 打靶 法 求 线性 边 值 问题 的 数值 解 的 图 形 ”) 
说 明 :用 此 程序 之 前 需要 根据 (10.96) 和 (10.97) 式 ,建立 两 个 名 为 Gydax1 .m 
和 dydx2 .m 的 M 函数 文件 
function aqyl =dqydax1l(X,Y) 
GY1(1) =Y(2); 
dyY1(2) =Ga1(X)*Y(2)+G2(X)*xY(I) +q3(X) 
avyl =fdayL(1);idyt(2)]; 
function ay2 =dqydx2(X,Y) 
qQY2(1) =Y(2); 
GY2(2) =GqL(X)*Y(2)+Gq2(X) *Y(1); 
day2 =[dqy2(1);dqY2(2)]; 


例 10.8.1 用 线性 打靶 法 求 线 性 边 值 问题 
Ci 
y"(x) = 1 十 庆 


-1.25,c =c =2,c =0.8 的 数值 解 ,六 = 0.5, 并 与 精确 解 比较 , 画 出 它们 的 图 
形 . 


C2 








(90 -7(5) +coze[0,6],7(0) = 二 25,7(6) = 


解 (1) 因为 9(x) = 一 一 ,q(x) = -0 () =0.8,a =1.25,8 = 


1 + 和 1 + 


-1.25 ,建立 两 个 名 为 aydx1l .m 和 avydx2 .m 的 M 函数 文件 
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function ayl =dy 电 1(x,Y) 
ClL=2;c2 =234c3 =0.8; 
daY1(1) =Y(2)， 
ay1(2) =(cl+rXA(1L+X*2))*Y(2)-(c2A(1+X?2))*Y(1) +c3; 
dy1 =[ayl(1);aqyl(2)]; 
function dyY2 =dydx2(X,Y) 
cl =2;c2 =2; 
daY2(1) =Y(2)3 
ayY2(2) =(clLxrX/A(1+X*2))*Y(2)-(c2 (1L+X 2))*Y(1L); 
dyY2 =[dayY2(1);dqY2(2)]; 
(2) 求 精确 解 .在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> >y =dsolve('D2y =(2*X/A(I+X*2))*Dy-(2/(1+X*2))*yY+0.8" ，X ) 
运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 
Yy = 
XyCc2+(1-X*2)*CLl -4/5*X2+8《A5*Xyatran(X) -2/5*1og(1 +X” 
2)+2/A5*1log(1 +X?2)*X 2 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> > syms C1 C2,X= [0,6]; 
YyY=Xr+rCc2+(1-X. 2)*Ccl-4/5*X. 2+8/ 5 站 芭 .# atan(X) -2 
5#1log(1 +X. 2) +2/5#1og(1 +X. 2).*X 2 
运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 
Y = 
[ C1,6+yC2 -35*kCl+99211677038297587 /2814749767106560 ] 
在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> >[cl,c2]=solve("C1 =1.25 1 6*yC2-35kCl+99211677038297587 / 
2814749767106560 = -1.25 7) ; 
SYmS 
Y=XxrCc2+(1-X.*2)*Ccl -4/5*+X. 2+8/5 本 又 . 半 aan(X) -27/ 
5*#1log(1 +X.*2) +2/5#1log(1 +X. 2).* 双 .2 
运行 后 屏幕 显示 结果 如 下 
Y = 
1 .2088219648217098859769672950885 * X + 工 .2500000000000000000000000000000 
-2.0500000000000000000000000000000 *X*2 +8/5#Xy atan(X) -2/5 1og(1 
+X^2)+2/5*1log(1 +X 2)*#kX 2 
(3) 调用 xxadb .m 求 此 线性 边 值 问 题 的 数值 解 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 
程序 
> >a=0ib=6h=0.5;alpha=1.25jbeta= -1.253 C1L =23;C2 =23ic3 =0.8; 
[Kk,X,Y,wucha,P] =xxdb(@ dydx1l ,@ dydx2 ,a,b,alpha,beta,h)， 
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hold on 

Y=1.2088219648217098859769672950885#XX+1.25 -2.05:# 双 .2 +8/5 订 
六 5 兴 志 七 忌 忆 ( 芭 ) 一 2 和 5 IDGT 工 二 天 2 十 2A5 本 工 6G( 人 (二 和 2 四 -23 

五 1O 蕊 ( 文 ;这 和 芒 = DIGGOEE 

legend( ' 是 边 值 问题 的 数值 解 Y(x) 的 图 形 ", 是 初 值 问题 1 的 数值 解 u(x) 的 图 
形 `，' 是 初 值 问题 2 的 数值 解 v(x) 的 图 形 ", 是 边 值 问题 的 精确 解 Y(x) 的 曲线 ') 

title( "用 线性 打靶 法 求 线性 边 值 问题 的 数值 解 和 精确 解 的 图 形 ") 

mn=fix((b-a)vh)i 

了 GE 六 三 Ts 二 由 

wuchay(Kk) =norm(yY(K) -Y(k));kKk=k+I; 

end 

wuchay ; 

k =1:m+1;wuchay =wuchay(1:k,:); 

P1 =[k",X",y",Y，wuchay " ,wucha '] 
运行 后 求 得 此 线性 边 值 问题 在 自 变量 工 处 的 数值 解 的 值 了 ,偏差 17(E+1) - 
Y( 加) 1 ,精确 解 的 值 y 及 其 与 精确 解 的 绝对 误差 ( 见 表 10 -20) ,它们 的 图 形 (如 
图 10 -35 所 示 ). 从 表 10 -20 和 图 10 -35 可 知 ,=0.5 时 ,本 例题 的 数值 解 和 
精确 解 的 误差 很 小 


表 10 -20 例 10.8.1 的 计算 结果 





















0.362 8 0.018 0 














=- 1.367 1 








0.013 6 
0.005 5 
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到 


台 是 边 值 问 昌 解 Y(x) 的 图 形 
洲 ， 是 初 值 问题 1 的 数值 解 u(x) 的 图 形 
帘 是 初 值 问题 2 的 数值 解 v( 光 的 图 形 
一 是 边 人 问题 的 精确 解 y00 的 曲线 





10 -35 例 10.8.1 的 数值 解 和 精确 解 的 图 形 


10.8.2 ”有限 差分 方法 及 其 MATLAB 程序 


有 限 差 分 方法 是 求 微分 方程 数值 解 最 常用 的 方法 . 有 限 差 分 方法 的 基本 思 
想 是 :首先 将 求解 区 域 剖 分 成 很 多 有 限 个 小 区 域 , 得 到 内 节点 的 集合 ;在 内 节点 
上 ,或 用 差 商 代 替 微 分 ,或 用 数值 积分 的 方法 将 微分 方程 离散 化 ,并 得 到 截断 误 
差 , 舍 去 截断 误差 ,建立 差分 方程 组 ;然后 结合 定 解 条 件 , 解 差分 方程 组 ,得 到 数 
值 解 . 有 限 差分 方法 适用 于 求 常 微分 方程 边 值 问 题 的 数值 解 ,用 以 解 常 微分 方程 
初 值 问题 的 数值 解 时 ,有 时 有 困难 . 下 面 介 绍 常 微 分 方程 边 值 问 题 的 有 限 差 分 方 
法 及 其 MATLAB 程序 . 

(一 ) 常 微 分 方程 边 值 问题 的 有 限 差 分 方法 

考虑 线性 边 值 问题 

y"=giI(xz)y “+ga(x)y+g(x), ela,b],y(a)=a'y(D) =B (10.95) 
的 有 限 差 分 方法 . 
一 


将 求解 区 间 ”等 分 , 步 长 刀 = 一 一, 节 卡 x=a+ 有 (=0,1,2,…,n) ,其 中 
x, =. 在 内 节点 zx =aw+kih (=1,2,… 胃 -1) 上 ,用 一 阶 中 心 差 商 


yz) -人 +0( 庆 ) 
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和 二 阶 中 心 差 商 


7 (xi _YC2er) 2 +Y(%k 1) +0( 庆 ) 


分 别 代替 (10.95) 式 中 一 阶 和 二 阶 导数 , 且 用 和 代替 y(*i) ,得 到 一 个 截断 误差 
是 0O(A) 的 差分 方程 





2 光 





[yx 一 儿 s 一 ga(xx)y =G3(CxXh). 


把 (10.95 ) 式 同 边 值 条 件 y(a) =a,y( 思 = 有 结合 起 来 ,得 到 线性 方程 组 


1 
于 [yu 一 27x +yusi] + 


-[2 + 有 ga( 2 ) ]71 十 | -9 


-ga) -|[1+ 量 2 2 hi] a， 
| + + 7 [2+Mg(zoD]yer+ +[1- - 轩 hy， 
= 及 gx 
[+ :ae-0j]r [2+ 归 ga(xz iD)]y7。， 
-gs(x [1 下 hp， 
即 
4 = 且 ， (10.101) 
其 中 
-Ha(a) 1 和 
1 和 多 (0222(a) 1 下 人 
2 2 
并 = 


g( 四) 


各 - 
1+ 全 2 (249(xa) 1 下垂 


1 下 -(2+K0(x 1)) 
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12g(z) -1 +2Soi]a 


7y(xi) 
7Y( xz) Aga(x3) 

了 = : ,及 = : 9 
7Y(X 2) 斌 ga(x。 -2) ， 
ce] 


其 系数 矩阵 4 是 m -1 阶 的 三 对 角 和 矩阵 . 当 det 4z0 8 可 以 用 四 直 革 来 角 设 
/= max19,(z1, 当 Lz0, 且 步 长 < 寺 时 ,(10.95) 有 唯一 解 ; 当 上 =0 时 ,对 于 


任意 的 步 长 ，,(10. 95 ) 都 收敛 . 
例 10.8.2 用 有 限 差分 方法 求 边 值 问题 





Y (2 = 下 《zx) + 荆 (+ 1 +x -3,xe[0,1],y(0) =1y(1) =2 
的 数值 解 ,将 [0 ,1] 平 均 分 成 六 等 份 . 
解 〈1) 因为 9(z) = 二 -5,g:(2 = (2 = 3 , 则 它 内 节点 和 = 





hk (=1,2,3,4,5) 上 的 差分 方程 (10. 95 ) 的 具体 形式 为 


-[2+ 斌 g(xi)]y， +|1 - 旦 > = 天 ga( xi) -| +22w， 





六 3 入 jx 6x, -3 
1+ 一 一 -|2+ 一 一 |y + 1 -一 一 一 = 包 一 上 =2,3,4) ， 
| 却 1 林 |-， | 富 可 > | 3 人 ) 
QI 区 QI YX 
[下 几 m =- [re0s)]5 =o(z -[1 -加 训 8 
2 2 
1 。 
将 wa=1,8=2,m =6 妆 = 霹 代 人 ( 10. 101 ) 得 到 方程 组 
-2.0833 1.0000 0 0 0 yi 7 -10833 
1.0000 -20811 0.9865 0 0 为 | | -0.0541 
0 1.0135 -2.0050 0.9750 0 7 |-=| -0.0250 | 
0 0 1.0250 -2.067 09%67 |‖ 7， 0 
0 0 0 1.0333 -2.0577 -2.0577 


ys 


算出 数值 解 
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7 =1.0478,7 =1.099 6,y, =1.2027,y =1.3910,7 =1.698 5， 
其 精确 解 y=1 +x 的 对 应 值 为 
y(xz) =1.004 6,y( 加 ) =1.037 0,y(2) =1.125 0,y =1.296 3,y =1.578 7. 

(二 ) 常 微分 方程 边 值 问题 的 有 限 差分 方法 的 MATLAB 程序 

现 提 供用 有 限 差分 方法 求解 线性 边 值 问题 (10. 95 ) 数 值 解 的 MATLAB 主 程 
序 如 下 : 

用 有 限 差 分 方法 求解 线性 边 值 问题 (10.9Ss ) 数值 解 的 MATLAB 主 程序 

输入 量 :G1,G2 和 93 分 别 是 y"“=9qi(xz)7y +g(xz)y+g (xz) 中 9(z)， 
da (xz) ,qz) 对 应 的 M 函数 文件 ,alpha,beta 分 别 是 边 值 条 件 y(a) = a， 
y(b 记 =Bia 和 5 是 自 变 量 * 所 在 的 区 间 [a,b] 的 端点 , 疡 是 步 长 . 

输出 量 : 向 量 互 的 元 素 是 自 变 量 x 的 取 值 ,向 量 了 的 元 素 是 用 有 限 差 分 
方法 求 出 线性 边 值 问题 (10. 95 ) 在 向 量 天 的 元 处 的 数值 解 ,站 是 自 变量 * 取 值 
的 序号 ,wucha(k +1) =norm(y(k +1) -Yy(k)),4 和 了 妇 分别 是 (10. 101) 
| 的 系数 矩阵 和 常数 向 量 . 


function [k,RA,B1,X,Y,y,wucha,p] =yYxcf(al,q2 ,Ga3 ,a,b,alpha,beta,hy) 














DnD=fix(C(b-a)h);X=zeros(n+1,1); 
Y=zeros(n+1l,1);RAL=zeros(n,n); 

RAR2 =zZeros(n,n); AM3 =zeros(nn);RA=zeros(n,n);B -= zeros(n,1); 
tor K = 工 :DT 

X=a:hibi 

kl1(Kk) =feval(ql,X(k));RAL(k+1,k)=1+hykl(k)2; 

Kk2(Kk) = feval(q2 ,XCKk)); 

RAR2(k,k) =- -2 -(h.*2)*k2(k)i 

RA3(k,k+1)=1 工 -hrkl(k)2;k3(k) =feval(q3 ,XCKk)); 

end 

tor k =2:n 

B(k,1I) =(h.*2)*k3(k)i 

enQ 

B(1,1)=(h. "2)*k3(1)-(1+hyxrkl(1)/ 2)*xalphai 
B(n-1l,1)=(h. 2)*k3(n-l)-(1+hykln-1l)2)*beta; 
&A=RAL(Ln-1l,1:n-Lt)+aR2(t:n-l,L:n-1L)+aA3(lLn-L,L:n-1)， 
B1L =B(1:n-1,1); 


Y=RABl;yY1 =Y'y=[alphaiYiybeta]; 
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for K=2:0 二 工 

wucha(k) =norm(y(Kk) -y(k-1));yk=k+1; 

endQ 

X=X(1:n+l1)yYyY=y(1:n+1l,1); kk=1:n+li 

wucha =wucha(1:k,:); plot(X,y(:,1)，mp ) 

xlabel(' 轴 Nit x' 小 ;yliabel(' 轴 Nty'),legend(' 是 边 值 问题 的 数值 解 yY(x) 
的 曲线 ) 

title(' 用 有 限 差 分 法 求 线性 边 值 问题 的 数值 解 的 图 形 `) ， 

P=[Kk ";X ,Yy,wucha ]; 


例 10.8.3 ”用 有 限 差分 方法 求 边 值 问 题 








乞 3 6x -3 
二 “7 0,1 0) =1,y(1) =2 
7 (9 = 二 二 (+ (本 十 玫 -e[0,1] ,7(0) =1.7(1) 


的 数值 解 , 将 [0,1] 分 别 平均 分 成 =6 等 份 和 mn =36 等 份 , 说 明寺 对 数值 解 的 
误差 的 影响 ,并 与 精确 解 比 较 , 画 出 它们 的 图 形 . 





6 一 阳 柄 
了 ,建立 对 应 的 M 


解 (1) 根据 (= 了 0(z = 0( 人 = 
十 世 王 十 % 
亢 数 文件 
functiony=Gl(x) 
YY=xXx/A(L+X`2); 
functiony=dGq2(x) 
YyY=3A (1L+Xx?2); 
functiony=Gq3(x) 
Y=(6*xX-3)/ (1+X 2); 
(2) mn=6 时 ,输入 程序 
> >n=-6jia=0;ib=1l;alpha =1;ibeta=2;h=(b-a)/ni 
[Kk,A,B,X,Y,y,wucha,p] =yxct(@al,@a2 ,@ qd3 ,a,b,alpha,beta,nh)， 
x=0:h:liy1=1+x"3,wu=yl' -yi[k' ,Xiy,y1I ,wucha' ,wuj,nhold on 
PlLlot(x,yL，bo ) 
Legend( ' 边 值 问题 的 数值 解 yY(x) 的 曲线 ", 边 值 问题 的 精确 解 Y(x) 的 曲线 ) 
title('n=6, 用 有 限 差 分 法 求 线性 边 值 问题 的 数值 解 及 其 精确 解 的 图 形 ) 
hold off 
将 运行 后 屏幕 显示 m=6 时 的 计算 结果 列 人 表 10 -21 中 ,图 形 见 图 10 - 36. 从 
图 10 -36 可 以 看 出 ,此 时 除了 端点 的 值 的 以 外 ,数值 解 与 精确 解 的 绝对 误差 在 
0. 12 与 0.03 之 间 . 
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表 10-21 例 10.8.3 的 计算 结果 




















取 半 =36 时 的 计算 结果 ( 略 ) ,图 形 见 图 10 -37, 从 图 10 -37 可 以 看 出 ,此 
时 数值 解 与 精确 解 的 图 形 几乎 重合 ,说明 它们 的 误差 已 经 相当 小 . 比较 图 10 -36 
和 图 10 -37 可 见 ,m 越 大 ,数值 解 与 精确 解 的 误差 越 小 . 


ie 
-一 RE 一- 


办 可 题 疏 值 解 y(008 曲线 | 
@ 〇 是 边 借 问 题 的 精确 解 yd 的 曲线 





10 -36 =6 时 数值 解 和 精确 解 的 图 形 
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二 
O 是 过 人 问题 的 精确 解 y 人 的 线 





图 10 -37 =36 时 数值 解 和 精确 解 的 图 形 


10.8.3 求解 常 微分 方程 (组 ) 边 值 问题 数 值 解 的 MATLAB 库 函 数 


MATLAB 软件 提供 了 一 套 求解 一 阶 常 微 分 方程 (组 ) 边 值 问题 数值 解 的 程 
序 bvp4c .m, 称 其 为 库 函 数 bvp4c. 它 可 以 解决 三 种 类 型 的 边 值 问题 ,分 别 介 
绍 如 下 . 

(一 ) 一 阶 常 微分 方程 (组 ) 一 般 的 两 点 边 值 问题 

bvp4c 可 以 求解 一 阶 常 微 分 方程 (组 ) 一 般 的 两 点 边 值 问题 

站 “= 几 x,y) ,ze[ab]， 
oly(a) ,y(b) =0, 一 般 的 两 点 边界 条 件 

的 数值 解 . bvp4 产生 的 数值 解 *(x) 在 [ac,b] 上 具有 一 阶 连续 导数 . bvp4 利用 
配置 函数 bvpinit 和 deval 等 求解 . 即 先 用 网 格 点 将 整个 区 间 [a,b] 分 成 知 
干 个 子 区 间 ,将 配置 条 件 施 加 到 所 有 子 区 间 上 ,通过 求解 代数 方程 组 解 出 数值 
解 ,然后 在 每 一 个 子 区 间 上 估计 数值 解 的 误差 . 如 果 此 解 不 满足 误差 要 求 , 则 解 
函数 调整 网 格 . 这 样 用 户 首先 需要 用 配置 函数 bvpinit 提供 初始 网 格 点 及 在 
相应 网 格 点 上 精确 解 的 初始 逼近 ,然后 用 函数 bvp4 和 配置 函数 seval 输出 数 
值 解 . 它 调用 格式 如 下 : 

调用 格式 : solinit = bvpinit(X,YINIT) 或 solinit = bvpinit 


(10. 102) 
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(X,@YINITfun ) 
SOL = bvp4c (@OoDEFUN ,@ BCFUN ,SOLINIT) (#) 
xjinct =[x1l,x2,…;xnj] 或 X = linspace(a, pn)i 
YINT = qeval(sol,xint) 
其 中 输入 量 :(1) ODEFUN 是 描述 函数 妃 x,y) 的 函数 ,一 般 为 M 函数 文件 形式 ; 
(2) BCFUN 是 描述 一 般 的 两 点 边界 条 件 p(y(e) ,y( 纪 ) =0 的 函数 ,一 般 为 
M 琐 数 文件 形式 ; 
(3) SOLINIT 是 被 指定 为 x 和 y 域 的 结构 . x 是 初始 网 格 点 ,两 个 边界 条 件 
被 固定 为 SOLINIT. x(1) = a,SOLINIT.x(enda) =b.y 表示 在 节点 
SOLINIT .x(i) 处 对 y(x(i) ) 的 初始 猜测 解 SoOLINIT .Y(:,，i) ,一 般 用 函数 
bvpinit 实 现 .bvpinit 的 调用 格式 为 
solinit = bvpinit(X,YINIT) 或 solinit = bvpinit(X,@Yfun) 
输入 互 的 格式 有 两 种 :X = 1inspace(a,b,10) 或 X=[ XI),X(2)，… 
X(end) ] ,其 中 不 (1) < 素 (2) <… < 下 (end ). 
输入 YINIT 的 格式 有 两 种 :向 量 或 函数 . 
如 果 YINImE 是 以 向 量 的 格式 输入 时 , 则 YINIT(i) 是 在 下 中 所 有 的 网 格 
点 处 的 精确 解 的 第 :个 分 量 Y(i : ) 的 猜测 值 . 
如 果 YINIT 是 xy 的 函数 yn , 则 用 格式 solinit = bvpinit (x， 
@yfun) ,对 于 fa, 引 上 的 任意 x,yin(x) 返 回 解 y(x) 的 猜测 值 . 
输出 量 :(1) SOL 是 如 下 形式 的 结构 
SOL .x 一 一 由 函数 bvp4 生成 的 网 格 点 ; 
SOL .y 一 一 在 网 格 点 SoL .x 处 对 精确 解 y(x) 的 数值 解 s(x) 的 值 ; 
SOL .yp 一 一 在 网 格 点 SoL .x 处 对 y(x) 的 一 阶 导 数 y (zx) 的 近 
似 值 ; 


SOL .SO1LVeT 





“bpvp4c 
(2) 因为 SorL 不 能 直接 输出 数值 解 , 所 以 用 bvp4 的 配置 函数 seval 估计 
微分 方程 问题 在 向 量 XINT 中 所 有 分 量 处 的 解 ZWV7T ,其 调用 格式 为 


YINT = deval (SOL ,XINT ) . 
例 10.8.4 求 微分 方程 y"+1y1 =0 在 区 间 [0,4] 上 满足 边界 条 件 :y(0) = 
0 和 y(4) = -2 的 数值 解 ,并 画 出 y 和 y 数值 解 的 图 形 . 


解 (1) 首先 将 问题 写成 一 阶 微分 方程 组 边 值 问题 | ， 
Y 


[0,4] 上 满足 边界 条 件 :yn (0) =0 和 加 (4) = -2. 
(2) 建立 名 为 odaefunl .m 和 bcfunl .m 的 两 个 M 函数 文件 


function qydqx =odqefunl(x,y) 


， 在 区 间 


= 一 | 
2 一 2 
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dyax =[y(2); -abs(y(1))]; 
function res =bcftunt(ya,yb) 
res=[ya(1);ypb(1) +2]i 
(3) 求 数值 解 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> >solinit =bvpinit([01234],[10]); 
sol =bvp4c(@oaqaefunl ,@bcfunl ,solinit); 
xint =Iinspace(0,4,35) 
yint =daeval(sol,xint) 
plot(xint,， yint (1,:)，bo',xint，Yyint (2,:) ，rp ) 
xlabel(' 轴 \itx'");ylabel(' 轴 Nicy ) 
legend( ' 边 值 问题 的 数值 解 Y(x) 的 曲线 `, 边 值 问题 中 yY(x) 的 导数 say(x) 7aqx 
的 数值 解 的 曲线 ") 
title( "用 一 阶 常 微 分 方程 组 的 两 点 边 值 问题 求 二 阶 常 微 分 方程 数值 解 的 图 形 ”) 


运行 后 屏幕 显示 计算 数值 解 的 结果 和 相关 信息 及 其 图 形 ( 见 图 10 -38) 如 下 


Sol = 
x: [1x22 Qouble]j 
Yy: [2x22 double] 
yp: [2x22 double] 
solver: '"bvp4c 
Xint = 


Columns 1 through 7 

0 0.1176 0.2353 0.3529 0.4706 0.5882 0.7059 

Columns 29 thzrough 35 
3.2941 3.4118 3.5294 3.6471 3.7647 3.8824 4.0000 
yint = 

Columns 1 hroughn 7 

0 0.2426 0.4819 0.7144 0.9371 1.1468 1 工 .3406 
2.0669 2.0526 2.0099 1.9395 1.8422 1 工 .7194 .5728 

Colunmns 8 through 14 


Columns 29 上 through 35 


-0.3163 -0.5650 -0.8216 - 工 .0896 -1 .3726 
-1 .6747 -2.0000 -2.0910 -2.1427 -2.2241 -2.3365 -2.4811 
-2.6601 -2.8761 


说 明 :bvp4c 调用 格式 中 的 ( * ) 也 可 换 成 


SOL = bvp4dc(@ODEFUN ,@ BCFUN,SOLINIT ,OPTIONS ) 


或 SOL -= bvp4c (@ODEFUN,@BCFUN,SOLINIT ,OPTIONS ,P1 ,P2 ，) 
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图 10-38 y"+lyl=0 在 [0,4] 上 满足 y(0) =0 和 y(4) = -2 的 数值 解 


其 中 OPTIONS 是 bvp4c 可 选项 设置 的 结构 , 它 的 数据 类 型 为 结构 数组 .用 户 
可 以 通过 这 些 选项 的 设置 改变 bvp4c 中 缺 省 值 的 设置 ,提高 效率 .用 pvpset 
设置 OPTIONS 结构 的 选项 ,调用 格式 为 

OPTIONS =bvpset('namel "，valuel "，name2 '，value2 ',...) 
其 中 namel ,value2 是 属性 名 ;valuel ,value2 是 属性 值 . 常用 的 属性 名 如 
表 10 -22 所 示 : 


表 10 -22 BVP 的 OPTIONS 结构 的 属性 名 和 属性 值 






用 bvp4c 解 出 的 数值 解 S(x) 
满足 

S (2 = 汽 %S(C2Z)) +7es(X)， 
res( x) 为 残 差 . 在 网 格 的 每 一 个 子 区 
间 上 , 解 的 第 :个 分 量 的 残 差 的 分 量 
res( i ,满足 容 差 条 件 


| )/ max{ 去 站 下 诚 条 | 0 


restol 







用 于 所 有 残 量 限制 的 相 
对 误差 





用 于 所 有 残 量 限制 的 绝 
对 误差 


abSstol 1 已 一 6 





<relioL 
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续 表 









(1) 计算 允 2 ,使 用 格式 





ET ay SaY 在 缺 省 值 的 情况 下 ,bvp4c 
QQCoODIaDn 
(2) 若 有 未 知 参数 p, 使 用 | 用 有 限 差 分 逼近 所 有 的 偏 导数 . 
格式 aK 
PE 如 果 用 户 提供 解析 偏 导 数 -5 ， 
(1) 求 p(ya,yb) 偏 导数 ,使 0 ,3 , 则 bvp4c 可 能 更 有 效 . 
7Q 9gY 
用 格式 dbdya，dqbdyb 过 
格式 【abaya， ebay “| 如 果 有 未 知 参数 户 用 户 可 以 提 
BCUaco- 函数 bcjac(ya,yb) 请 
bian (2) 若 有 未 知 参数 p, 使 用 | 供 偏 导数 8 





格式 [dabdya, dabdybdbap ] = 
bcjac(ya,yb,p) 








floor 允许 的 最 大 网 点 数 ,在 缺 省 bvp4c 通过 解 代 数 方程 组 
Re 时 限定 代数 方程 组 为 1000 个 方 | 来 决定 BVP 在 网 点 处 的 解 . 此 代 


11000 Znl 程 数 方程 组 的 规模 与 微分 方程 的 个 
数 ” 和 当前 的 网 点 数 有 关 . 当 被 允 
许 使 用 的 网 点 用 完 时 ,计算 结束 . 
此 时 , 若 bvp4c 列 出 警告 信息 , 则 





指定 关于 数值 解 的 统计 资 


料 . 若 选 on, 则 列 出 最 终 的 网 点 | 、 
StatSs onxoff | 数目 , 解 的 最 大 残余 量 , 调用 说 明 当 前 的 计算 没有 满足 误差 要 


odaefun 估计 (x,y) 的 次 数 , 调 机 
用 bcftun 估计 eo(ya,yb) 的 次 数 猜测 ,这 样 可 以 放宽 误差 要 求 或 增 
加 网 点 数 Nmax 重新 开始 计算 


(二 ) 含 未 知 参数 的 一 阶 常 微分 方程 (组 ) 的 一 般 两 点 边 值 问题 
bvp4c 还 可 以 求解 包含 未 知 参数 向 量 书 的 一 阶 常 微分 方程 (组 ) 一 般 的 两 
点 边 值 问题 











'(xz) =(xz,y(x),P) ,ze[a,b]， (10. 103) 


p(y(a) ,7Y(0) ,已 ) =0, 一 般 的 两 点 边界 条 件 
的 解 y(x) 的 数值 解 . 在 这 种 条 件 下 ,边界 条 件 的 个 数 应 保证 能 够 解 出 此 数值 解 
和 参数 向 量 己 它 的 调用 格式 如 下 : 


调用 格式 : solinit = bvpinit (X, YINIT,P) 或 solinit = 
bvpinit(X,Q@YINITfun,P) 
SOL = bvp4c (@ODEFUN,Q@ BCEFUN,SOLINIT) 《让 


xint =[xl,x2,…xn] 或 X= 1linspace(a,b,n); 
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YINT = Qeval(sol,xint) 
其 中 输入 量 :在 solinit 中 必须 提供 未 知 参 数 忆 的 猜测 值 ,在 ODEFUN 和 
BCFUN 及 OPTIONS 等 的 M 函数 文件 的 输入 量 中 需要 加 入 参数 P; 其 他 同上 . 
输出 量 :参数 P 估 计 值 ,其 他 同上 . 
说 明 :bvp4c 调用 格式 中 的 ( * * ) 也 可 换 成 
SOL = bvp4c (@ODEFUN,@BCEUN,SOLINIT,OPTIONS) 
或 SOL = bvp4c (@ODEFUN,@ BCFUN ,SOLINIT ,OPTIONS ,P1,P2,...) 
例 10.8.5 求 币 分 方程 组 | 在 区 间 [0,r] 上 满足 边 
2 = --(A-2qcos 2x)7y 
界 条 件 :7(0) =1,z(0) =0 和 z(T) =0 的 数值 解 , 取 9 =5, 并 画 出 y 和 z 数 值 解 
的 图 形 . 
解 (1) 建立 名 为 odefun2 .m 和 bcfun2 .m 的 两 个 M 文件 
function dyaqx =odefun2(x,y,1Lamda) 
G=5idqy(1)=Yy(2);dqy(2) = ~-(lamda -qy2#kcos(2*x))* Yy(1); 
dydx =[dy(1)jdy(2)]; 
function res = bcfun2(ya,yb,1Lamda) 
res=[ ya(1) -1iya(2);yb(2)]; 
function yinit = init2(Xx) 
Yinit =[cos(4*Xx)3;i-4+sin(dyxx)]; 
(2) 调用 azdxl .m 求解, 在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> > 1amda =2; solinit = bvpinit(0:pi32:pi,@init2 ,1amdaa) 
sol = bvp4c(@odqefun2 ,@bcfun2 ,solinit) 
Xint =0:Pi/32: Pi 
YINT = deval(sol,xint) 
P1Lot(xint,YINT(1,:)，bo'",xint,YINT(2,:)，，rp' 
xlabel(' 轴 Nt x')yylabel(' 轴 Nity') 
legend( 是 方程 组 解 y 的 曲线 ,是 方程 组 解 z 的 曲线 ') 
titie(' 用 含 未 知 参 数 的 一 阶 常 微分 方程 组 的 两 点 边 值 问题 求 二 阶 常 微分 方程 组 
数值 解 的 图 形 ') 
运行 后 屏幕 显示 计算 数值 解 和 参数 A 的 结果 和 相关 信息 及 其 图 形 ( 见 图 
10 -39) 如 下 
SOlLinit = 
x: [1x33 qdqoublej] 
Yy: [2x33 double] 
Parameters: 2 
SOL = 


x: [1x63 qdqouble] 
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图 10 -39 


y: [2x63 double] 
yp: [2x63 double] 
solver: 'bvp4c 
Parameters:7.-4491 
Xint = 


Columns 1 through 7 
0 0.0982 0.1963 0.2945 0.3927 0.4909 0.5890 


ee vsooooooooovoronoo-oovoovorovornrorroooornvooe 


Colurns 29 through 33 
2 .7489 2.8471 235345 之 3 .0434 3. 江 帮 业 各 
YINT = 


Colurmns 1 through 7 
宙 0 人 和 0632 0047 二:0997 工 鞍 61 到 这 173 守 2522 


0 0.2451 0.4574 0.5997 0.6289 0.4978 0.1640 


Columns 8 上 through 14 


Columns 29 through 33 
了 3 工 GL 业 1 .0997 1 .0471 芋 2D122 1 .0000 
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-0.6289 -0.5997 -0.4574 -0.2451 0 
例 10.8.6 求 微分 方程 ay "+xy ' = am cos mx - mxsin mx 在 区 间 [ -1,1] 
上 满足 边界 条 件 :y( -1) = -2,7(1) =0 和 0<a<<1 的 数值 解 ,并 画 出 y 和 7 
数值 解 的 图 形 . 
解 (1) 首先 将 问题 写成 一 阶 微分 方程 组 边 值 问题 
7y1=ya， 


了 1 2 
yy = 一 [ -xy +aT cos TxX 一 Tsin TY] 
G@ 


在 [ -1,1] 上 满足 边界 条 件 :y( -1) = -2,y(1) =0 和 未 知 参数 ae 在 0<a<<1. 
(2) 建立 名 为 oaefun3 .m 和 bcfun3 .m,fjac.m 和 bcjac.m 的 四 个 M 
文件 
function dydqx =odefun3(x,y,a) 
Pix = DPI ykX5 
Gydx =[y(2,:);-XxX/[a.*yky(2,:) +pi 人 2ycos(piyrX) -piX/ aa 水 
sin(piykXx)]; 
function res =bcfun3(ya,yb,a) 
res=[ya(1) +2;yb(1)]; 
function jac =fjac(x,y,a) 
jac=[fo0 1;0 -x/aji; 旬 估计 OpE 函数 的 雅 可 比 行列 式 
function [aqBCcaya,dqBCdyb] =bcjac(ya,yb,a) 
qBCdya =[10;00]; dBcayb=[00;10]; 印 估计 边界 条 件 的 偏 导数 
(3) 求 数值 解 ,在 MATLAB 工作 窗口 输入 程序 
> > options = bvpset('"FJacobian ',@ftjac,' BCcIacobian ',@hbcjac， 
"Vectorized '，on ); 
sol = bvpinict([ -1 -0.500.51],[10]); 
a=0.1;fori=2:4 
a =a/-1l0; Sol = bvp4c(@odeftun3 ,@bctun3 ,sol,options,a); 
enaQ 
figurei plot(sol.x,sol.y(1,:))3;grid 
axis(f -11 -2.22.2]); 
title( 在 x=0 处 有 一 个 突变 ") ; 
xlabel('x '); 
ylabel(" solutiony ) 
运行 后 屏幕 显示 计算 数值 解 的 结果 和 相关 信息 ( 略 ) 及 其 图 形 ( 见 图 10 -40) : 
(三 ) 含 未 知 参 数 和 寄 异 点 的 一 阶 常 微分 方程 (组 ) 的 一 般 两 点 边 值 问题 
bvp4c 还 可 以 求解 包含 未 知 参数 向 量 已 的 一 阶 常 微分 方程 (组 ) 一 般 的 两 
点 边 值 问题 
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10 -40 


yz) = 守 了 +F(zy(z),P),ze[0,0] 负 >0， 
e(y(a) ,y(0) ,P) =0, 一 般 的 两 点 边界 条 件 
S.yY(0) =0 

的 解 y(z) 的 数值 解 ,调用 格式 与 (二 ) 类 似 ,这 里 不 再 儿 述 . 


(10. 104) 


习题 10.8 


1. 用 线性 打 划 法 求 线性 边 值 问题 





CC 乞 < 
元 名 芭 ) 三 人 = 一 一 y(x) +cxe[0,2],7y(0) 三 12577(2J = 三 02556 三 夏 三 
十 万 ] +xX 


1 
3 ,cs =0.6 的 数值 解 ,=0. 2 ,并 与 精确 解 比 较 , 画 出 它们 的 图 形 . 
2. 用 有 限 差分 方法 求 边 值 问题 


7 开动 三 和 (2 + (人 + 这 -re [0,1] ,y(0) =1,y(1) =2 的 数值 解 ,将 


1 + 十 说 区 
[0,1] 平 均 分 成 六 等 份 . 
3. 用 有 限 差分 方法 求 边 值 问 题 
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4-3,se[0,.11,y(0) =1,y(1) =2 的 数值 解 ,将 


7 (9 = (2) + 7(z) + 名 一 
[0,1] 分 别 平 均 分 成 =5 等 份 和 m==35 等 份 ,说 明寺 对 数值 解 的 误差 的 影响 ,并 与 精确 解 比 
较 , 画 出 它们 的 图 形 . 

4. 求解 马 蒂 厄 (Mathieu) 方 程 y"+(A-~2gcos 2*)y =0 及 参数 人 ,在 区 间 [0,r]j 上 满足 边 
界 条 件 :7(0) =1,y (0) =0 和 7y'"(r) =0 的 数值 解 , 取 9=5, 并 画 出 y 和 7y' 数 值 解 的 图 形 . 

5. 求 微 分 方程 y"+217y1=0 在 区 间 [0,4] 上 满足 边界 条 件 :y(0) =0 和 7y(4) = -2 的 数 
值 解 ,并 画 出 y 和 7y 数值 解 的 图 形 . 

6. 求 微分 方程 ay "+3xy ' = am'eos Tr -2mxsin mx 在 区 间 [{ -1,1] 上 满足 边界 条 件 ; 
y(-1)=-2,7(1) =0 和 0<a<<l 的 数值 解 ,并 画 出 y 和 7 数值 解 的 图 形 . 

7. 用 线性 有 限 差 分 方法 求 


， 一 2 2 
7"=( 2 zjr+( jw,1sxs2， 
乞 刀 区 


y(1) = 二 ,7(2) =n2 











的 数值 解 . 
y "+y=0,0 反 Y 安 T， 


S. 3 
玫 | =1,y(T) = -1 = 开 的 数值 人 





9 人 j (本 和 全 于 1srs2 ,的 娄 信和 
y(D) =1.y(2) =2 


六 -2 ， 2 sing jn x) 
7 =( )> +( =j>+ 5 ,和 % 安 2， 
和 4 和 的 数值 解 . 





10. 来 村 过 值 问 题 
y(1) =1,7(2) =2 


